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基于分段模糊 Lyapunov 方法的 T2S 模糊系统 H∞控制
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摘 　要 : 针对具有外部扰动的 T2S 模糊系统 ,利用分段模糊 Lyapunov 函数和线性矩阵不等式方法研究了模糊系统

的镇定问题 ,给出了闭环系统渐近稳定的充分条件 ,提出了闭环系统γ一次优 H ∞控制器的参数化设计方法. 仿真实

例验证了所提出方法的有效性.
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Abstract : To with the disturbance nonlinear Takagi fuzzy system , based on piecewise fuzzy Lyapunov function and

L MI method , the systematic design procedures are studied. The sufficient conditions for closed2loop system stability

are derived. The parameters design method ofγ2superior H ∞ controller for closed2loop system is provided. Simulation

result s show the effectiveness of the proposed method.
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1 　引 　　言
　　Takagi2Sugeno ( T2S)模糊控制系统的分析与设

计是当前模糊控制研究领域的热点. 以往的研究大

多基于文献[1 ]的普通二次 L yap unov 函数 (CQL F)

理论 ,采用并行分配补偿 ( PDC)控制策略 ,将满足各

个子系统的 L yap unov 方程中的公共矩阵 P 的求解

转换为线性矩阵不等式 (L MI) [2 ] 可行解问题 ,进而

利用凸优化技术进行高效求解. 然而 ,采用 CQL F

理论存在一定的保守性[3 ] ,对于某些模糊系统可能

会出现无解的情况 ,而且在实际应用中 ,随着系统前

提变量以及规则数目的增多 ,L MI 的求解难度往往

会随之变大 ,降低了求解效率. 为了解决上述问题 ,

文献[ 3 ,4 ]提出了分段二次 L yap unov 函数 ( PFL F)

策略 ,针对一类 T2S 模糊系统 ,在分析隶属度函数

规则结构的基础上 ,将整个模糊输入空间划分成几

个模糊子区域 ,并在每个子区域上求解一个二次

L yap unov 方程 ,大大降低了求解难度.

　　在模糊系统中 ,总会存在一定的外部扰动 ,这些

扰动往往会导致系统的不稳定 ,因而 T2S 模糊系统

的抗扰性是评价系统的一个较为重要的参数. 在设

计控制器时 ,除简单的模糊系统镇定目标外 ,系统的

抗扰性往往是需要综合考虑的一项指标 ,其目的在

于使系统稳定的同时 ,以 H ∞范数界表征的系统性

能始终保持在适当的水平.

　　基于上述分析 ,本文利用分段模糊 L yap unov

函数方法 ,研究系统镇定并满足 H ∞范数界约束的

控制器. 仿真结果表明了所提出的方法具有可行性.

2 　具有外部输入扰动的 T2S模糊系统
　　对于具有外部输入扰动的 T2S 模糊系统 ,其连

续状态的模糊规则表示如下 :

R i : If x1 ( t) is M i1 and ⋯and x g ( t) is M in ;

　 Then

　
Ûx ( t) = A i x ( t) + B i u ( t) + D i w ( t) ,

y ( t) = Ci x ( t) , i = 1 ,2 , ⋯, r.
(1)

其中 : x ( t) ∈ Rn 是状态向量 , u( t) ∈ Rm 是输入向

量 , w ( t) ∈R p 是干扰输入向量 , y ( t) ∈R r 是可控输
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出向量 ; r 是 If2Then 规则数 , g 是前提变量数 ; R i 表

示第 i 条模糊规则 , M in 表示模糊集合 ; A i , B i , Ci , D i

是维数适当的常量矩阵.

　　对于给定输入 x ( t) ,采用单点模糊化、乘积推

理和平均加权反模糊化 ,可得到模糊系统的整个状

态方程如下 :

Ûx ( t) = ∑
r

i = 1
hi ( z ( t) ) { A i x ( t) +

　　　B i u ( t) + D i w ( t) } ,

y ( t) = ∑
r

i = 1
hi ( z ( t) ) Ci x ( t) ,

w i ( z ( t) ) = ∏
n

j = 1

M ij ( z j ( t) ) ,

hi ( z ( t) ) =
w i ( z ( t) )

∑
r

i = 1
w i ( z ( t) )

. (2)

其中 : M ij ( z j ( t) ) 是 z j ( t) 关于模糊集 M ij 的隶属度

函数 ; w i ( z ( t) ) 满足

w i ( z ( t) ) ≥0 ,

∑
r

i = 1
w i ( z ( t) ) > 0 , i = 1 ,2 , ⋯, r;

同时有

hi ( z ( t) ) ≥0 ,

∑
r

i = 1
hi ( z ( t) ) = 1 , i = 1 ,2 , ⋯, r.

　　假设每个前提变量 x n ( t) 在相应的论域中都有

q个模糊集合 (例如 M1 n , M2 n , ⋯, M qn ) ,且所有的前

提变量都是单点模糊集. 对于模糊系统 (2) ,设计如

下模糊状态反馈控制律 :

ri : If x1 ( t) is M i
1 and ⋯and x i ( t) is M i

l ;

　 Then ui ( t) = Fi x ( t) , i = 1 ,2 , ⋯, q. (3)

式中 Fi ∈R p×n 是状态反馈增益阵 ,使得闭环控制系

统渐近稳定.

　　令 G和 f 分别为前件变量的模糊区域数和每个

区域内被激活的规则数 , S i 表示第 i 个模糊区域 ,

hli ( z ( t) ) 表示 S i 的归一化激活度 , l表示第 i 个区域

内的规则数. 在 S i 内 ,模糊状态反馈控制律 (3) 清晰

化后的输出和系统输出分别为

ui ( t) = ∑
f

l = 1
hli ( z ( t) ) Fli x ( t) , (4)

y i ( t) = ∑
f

l = 1
hli ( z ( t) ) Cli x ( t) . (5)

将控制律 (4) 代入式 (2) ,在第 i 个模糊子区域内 ,可

得清晰化闭环系统的状态方程

Ûx ( t) = ∑
f

l = 1
∑

f

k = 1
hli h ki [ ( A li +

　　　　　 B li F ki ) x ( t) + D li w ( t) ]. (6)

在整个模糊区域内有

Ûx ( t) = ∑
G

i = 1

λl ( x ( t) ) ∑
f

l = 1
∑

f

k = 1
hli h ki [ ( A li +

B li F ki ) x ( t) + D li w ( t) ]. (7)

其中 : A li , B li , D li 是各个分段区域内维数适当的常

量矩阵 ;λi ( x ( t) ) 是各个模糊区域定义的特征函数.

λi ( x) =
1 , x ∈S i ;

0 , ot herwise ; ∑
G

i = 1

λi ( x) = 1 .

3 　H∞控制
　　下面针对式 (2) 描述的模糊系统 ,讨论存在外

部扰动时系统 H ∞ 的控制方法.

　　定义 1 　称

V ( x ( t) ) = ∑
r

i = 1

λi ( x ( t) ) x T ( t) Pi x ( t) (8)

为 T2S 模糊系统 (2) 的分段模糊 L yap unov 函数 ,当

且仅当 x ( t) ≠0 时 ,V ( x ( t) ) 的导数始终为负.

　　由式 (8) 可知 ,V ( x ( t) ) 是一个分段连续函数 ,

V i ( x ( t) ) = x T ( t) Pi x ( t) 是相应模糊区域上的一个

模糊 L yap unov 函数 ,且有

Pi = ∑
f

l = 1

hli ( z ( t) ) Pli .

其中 : Pli 是正定对称矩阵 ,1 ≤ l ≤ f ,1 ≤ i ≤ r.

　　定义 2 　针对模糊控制系统 (2) ,若存在模糊状

态反馈控制规律 (4) ,使得 :1) 当 w = 0时 ,闭环系统
(7) 渐近稳定. 2) 给定正数γ,在零初始条件下 ,满足

H ∞ 范数的约束条件

∫
∞

0
‖y ( t) ‖2 d t ≤γ2∫

∞

0
‖w ( t) ‖2 d t.

其中 : ‖·‖2 是 L 2 [0 , ∞) 的标准范数 ,γ是给定的

正常数. 则称满足上述条件的模糊状态反馈控制律

为系统的γ一次优模糊 H ∞ 控制律.

　　引理 1[5 ] 　对于任意适维向量 x 和 y 以及矩阵

Y ,若矩阵 R 正定 ,则

x T Yy + y T Y T x ≤ x T YR - 1 Y T x + y T Ry . (9)

　　定理 1 　对于闭环模糊控制系统 (6) ,给定标量
γ > 0 , <ρi 和 hρi 可导且 | Ûhρi | ≤<ρi . 假设系统状态

可测 ,若存在对称正定矩阵 P1 i , P2 i , ⋯, Pli (1 ≤l ≤

f ,1 ≤i ≤r) 以及矩阵 F1 i , F2 i , ⋯, Ff i ,满足下列矩

阵不等式 :

Ψ D li X ji CT
li

DT
li - γI 0

Cli X ji 0 - γI

< 0 ,

i = 1 , ⋯, G, j , l = 1 , ⋯, f ; (10)

　　　　　

Γ D li X ji (Ξi
lk ) T

DT
li - γI 0

Ξi
lk X ji 0 - γI

< 0 ,
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　　　　i = 1 , ⋯, G, j = 1 , ⋯, f ,

　　　　1 ≤ l < k ≤ f . (11)

其中

X ji = P- 1
ji , M i

lj = Fli X ji ,

Y ji = ∑
f

ρ= 1

<ρi X ji X - 1
ρi X ji ,

Ξi
lk = ( CT

li C ki + CT
ki C li )

1/ 2 ,

Ψ = X ji A
T
li + A li X ji + ( M i

lj ) T B li +

　　 B li M i
lj + Y ji ,

Γ = X ji A
T
li + A li X ji + X ji A

T
ki +

　　A ki X ji + ( M i
ki )

T B T
li + B li M i

ki +

　　( M i
lj ) T B ki + B ki M i

lj + 2 Y ji .

　　证明 　1) 首先证明系统的稳定性. 令 w ( t) =

0 . 为简单起见 ,以下将 hi ( z ( t) ) 简写为 hi . 对于分段

模糊 L yap unov 函数 (8) ,可得其导数为

ÛV i ( x ( t) ) =

∑
G

i = 1

Ûhri Ûx T ( t) Pri x ( t) +

∑
r

i = 1
hi ( Ûx T ( t) Pi x ( t) + x T ( t) Pi Ûx ( t) ) . (12)

将式 (6) 代入 (12) ,可得

ÛV i ( x ( t) ) =

∑
f

ρ= 1
Ûhρi x ( t) Pρi x ( t) +

∑
f

j = 1
hli { ∑

f

l = 1
∑

f

k = 1
hli h li x T ( t) ( A li + B li F ki )

T Pji x ( t) +

x ( t) T Pji ∑
f

l = 1
∑

f

k = 1

hli h ki [ ( A li + B li F ki ) x ( t) ]} .

令 H i
lk = A li + B li F ki , H i

ll = A li + B li F li ,得

ÛV i ( x ( t) ) =

∑
f

ρ= 1
Ûhρi x ( t) Pρi x ( t) +

∑
f

j = 1
∑

f

l = 1
∑

f

k = 1
hji h li h ki [ x T ( t) ( ( H i

lk ) T Pji +

Pji H i
lk ) x ( t) ].

由 | Ûhρi | ≤<ρi 可得

　　ÛV i ( x ( t) ) ≤

　　∑
f

j = 1
∑

f

l = 1
hji h2

li [ x T ( t) ( ∑
f

ρ= 1
<ρi Pρi +

　　( H i
ll )

T Pji + Pji H i
ll ) x ( t) ] +

　　2 ∑
f

j = 1
∑

f

l = 1
∑

f

l < k

h ji h li h ki { x T ( t) [ ∑
f

ρ= 1
<ρi Pρi +

　　( H i
lk + H i

kl

2 )
T

Pji + Pji ( H i
lk + H i

kl

2 ) ] x ( t) } .

由式 (10) 和 (11) 可知 ,Ψ < 0 ,Γ < 0 ,且 hji , hli , hki

≥0 ,从而有

∑
f

ρ= 1
<ρi Pρi + ( H i

ll )
T Pji + Pji H i

ll < 0 , (13)

∑
f

ρ= 1
<ρi Pρi + ( H i

lk + H i
kl

2 )
T

Pji +

Pji ( H i
lk + H i

kl

2 ) < 0 . (14)

将式 (13) , (14) 代入 ÛV i ( x ( t) ) ,可看出当定理中的

条件满足时 , ÛV i ( x ( t) ) < 0 .

　　2) 当 w ( t) ≠0 时 ,令

J =∫
∞

0
( 1
γy T y - γw T w) d t.

由式 (8) 知 V i ( x) > 0 ,在零初始条件下 ,有

J <∫
∞

0
( 1
γy T y - γw T w + ÛV i) d t. (15)

由系统方程可得

ÛV i ( x ( t) ) =

∑
f

ρ= 1

Ûhρi x ( t) Pρi x ( t) +

∑
f

j = 1
∑

f

l = 1
∑

f

k = 1
hji h li h ki [ x T ( t) ( HT

lk P ji +

Pji H lk ) x ( t) + w T ( t) DT
li P ji x ( t) +

x T ( t) Pji D li w ( t) ].

考虑到 | Ûhρi | ≤<ρi ,且应用引理 1 ,可得

ÛV i ( x ( t) ) ≤

∑
f

ρ= 1

Ψρi x T ( t) Pρi x ( t) +

∑
f

j = 1
∑

f

l = 1
∑

f

k = 1
hji h li h ki [ x T ( t) ( HT

lk P ji +

Pji H lk ) x ( t) +
1
γx T ( t) Pji D li D T

li P ji x ( t) +

γw T ( t) w ( t) ] =

∑
f

j = 1
∑

f

l = 1
hji h2

li [ x T ( t) ( ∑
f

ρ= 1
<ρi + H ll P ji + Pji H ll +

1
γP ji D li D T

li P ji ) x ( t) +γw T ( t) w ( t) ] +

2 ∑
f

j = 1
∑

f

l = 1
∑

f

l < k

h ji h li h ki { x T ( t) [ ( H lk + H ll

2 )
T

Pji +

Pji ( H lk + H lk

2 )
T

+
γ
2

Pji D li D T
li P ji ] x ( t) +

　
γ
2

w T ( t) w ( t) } =

　∑
f

j = 1
∑

f

l = 1

hji h2
li [ x T ( t) ( ∑

f

ρ= 1

<ρi + H ll P ji +

　Pji H u +
1
γP ji D li D T

li P ji ) x ( t) ] +

　2 ∑
f

j = 1
∑

f

l = 1
∑

f

l < k

h ji h li h ki { x T ( t) [ ( H lk + H lk

2 )
T

Pji +

9531
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　Pji ( H lk + H lk

2 )
T

+
γ
2

Pji D li D T
li P ji ] x ( t) } +

　γw T ( t) w ( t) . (16)

由式 (5) 可知

yT
i ( t) y i ( t) =

( ∑
f

l = 1
hli C li x ( t) )

T

∑
f

l = 1
hli C li x ( t) =

∑
f

l = 1
∑

f

k = 1
hli h ki x ( t) CT

li C li x ( t) . (17)

　　将式 (16) , (17) 代入 (15) ,可得性能指标满足

J <

∑
f

j = 1
∑

f

l = 1

hji h2
li [ x T ( t) ( ∑

f

ρ= 1

<ρi Pρi + H ll P ji +

Pji H ll +
1
γP ji D li D T

li P ji +
1
γCT

li C li ) x ( t) ] +

2 ∑
f

j = 1
∑

f

l = 1
∑

f

l < k

h ji h li h ki { x T ( t) [ ∑
f

ρ= 1
<ρi Pρi +

( H lk + H ll

2 )
T

Pji + Pji ( H lk + H lk

2

T

) +

γ
2

Pji D li D T
li P ji +

1
2γ

( CT
li C ki + CT

ki C li ) ] x ( t) } . (18)

由式 (10) 和 (11) ,应用 Schur 补定理得

Ψ +
1
γD li D T

li +
1
γX ji CT

li C li X ji < 0 , (19)

Γ+
1
γD li D T

li +
1
γX ji (Ξi

lk ) TΞi
lk X ji < 0 . (20)

两边同时左乘、右乘 X - 1
ji ,得

∑
f

ρ= 1
<ρi Pρi + H u P ji + Pji H ll +

1
γP ji D li D T

li P ji +
1
γCT

li C li < 0 , (21)

∑
f

ρ= 1
<ρi Pρi + ( H lk + H ll

2 )
T

Pji +

Pji ( H lk + H lk

2 )
T

+
γ
2

Pji D li D T
li P ji +

1
2γ

( CT
li C ki + CT

ki C li ) < 0 , (22)

则 J < 0 ,即在第 i 个子模糊区域有

∫
∞

0

1
γy T yd t <∫

∞

0
γw T wd t. (23)

此时 ,系统在其各个模糊子区域上局部渐近稳定且

满足 H ∞ 控制性能指标.

　　对于整个模糊系统 ,令 P = ∑
G

i = 1

λi ( x ( t) ) Pi ,在

整个输入向量空间上构造 L yap unov 函数

V ( x ( t) ) = x T ( t) Px ( t) =

x T ( t) ( ∑
G

i = 1
∑

f

i = 1

λi h li P li ) x ( t) =

∑
G

i = 1

λi x T ( t) ∑
f

l = 1
hli P li x ( t) =

∑
G

i = 1

λi x T ( t) Pi x ( t) = ∑
G

i = 1

λi V i ( x ( t) ) . (24)

　　当式 (11) 和 (12) 成立时 , 由定义 (1) 可知 ,

V ( x ( t) ) 是一个分段模糊 Lyap unov 函数. 此时系统

在平衡状态渐近稳定 ,且满足 H ∞ 控制性能指标

∫
∞

0
‖y ( t) ‖2 d t ≤γ2∫

∞

0
‖w ( t) ‖2 d t. □

4 　实例仿真
　　考虑如下 T2S 模糊系统 :

R1 : If x1 ( t) is M11 and x2 ( t) is M12 ,

Then Ûx ( t) = A 1 x ( t) + B1 u( t) + D1 w ( t) ;

R2 : If x1 ( t) is M21 and x2 ( t) is M12 ,

Then Ûx ( t) = A 2 x ( t) + B2 u( t) + D2 w ( t) ;

　…

R9 : If x1 ( t) is M31 and x2 ( t) is M32 ,

Then Ûx ( t) = A 9 x ( t) + B9 u( t) + D9 w ( t) .

图 1 　T2S模糊系统前提规则结构

　　上述 T2S 模糊系统的前提规则结构如图 1 所

示 ,共有 4 个模糊区域 ,且易推出 g = 2 , r = 9 , G =

4 , f = 4 . 系统矩阵如下 :

A 1 =
- 5 - 4

- 1 - 2
, A 2 =

- 2 - 5

- 10 - 2
,

A 3 =
- 5 4

13 - 2
, A 4 =

- 5 - 0 . 04

- 0 . 01 13
,

A 5 =
2 10

10 3
, A 6 =

- 5 - 4

- 2 - 3
,

A 7 =
- 5 - 4

1 - 4
, A 8 =

- 2 - 4

1 - 4
,

　A9 =
- 5 - 1

- 1 - 2 . 25
, B1 = B4 = B7 =

0

10
,

　B2 = B5 = B8 =
0

3
, B3 = B6 = B9 =

0

1
,

　C1 = C2 = ⋯ = C9 = [0 . 1 ;0 . 02 ] ,

　D1 = D2 = ⋯ = D9 = [0 ;1 ].

　　仿真时 , 状态初始值为 x1 ( 0 ) = 1 , x2 ( 0 ) =

0631
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- 1 , 白噪声扰动产生时间为 9 ～ 11 s.

　　由系统的规则结构可知 ,在 S1 中激活的规则分

别为 R1 , R2 , R4 , R5 ,对应的子系统为 ( A 1 , B1 ) , ( A 2 ,

B2 ) , ( A 4 , B4 ) , ( A 5 , B5 ) . 以此类推 , 可得 ( A li , B li )

的值如表 1 所示.

表 1 　( Ali , Bli ) 的值

l
i

1 2 3 4

1 ( A 1 , B1) ( A 2 , B2) ( A 4 , B4) ( A 5 , B5)

2 ( A 2 , B2) ( A 3 , B3) ( A 5 , B5) ( A 6 , B6)

3 ( A 4 , B4) ( A 5 , B5) ( A 7 , B7) ( A 8 , B8)

4 ( A 5 , B5) ( A 6 , B6) ( A 8 , B8) ( A 9 , B9)

　　根据定理1 ,并采用Matlab中的 rand ( ) 函数实

现系统参数的随机变换 , 继而采用 feasp 命令进行

L MI[6 ] 求解 ,可得如下控制器反馈增益矩阵 :

F11 = [0 . 591 8 　 - 0 . 513 0 ] ,

F12 = [0 . 675 9 　 - 0 . 497 6 ] ,

F13 = [ - 0 . 934 8 　 - 3 . 679 9 ] ,

F14 = [ - 0 . 934 8 　 - 3 . 679 9 ] ,

F21 = [0 . 933 6 　 - 0 . 183 3 ] ,

F22 = [ - 1 . 826 3 　 - 4 . 845 7 ] ,

F23 = [ - 1 . 827 1 　 - 1 . 636 1 ] ,

F24 = [0 . 103 2 　 - 1 . 983 2 ] ,

F31 = [ - 0 . 237 5 　 - 0 . 324 5 ] ,

F32 = [ - 0 . 563 0 　 - 1 . 176 5 ] ,

F33 = [0 . 205 3 　 - 0 . 179 0 ] ,

F34 = [0 . 117 9 　 - 0 . 418 8 ] ,

F41 = [ - 1 . 232 1 　 - 1 . 078 2 ] ,

F42 = [0 . 108 1 　 - 1 . 026 5 ] ,

F43 = [0 . 046 6 　 - 0 . 736 8 ] ,

F44 = [0 . 332 2 　 - 1 . 206 2 ].

　　根据文献[7 ,8 ] ,取 <ij = < = 0 . 5 ,1 ≤i , j ≤4 ,

可得

P11 =
- 0 . 886 8 1 . 854 5

1 . 854 5 - 0 . 746 9
,

P12 =
- 0 . 759 1 1 . 025 4

1 . 025 4 - 0 . 352 0
,

P13 =
- 1 . 160 4 0 . 815 0

0 . 815 0 - 0 . 253 6
,

P14 =
- 1 . 160 4 0 . 815 0

0 . 815 0 - 0 . 253 6
,

P21 =
0 . 262 3 0 . 439 0

0 . 439 0 - 0 . 512 9
,

P22 =
0 . 242 2 0 . 366 3

0 . 366 3 - 0 . 419 4
,

P23 =
0 . 229 4 0 . 311 9

0 . 311 9 - 0 . 355 8
,

P24 =
0 . 220 3 0 . 270 9

0 . 270 9 - 0 . 309 3
,

P31 =
- 0 . 230 0 0 . 600 7

0 . 600 7 - 0 . 293 4
,

P32 =
- 0 . 220 9 0 . 542 2

0 . 542 2 - 0 . 252 1
,

P33 =
- 0 . 214 9 0 . 495 6

0 . 495 6 - 0 . 219 8
,

P34 =
- 0 . 210 7 0 . 457 6

0 . 457 6 - 0 . 194 2
,

P41 =
0 . 173 1 0 . 246 6

0 . 246 6 - 0 . 098 1
,

P42 =
0 . 180 3 0 . 230 4

0 . 230 4 - 0 . 080 2
,

P43 =
0 . 185 9 0 . 217 5

0 . 217 5 - 0 . 066 0
,

P44 =
0 . 190 5 0 . 207 0

0 . 207 0 - 0 . 054 4
.

　　仿真系统响应曲线如图 2 和图 3 所示. 由图可

以看出 ,采用分段模糊L yap unov函数方法得到的控

制器具有很好的抗扰性.

图 2 　开环系统状态响应曲线

图 3 　闭环系统状态响应曲线

5 　结 　　语
　　本文采用分段模糊 L yap unov 函数对具有外部

扰动的 T2S 模糊系统进行研究. 基于分段模糊

L yap unov 函数进行次优 H ∞控制器的参数化设计 ,

1631
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得到了新的 L MI 形式的稳定性条件和控制器设计

方法. 仿真结果表明 ,本文提出的方法是可行而有效

的 ,对系统的外部扰动具有良好的抑制性能.
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