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一种基于粒子群算法求解约束优化问题的混合算法

李炳宇, 萧蕴诗, 吴启迪
(同济大学 电子与信息工程学院, 上海 200092)

摘　要: 通过将粒子群算法 (PSO ) 与差别进化算法 (D E) 相结合, 提出一种混合算法 PSOD E, 用于求解约束优化问

题. PSOD E 是在PSO 算法中适当引入不可行解, 将粒子群拉向约束边界, 加强对约束边界的搜索, 同时与D E 算法结

合以加强搜索能力. 基于典型高维复杂函数的仿真表明, 该算法简单高效, 鲁棒性强.
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Abstract: A hybrid algo rithm , PSOD E, is p ropo sed by com bin ing part icle sw arm op tim ization (PSO ) w ith differen t

evo lu tion (D E) , fo r so lving constra ined op tim ization p rob lem s. PSOD E is a pow erfu l search ing algo rithm by keep2
ing p roperly infeasib le so lu tion to attract ing the sw arm to the constra in t boundary and by com bin ing w ith D E to en2
hance the search ing ab ility. Sim ulation resu lts on benchm ark comp lex functions w ith h igh dim ension show that the

hybrid algo rithm is effective, efficien t and fairly robust to in it ia l condit ions.
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1　引　　言
　　在社会和生产实践中, 许多问题可归结为函数

的优化问题, 而且是带有约束条件的优化问题. 以往

的许多算法是基于梯度信息求解约束优化问题, 只

适用于目标函数和约束条件可微的情况. 目前, 通常

用于处理约束问题的是惩罚不可行解方法, 即罚函

数法和乘子法[1 ] , 它们的更新过程都不需要个别约

束的梯度信息, 因此很适于一些工程应用. 但惩罚因

子和乘子更新策略的确定限制了其应用, 因为如果

惩罚因子选择不当, 将使解或陷入局部最小, 或远离

约束条件下的最优解; 而乘子法则容易在鞍点附近

发生振荡, 甚至发散不收敛. 不使用乘子法或罚函数

法的其他算法的计算精度又不高.

针对上述问题, 本文将粒子群算法 (PSO ) [2 ]与

差别进化 (D E ) [3 ] 相结合, 提出一种混合算法

PSOD E. 粒子群算法 (PSO ) 是Eberhart 和Kennedy

共同发明的一种新的群体智能计算技术, 源于对鸟

群和鱼群群体运动行为的研究. 差别进化 (D E) 是一

种 全 局 并 行 直 接 搜 索 算 法, 它 通 过 随 机 选

取空间中两个矢量, 加以不同的权重得到另一个矢
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量, 再与父代矢量比较, 根据适应值的大小得到子代

矢量. 这两种算法的共同特点是, 不要求目标函数和

约束可微, 原理简单直观, 容易实现, 搜索速度快且

高效实用.

本文将两者相结合, 用于处理高维复杂约束优

化问题, 不依赖于具体问题, 可有效避免因单一搜索

机制引起的停滞现象, 加强搜索能力, 提高搜索效

率. 同时针对约束优化问题中, 一大类问题的最优解

是在约束边界附近的情况, 在粒子群算法中适当引

入不可行解, 将更多的粒子“拉向”约束边界, 加强对

约束边界的搜索, 能以更高的概率获得全局最优解.

最后基于典型高维测试函数的仿真结果验证了该算

法的有效性和高效性.

2　处理约束条件的一般方法
　　目前, 惩罚函数法是处理约束条件的常用方法,

即在目标函数中加上一个惩罚项, 以反映该点是否

位于可行域内, 使得算法在惩罚项的作用下找到原

问题的最优解. 虽然可以证明当惩罚因子趋于无穷

大时, 带有惩罚项的目标函数的解将收敛到原问题

的解[4 ]. 但在实际应用中, 却很难选择适当的惩罚因

子. 若惩罚因子选取过大, 将造成计算机计算数值的

溢出和较早收敛于局部最小解; 若选取过小, 可能会

造成所得解不是原问题的最优解. 对于要解决的约

束优化问题往往需要通过多次试验来确定惩罚因

子.

乘子法在实际计算时是采取逐步迭代的方式求

解原问题的最优解. 但在鞍点附近会出现振荡甚至

发散的情况. 虽然文献[ 5 ]提出了M axQ 方法来避免

在鞍点的振荡, 但该方法需要对参数Q 进行试验, 而

且收敛速度较慢. 文献[ 6 ]利用遗传算法使用竞争选

择策略, 引入了不需要罚因子而直接比较个体优劣

的方法, 但该算法搜索能力不强, 且没有针对边界的

处理方法, 所以这种方法的计算效果并不能令人十

分满意. 本文针对上述算法存在的局限性提出了

PSOD E 算法, 可有效克服上述缺点.

3　PSOD E 算法简介
3. 1　PSO 的基本原理

PSO 算法虽然是基于群体的, 但与传统的遗传

算法不同, 它通过个体之间的协作来寻找最优解. 最

初, Eberhart 和Kennedy 是为了建立模型以模拟鸟

群在二维空间优美而不可预测的运动; 后来从该模

型中得到启示, 并将其用于解决优化问题; 又将其推

广到N 维空间, 每个优化问题的解就是搜索空间中

的一只鸟, 鸟被抽象为没有质量和体积的微粒 (点) ,

第 i 个粒子在N 维空间里的位置表示为矢量 X i =

(x 1, x 2, ⋯, x N ) , 飞行速度表示为矢量V i = (v 1, v 2,

⋯, vN ). 每个粒子都有一个由被优化函数决定的适

应值, 并且知道自己到目前为止发现的最好位置

(pbest) 和现在的位置 X i, 可将它看作是粒子自己

的飞行经验. 除此之外, 每个粒子还知道目前为止整

个群体中所有粒子发现的最好位置 (gbest, 即在

p best 中的最好值) , 可将其看作是粒子同伴的经验.

PSO 是一种基于迭代的优化工具. 对于第 k 次迭代,

粒子按下式进行变化[2 ]:

v k+ 1
id = w × v k

id + c1 × rand () ×

　　　 (p id - x k
id ) + c2 × rand () ×

　　　 (p gd - x k
id ) , (1)

x k+ 1
id = x k

id + v k+ 1
id . (2)

式中: i = 1, 2, ⋯,M ,M 为该群体中粒子的总数; v k
id

为第 k 次迭代粒子 i飞行速度矢量的第d 维分量; x k
id

为第k 次迭代粒子 i位置矢量的第d 维分量; p id 为粒

子 i个体最好位置pbest的第d 维分量; p gd 为群体最

好位置 gbest 的第 d 维分量; c1 和 c2 为权重因子;

rand () 为随机函数, 产生[ 0, 1 ] 的随机数; w 为惯性

权重函数.

式 (1) 主要通过 3 部分来计算粒子 i 的新速度:

粒子 i 前一时刻的速度; 粒子 i 当前位置与自己最好

位置之间的距离; 粒子 i 当前位置与群体最好位置

之间的距离; 粒子 i 通过式 (2) 计算新位置的坐标.

通过式 (1) 和 (2) 粒子 i决定下一步的运动位置. 如

图 1 所示, 以两维空间为例描述了粒子根据式 (1) 和

(2) 从位置X k 到X k+ 1 移动的原理.

图 1　 粒子移动原理图

3. 2　D E 算法的基本原理

差别进化 (D E) 是在N 维空间中选取N P 个N

维矢量作为一个群体, 在整个运算过程中群体规模

不变. 差别进化也有类似遗传算法的变异、交叉和选

择等操作. 其中变异操作的定义如下[3 ]:

v i, G+ 1 = x r1, G + F õ (x r2, G - x r3, G ). (3)

其中: r1, r2, r3 ∈ {1, 2, ⋯,N P }; F 是位于 [ 0, 2 ] 的
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图 2　 变异原理图

一个常数. 式 (3) 表示从群体中随机取出两个矢量

x r2, G 和 x r3, G , 将两个矢量相减, 两者的差 (x r2, G -

x r3, G) 经F 放大后加到第 3 个矢量 x r1, G 上, 得到下一

代新的矢量 v i, G+ 1. 其两维空间的变异原理如图 2[3 ]

所示.

　　差别进化的交叉操作定义如下[3 ]:

u i, G+ 1 = (u1i, G+ 1, u 2i, G+ 2, ⋯, uD i, G+ 1) ,

其中各分量由下式决定:

u j i, G+ 1 =

v j i, G+ 1, randb ( j ) ≤CR 或

　　　j = rnb r ( i) ;

x j i, G , randb ( j ) > CR 且

　　　j ≠ rnb r ( i) ;

(4)

j = 1, 2, ⋯,N .

式中: randb ( j ) 为位于 [ 0, 1 ] 的随机数, CR 为位于

[ 0, 1 ] 的交叉常数, rnb r ( i) 为位于[ 1,N ] 的随机整

数, 用以确保 u i, G+ 1 中至少有一个分量来自于

v j i, G+ 1. 在差别进化中, 选择操作采取的是贪婪策略,

即只有当产生的子代个体 u i, G+ 1 优于父代个体 x i, G

时才被保留, 令 x i, G+ 1 = u i, G+ 1, 否则 x i, G 仍被保留.

3. 3　PSOD E 算法

在处理高维复杂问题时, PSO 不可避免地会以

一定概率停滞在一些局部最小点. 如何避免过早停

滞和加强搜索能力是解决好复杂问题的关键. 考虑

到D E 算法和PSO 算法的编码方式相似, 易结合、易

实现, 且两者的搜索能力都很强, 本质上都是并行搜

索算法, 所以将两者结合为一个高效的混合算法. 兼

顾到算法效率, 在本文算法中, 每次只从粒子群中随

机选取 10◊ 的个体用于D E 搜索. 这样, 在群体向最

优点 gbest 聚集的过程中, 有些粒子将偏离其运动

轨迹. 对其轨迹的邻域进行搜索, 不但有效避免了粒

子过早停滞, 而且加强了搜索范围.

现实中一大类约束优化问题的最优解在约束边

界附近. 对于这类问题, 最优解附近不可行解的适应

值很可能优于位于可行域内部的可行解的适应值.

鉴于 PSO 算法的群体搜索策略, 引入一部分接近边

界的不可行解, 通过比较它们的适应值, 保留一定比

例有较好适应值的不可行解, 因为这样可吸引群体

向约束边界移动, 有助于群体发现更好的解.

定义函数

v (x ) = ∑
m

i= 1
m ax{0, g i (x ) }, 1 ≤ i ≤m ,

表示粒子与边界的接近程度. 在此, 将 l 个等式约束

代入目标函数, 同时消减 l 个变量, 降低了问题的复

杂度, 因此只需考虑不等式约束.

在群体搜索过程中采用死亡罚函数的方法, 直

接对不可行解赋予较差的适应值. 但每隔G 代, 根据

函数 v (x ) 从群体不可行解中选取 q 个粒子, 在随后

的G 代计算中仅保持 q 个不可行解的粒子的空间位

置不变, 如果出现其他不可行解可直接对其赋予较

差的适应值. 然后在随后的G 代计算中仍采取死亡

罚函数法去除这 q 个粒子, 并在其后G 代保留一部

分不可行解. 上述过程如图 3 所示.

图 3　PSOD E 算法的迭代过程

PSOD E 算法流程如下:

Step 1: 初始化参数;

Step 2: 不满足停止条件, 则执行 Step 3 ～

Step 6; 否则, 转 Step 7;

Step 3: iter + + ;

Step 4: 判断是否应该保留不可行解, 如果是,

转到 Step 6; 否则, 转 Step 5;

Step 5: 采用死亡罚函数法搜索;

Step 6: 计算 v (x ) , 保留不可行解;

Step 7: 输出最优结果.

算法中 Step 5 的目的是“逼迫”粒子群离开不可

行域, 只在可行域内搜索; Step 6 是通过不可行域的

点“吸引”可行域内的部分粒子穿过约束边界向不

可行域飞行. 通过 Step 5 和 Step 6 的不断交替执行,

加强了对不同约束边界附近区域的搜索.

4　 数值实验
　　在此用 Keane′s Bump 优化问题[7 ] 作为测试函

数, 该问题定义如下:

　m ax f n (x ) = ∑
n

i= 1

co s4 (x i) - 2∏
n

i= 1

co s2 (x i)
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　　　 ∑
n

i= 1

ix 2
i ,

　s. t.

∏
n

i= 1

x i ≥ 0. 75,

∑
n

i= 1
x i ≤ 7. 5n ,

0 ≤ x i ≤ 10, 1 ≤ i ≤ n.
　　由于Bump 问题具有的“三超”特性 (超非线性、

超多峰、超高维) , 已成为国际上通用的衡量优化算

法的测试函数[8 ]. 图 4 显示了两维Bum p 问题的曲

面, 其中不符合约束要求的点赋值为 0. 由此可以看

出,Bump 函数是一个多峰的非线性函数, 随着维数

的增加该函数极难优化, 而且约束条件∏
n

i= 1
x i ≥

0. 75 中的∏
n

i= 1
x i 容易溢出. 本文以维数 n = 20 的

Bump 函数作为测试函数. PSOD E 算法中参数设计

如下:M = 600,w m ax = 0. 9,w m in = 0. 4, iterm ax =

3 000, c1 = c2 = 2, F = 0. 8, q = 6, CR = 0. 3, G =

10, 独立运行 10 次, 选取最优解, 计算平均最优解和

均方差.

图 4　 两维 Bum p 问题曲面

　　本文算法与其他算法的比较见表 1. 本文提出

的 PSOD E 算法在点 X = (3. 162 547, 3. 128 140,

3. 094 457, 3. 061 642, 3. 028 128, 2. 993 436,

2. 958 732, 2. 922 748, 0. 495 475, 0. 488 337,

0. 481 788, 0. 476 854, 0. 470 682, 0. 466 036,

0. 460 866, 0. 456 295, 0. 453 248, 0. 448 711,

0. 444 562, 0. 440 326) 取得最好结果 0. 803 619. 从

表 1 可以看出, PSOD E 算法在最优解和收敛性上都

优于其他算法. 其中 GC 算子法取得的最优结果较

好, 但该算法是特别为这个问题设计的几何交叉算

子法, 所以它不适合于推广到其他问题.

　　同时值得注意是, 本文算法不是为某一特定问

题设计的, 它具有很强的通用性.

表 1　 本文算法与其他算法的比较

比较项

算　　法

本文

算法

GC 算子

法[9 ]

FPDC2

GA [10 ]
PGA [11 ]

DC2

G [12 ]

最优解 0. 803 619 0. 803 553 0. 802 747 0. 76 0. 713 9

平均最优解 0. 803 604 N öA 0. 796 5 N öA 0. 669 4

优化值均方差 0. 000 2 N öA 0. 005 6 N öA 0. 025 1

5　 结　 　语
　　对于带有约束的高维复杂优化问题, 关键是如

何克服过早收敛于局部最小和处理约束边界条件.

本文针对以上两点, 将PSO 算法与D E 算法相结合,

有效地避免了算法因单一搜索机制引起的停滞现

象. 通过引入不可行解导引群体加强对约束边界的

搜索, 避免了算法在边界出现振荡甚至发散的情况.

最后数值仿真证明了该算法的有效性. PSOD E 算法

编码简单, 容易实现, 不要求目标函数和约束条件可

微, 不依赖于具体问题, 通用性强, 为求解约束优化

问题提供了一条可行的方法.
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般 Γi 的取值范围为 0. 01～ 1.

4　 结　　语
　　本文方法放宽了文献[ 8, 9 ]中单输入单输出系

统的要求, 同时利用已知信息, 解决了一类非线性多

变量系统控制系数矩阵未知情况的控制器设计问

题, 避免了可能出现的控制器奇异问题. 并首次应用

L yapunov 稳定性理论推导出全调节RBF 神经网络

各参数的自适应调节律, 保证了整个闭环系统的稳

定性. 同时, 通过引入非线性微分跟踪器和神经网络

抑制了Back stepp ing 设计存在的“计算膨胀”问题.
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