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混凝土结构中氯离子扩散分析的精细积分法
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摘要：针对混凝土结构中氯离子扩散分析有限元模型存在的问题，为了去除氯离子扩散场半无限大

假设及其对计算精度的影响，利用误差函数确定了氯离子扩散场的补偿长度及补偿系数，进而利用

精细积分技术研究建立了混凝土中氯离子扩散分析的精细积分有限元法，定义了氯离子扩散矩阵

和氯离子分布矩阵，研究了集中分布矩阵和一致分布矩阵对计算结果的影响。算例分析结果表明，

该方法计算结果与解析解之间吻合很好，能够有效提高有限元法分析混凝土中氯离子浓度分布和

扩散过程的计算精度、计算效率及算法稳定性。
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钢筋混凝土结构较长时间暴露于海洋等富含氯

离子环境后，氯离子会侵入混凝土中并逐渐到达钢

筋表面，造成钢筋锈蚀，从而影响钢筋混凝土结构的

使用性能和耐久性。由于钢筋锈蚀的过程并不持续

消耗氯离子，所以分析评估氯离子环境下钢筋混凝

土结构耐久性和使用寿命的关键是确定氯离子在混

凝土中的分布和扩散规律。吴庆令等［=］通过现场海

洋暴露试验，研究了混凝土中氯离子的扩散特性。

a$%%.?+9)0等［"］用 E0-\ 第二扩散定律描述氯离子在
混凝土中的扩散过程，得到在一定初始条件和边界

条件下的数学解；T0+,4等［!］考虑了水泥水化物对氯
离子扩散的影响，并对氯离子扩散系数进行了修正；

宋子健等［>］研究了溶液成分对混凝土中氯离子扩散

系数的影响；彭国军等［@］考虑骨料形状，对混凝土氯

离子扩散系数进行了数值预测。余红发等［A］提出了

考虑多因素扩散模型的一维解析解。杨绿峰等［Q］研

究了混凝土时变条件下氯离子扩散的封闭解。

由于实际的钢筋混凝土结构通常具有复杂的几

何形状和边界条件，解析方法在应用中有较多困难，

人们通常采用数值方法解决此类问题。在 E0-\ 第
二定律及其数学模型的基础上，施养杭等［B］提出了

氯离子侵入混凝土计算的有限差分法模型；

E;,+3+/30［G］也在氯离子扩散分析的有限差分法方面
进行了研究；1.940 等［=<］应用最小平方法（ %.+/8I
/^;+9./ J.83$)/）对氯离子在混凝土中的扩散规律进
行了一维数值模拟；V+,［==］采用有限元法分析氯离
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子扩散问题，并推导出具体计算格式；杨绿峰等［!"］

研究建立了氯离子扩散分析的边界元法。但是上述

氯离子扩散分析的有限元法普遍存在两个问题，其

一是忽视了基于半无限大扩散场的 #$%& 第二定理
及其边界条件对数值分析模型的影响，并造成计算

误差；其二是在用有限元求解氯离子扩散微分方程

时，通常采用显式的中央差分法或隐式的 ’()*+,&
法、-$./012!法等，但计算结果的稳定性和计算精度
时常不尽如人意。时域精细积分方法［!3］可以将时

域积分转换为矩阵相乘，能够取得非常高的计算精

度；文献［!4］利用三次样条插值函数模拟积分项中
的被积函数，建立了求解非齐次动力方程特解的一

种精细数值积分法。

由于氯离子侵入混凝土并发生扩散的过程非常

缓慢，直接利用精细数值积分格式有时会带来明显

的误差。本文利用误差函数建立了混凝土中氯离子

扩散场的补偿长度和补偿系数，保证了有限元法在

该类问题中的计算精度和计算效率；同时，在一致分

布矩阵的基础上建立了集中分布矩阵，验证了集中

分布矩阵具有更好的计算精度。在此基础上利用精

细积分技术研究建立了混凝土中氯离子扩散分析的

精细积分有限元法，克服了普通有限元法分析氯离

子扩散时存在的问题。

! 氯离子一维扩散的有限元方程

氯离子在混凝土中的扩散过程可以用 #$%& 第
二定律来描述：

!!
!" # $!

"!
!%"

（!）

其边界条件和初始条件分别为

!（% # 5）# !/

!（% # & 6）# !5

!（ " # 5）# !
{

5

（"）

式中：$ 为混凝土中氯离子扩散系数；" 为混凝土持
续暴露于氯离子环境中的时间；! 7 !（ %，"）表示 "
时刻混凝土试件内深度为 % 处氯离子浓度；!5 为初

始氯离子浓度；!/为混凝土构件表面氯离子浓度。

根据变分原理可知，上述控制方程是泛函

" #"# !!!
!" & !

" $ !!
!( )%[ ]" 8# （3）

的变分极值条件。

将扩散场沿 % 方向离散为 ’ 个单元，可以建立
典型单元（图 !）上 " 时刻的浓度分布函数：

图 ! 扩散单元

!（%，"）# !" （4）
式中：! 为形函数矩阵；" 为单元节点浓度参数列
阵，且有：

" #（!!，!"）
9 ! #（’!，’"）

式中：!!，!"分别为结点 !和 "上的氯离子浓度；’(

为插值函数，其中 ’! 7 ! :#%，’" 7#%（#% 7 % ) *( 为无
量纲化单元局部坐标，*(为单元长度）。
将式（4）代入式（3），可得单元泛函：

" #"#(

"9!9!#" & !
" *"(

$"9!+9!+( )" 8#(（;）

式中：#(表示单元域；#" 为" 对时间 " 的一阶导数；
!+为! 对坐标 % 的一阶导数。
根据变分原理$" 7 5 可得混凝土中氯离子扩

散分析的有限元方程：

$#" & %" # 5 （<）

其中 $ #"
*(

5
!9!8% （=）

% # $
*"("

*(

5
!+9!+8% （>）

式中：$为氯离子分布矩阵；% 为氯离子扩散矩阵。
当单元沿着与扩散方向相正交的另一个方向的

尺寸取为单位值时，可求得式（=）为

$ #
*(
<

" ![ ]! "
（?）

" 一致分布矩阵和集中分布矩阵

计算式（=）中分布矩阵 $所用到的形函数与计
算扩散矩阵 % 所用到的形函数一样时，称 $ 为一
致分布矩阵。由于求解方程（<）时采用一致分布矩
阵 $有时会导致计算结果不稳定，这里尝试通过近
似数值积分方法重新计算氯离子分布矩阵 $。
考虑数值积分近似计算的梯形公式：

"［,（’(，’-）］#"*
,（’(，’-）8% $

*
"%

"

. # !
,.（’(，’-）

（!5）
式中：* 为积分域的长度；. 为积分点，取积分域的
两个端点；,.（’(，’-）为被积函数 ,（’(，’-）在积分

点 . 上的值，结合式（=）可以定义被积函数：
,（’(，’-）# ’(（%）’-（%）

,.（’(，’-）# ’(（%.）’-（%.{ ）
（!!）

根据形函数的性质可以求得分布矩阵：

$ #"
*(

5
!9!8% #

*(
"

! 5[ ]5 !
（!"）

式（!"）中只有对角元素不为零，且等于式（?）中
相应行的全部元素的叠加。称式（!"）的分布矩阵为
集中分布矩阵。
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按照普通有限元法标准步骤，可以将单元分布

矩阵和单元扩散矩阵集成为总体分布矩阵和总体扩

散矩阵，相应地可将单元扩散方程集成为总体扩散

方程。以下第 !节、第 "节的计算格式都是针对混
凝土中氯离子扩散分析的总体有限元方程。

! 精细积分法

由于集中分布矩阵 ! 存在逆矩阵，所以由式
（#）集成的总体有限元方程可以改写为

"# ! " !"$$# ! %# （$!）
式中 % 为定常矩阵，且 % % & ! & $$。
按照微分方程求解理论，齐次方程（#）的通解为

# ! #’(%# （$"）

式中 (%#为矩阵%# 的指数函数。当将时间域［ #’，#$］
离散为 % 个等步长的子域，则时间步长!# 和时间
域内的第 & 个离散结点分别为

!# !（ #$ " #’）’ % #& !（ & " $）!#
（ & ! $，)，⋯，% ( $） （$*）

与之相对应，在 #& 时刻，结点氯离子浓度向量表示
为 #&，且有：

#& ! #& "$(%!# ! &#& "$ （$#）

式中指数矩阵 & % (%!#。

根据矩阵加法定理有：

& !（(%!# ’ )）) （$+）
其中 ) 为正整数，可选择 ) % )*，* 为正整数，因此
) 通常是非常大的正整数。由于!# 是有限大的时
间步长，则!%!# ’ ) 通常非常小。由此可得：

(%!! ’ ( %! (（%!）
)

)！ ( ⋯ ! ’ ( &’ （$,）

其中 &’ ! %! (（%!）
)

)！ ( ⋯

式中 ’ 为单元矩阵。
将式（$,）代入式（$+），有：

& !（ ’ ( &’）
)*

!（ ’ ( &$）
)
（*"$）
（$-）

将上述分解计算过程重复进行至第 + 次
时，有：

& !（ ’ ( &+"$）
)
（*" +($）

!（ ’ ( &+）
)
（*" +）
（)’）

其中 &+ ! )&+"$ ( &+"$&+"$ （)$）

由此可以看出，当 &’ 确定后，可以按照迭代计

算公式（)$）求出 &+，当 + % * 时，代入式（)’）求得
指数矩阵 &，从而避免在计算过程中发生大数吃小
数的情况；进而根据迭代计算公式（$#），可以求解时
间域上各个离散结点的氯离子浓度参数列阵 #&。

以上迭代求解方程的过程将时程积分问题转化

为矩阵相乘问题，简化了计算，称之为混凝土中氯离

子扩散分析的精细积分有限元法。

" 混凝土中氯离子扩散场的补偿长度

式（$）的解析解为

,（-，#）! ,’ (（,. " ,’）$ " (/0
-

)"( )[ ].#
（))）

式中 (/0（ /）为误差函数，且：

0 ! (/0（ /）! )
""#

/

’
(" 1)1 1 （)!）

由于 2345第二定理所导出的解析模型，要求远
端边界取在无穷远处，并满足远端边界条件 ,（ - %
6 7）% ,’，如式（)）所示。但有限元、边界元等数
值方法所建立的计算模型通常要求求解域为有限

大，远端边界不可能取在无穷远处，因此对于氯离子

一维扩散分析的有限元、边界元等数值方法［$)］，需

要定义氯离子扩散场的补偿长度 2，如图 )所示，以
此确定远端边界的位置，并保证远端边界条件

,（- % 2）% ,’仍然能够得到满足。

图 ) 混凝土试件长度及补偿长度

由混凝土中氯离子扩散的封闭解表达式（))）可
以看出，当 -$7时

839
-$7

(/0
-

)"( ).# ! $ （)"）

因此，远端边界条件 ,（7，3）% ,’成立。

图 ! 误差函数 0 % (/0（ /）

将式（)!）的误差函数用图表示，见图 !。假定
远端边界位于 - % 0 % 2 处，如图 )中虚线所示，它
能够保证扩散方程的远端边界条件成立，由式（)"）

·"!· 水利水电科技进展，)’$)，!)（)） 345：’)*#,!+,#!!* 67)$&5：81: 99: ; 4<: ; =+ 9##%：’ ’ >>? ; 99: ; 4<: ; =+



可得

!"#
!

$!( )"# $ % （$&）

根据式（$&）可得

! $ $!"#%%（%）!"# $ !& "# （$’）
式中，& $ $!"#%%（%），即有：

!"#（& ’ $）$ % （$(）
式（$)）定义的误差函数如图 ) 所示，可以看出，当
%*&" ("$时误差函数接近于 %。因此，通过比较式
（$)）和式（$(），容易看出式（$(）成立时必然要求 )"
&"+。这里，& 称为混凝土的氯离子扩散长度补偿系
数，简称为补偿系数。通常情况下建议取 & , )*&。
根据式（$’）可以确定计算扩散场的补偿长度

!，从而能够保证远端边界条件的成立。补偿长度
! 表示了混凝土的氯离子扩散问题中，正确计算混
凝土内部各点的氯离子浓度所需的扩散场的最小长

度，如图 $所示。图 $ 实线 )*+" 表示试件的实际
边界，如果试件的实际长度 ,# !，则按照试件的实
际长度建立有限元计算模型。反之，!# ,，那么在
建立有限元法等数值方法的计算模型时，需要将

图 $所示的混凝土试件的远端边界 *+ 虚拟地移动
至虚线 *-+-处，从而在保证远端边界条件仍能成立
的同时，方便有限元等数值方法计算模型的建立。

! 算例分析

算例 % 混凝土试件的尺寸为 $-- ..，混凝土
表面的氯离子浓度（氯离子与混凝土的质量百分比，

下同）+/ , %*-.，初始氯离子浓度 +- , -，氯离子扩
散系数 " , )%*&)’ ..$ 0 1。分别采用基于集中分布
矩阵的精细积分有限元法（234）和基于协调分布矩
阵的精细积分有限元法（334）计算扩散时间分别为
&- 1和 5- 1时试件不同深度的氯离子浓度值，并将
计算结果和封闭解（367）相比较。图 +给出了扩散
时间 &- 1时的 234，334和 367的结果。

图 + 扩散 &- 1时氯离子浓度分布

从图 +可以看出，234和 334的结果都与 367
比较接近，能够给出正确的氯离子浓度分布规律，其

中234 的结果更为准确。为了便于比较 234 和
334，这里通过和 367比较计算两种方法的误差，见
图 &，可以看出，234的计算结果精度优于 334。

图 & 234和 334的相对误差比较

图 ’ 算例 $计算结果

算例 $ 制作一批混凝土试件，尺寸为 %&- ..
8 %&-.. 8 $--..，养护 $5 9后将 & 个面用环氧树
脂封闭，只留下 %个 %&-.. 8 %&- ..的面暴露于海
水中，混凝土的氯离子扩散系数 " , :*$&$ 8
%-; %$ .$ 0 / , $:%*(( ..$ 0 1，试件中氯离子初始浓度

+- , -，试件表面氯离子浓度 +/ , -*&’&.，利用精

细积分有限元法（<=6>4）计算暴露时间分别为 &- 1
和 5- 1时试件内部的氯离子分布浓度，并与封闭解
进行比较。在精细积分有限元法的计算模型中，取

时间步长!# , -*% 1。
首先按照试件实际长度建立精细积分有限元法

离散模型，计算试件暴露 &- 1和 5- 1时的氯离子浓
度分布，并将计算结果与 367相比较，如图 ’（1）所示，
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可以看出此时 !"#$%计算结果与 &#’ 之间的误差
相当大。

按照本文提出的扩散场补偿长度公式（()）确定
有限元法离散模型（图 (），并重新利用 !"#$%计算。
当暴露时间分别取 *+ ,和 -+ ,时，根据式（()），可以
求得扩散场补偿长度分别为 *..//和 )--//，二者
都大于试件的实际长度，所以应根据扩散场补偿长

度建立有限元离散模型。将计算结果同 &#’ 相比
较，如图 )（0）所示，可以看出，按照本文提出的扩散
场补偿长度理论建立有限元法计算模型，计算结果

和封闭解吻合很好，能够取得很高的计算精度。

! 结 论

"# 基于混凝土中氯离子扩散场的补偿长度及
其表达式，建立了有限元法离散模型，克服了传统数

值方法离散模型中半无限大假设导致的计算误差，

从而保证计算结果的正确性。

$# 将一致分布矩阵转换为集中分布矩阵，并与
精细积分技术相结合，研究了混凝土中氯离子扩散

分析的有限元法控制方程的求解方法，不仅保证了

计算结果的稳定性，而且能够取得很好的计算精度。
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·简讯·

中国水文学术讨论会将在南京召开

由水利部水文局、国际水文计划（"R!）中国国家委员会、国际水文科学协会（";R’）中国国家委员会、中国水利
学会水文专业委员会主办、河海大学承办的中国水文学术讨论会将于 (+1(年 1(月在南京召开。会议主要议题
有："水文基础理论研究及应用，包括产汇流理论、水文模型、气候变化与人类活动影响下的水文循环机理、水文
特征与参数地区综合技术、水文参数时空统计规律、水文极值变化与分析计算、水文监测新技术、水文站网布设新

方法、水文数据库技术与应用、水文资料管理与质量控制；#防汛抗旱水文测报，包括山洪及泥石流预测预警方
法、城市防洪监测预警方法、凌汛预测预警方法、干旱与土壤墒情预测预警技术、防洪风险分析与风险管理理论、

卫星技术在防汛抗旱水文测报中的应用、水文新技术新设备在防汛抗旱减灾中的应用；$水环境水生态监测与质
量管理，包括流域生态水文机理、生态水文模型的构建技术、水生态耦合技术与相关性研究、纳污能力及入河湖污

染总量分析、水体富营养化监测技术与评价理论、水生生物监测技术与实践、湿地演变机理及修复技术、水质监测

新技术应用、水质监测质量控制；%水资源监测评价与系统开发研究，包括水资源监测站网规划技术方法和主要
成果、水资源监测技术方法和仪器设备应用、水资源监控能力系统建设研究与应用、地下水信息系统开发研究、变

化环境下水资源分析评价方法和应用、地表与地下水联合运用评价、水量水质联合评价、平原河网区与岩溶区水

资源评价理论、城市水资源评价理论；&应急水文监测和水文计量检定，包括应急水文监测技术、水文新技术新设
备在应急监测中的应用、水文计量监测、水文仪器计量与检定。本次会议面向全国征集论文，截止日期为 (+1(年
)月 7+日。会议网址：BGGL：\ \ ]]]2/]M2 XJS 2 HF \ I3YW \ GYXX \ GYXI \ (+1(+( \ G(+1(+(((^71.786 2 BG/3。

（本刊编辑部供稿）
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