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摘　要:从变截面杆作一维纵振动的运动方程出发 ,建立机械四端网络的数学模型及传输特性方程 ,导出了

圆锥形变幅杆的频率方程和振速比.并在此基础上 ,用四端网络法设计了工作频率为 20 kHz的圆锥形超声变

幅杆.
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Design of Horn Using Four-terminal Network Method
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Abstract:　From the motion equation of the bar which vibrates one-dimensionally and longitudinally ,

the model of mechanical four-terminal network and the transfer equations are set up , and the natural

frequency equation of coniform horn and the ratio of speed of vibration are derived.On this basis , with

the help of four-terminal network , the coniform horn working at 20 kHz is designed.
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　　本文采用四端网络方法 ,从任意截面细杆的

一维纵振运动方程及其通解入手 ,利用边界条件

导出其机械运动方程组 ,进而得到机械四端网络

模型.将超声变幅杆的每一部分都等效为一个机

械四端网络 ,利用连续条件将每个网络的传输矩

阵相乘 ,得出复合超声变幅杆的整体传输矩阵 ,由

此设计出复合超声变幅杆 ,并对其性能进行分析.

1　机械四端网络数学模型的建立

假设有一任意截面的均质细杆 ,长为 L ,截面

积函数为 S(x),质量密度为 ρ,拉压弹性模量为

Y ,横向尺寸远小于声波长 ,视为细杆作一维纵向

振动.取细杆中心线为 X 轴 ,左端面为原点 ,如图

1所示.

图 1　任意截面细杆作一维纵振动

　　显然 ,X 截面的纵向位移 u是坐标 x 和时间 t

两个变量的函数 ,即 u =u(x , t),可得到细杆作

纵振动的运动支配方程
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式中 , c= Y/ρ为杆中纵波速 ,对一定的材

料 , c是个常数.若细杆受简谐激励 ,则式(1)变为
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式中 , k =ω/ c ,为波数 , ω为角频率.

由文献[ 1]根据细杆两端的边界条件:振速条

件(u
·
 x=0=u

·
1 , u
·
 x=L=u

·
2)或力平衡条件(F x=0

=-F1 , F x=L=-F2),可得其机械运动方程组

为
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　　由式(3)可得
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将式(5)代入式(4)可得
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由式(5)和式(6)可得任意截面细杆可等效为

一机械四端网络 ,如图 2所示.

图 2　单一截面杆的等效四端网络

其传输特性方程为
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在实际应用中 ,振动系统往往是由多个部件

组合的复合系统.如果将组成系统的每一个部件

都等效为一个机械四端网络 ,然后将相应各传输

矩阵连续相乘 ,可得到一个整体四端网络及其传

输矩阵.在一定的条件下 ,振动系统的性能特征取

决于其四端网络传输矩阵.图 3 描述的是复合振

动系统的四端网络图.

图 3　复合超声振动系统的等效四端网络

将系统的任意一级等效为一机械四端网络 ,

其传输特性方程为

Z i+1=DiZ i (12)

式中:Zi+1= u
·

i+1F i+1 　Z i=
u
·
i

F i

Di=
αi11　α

i
12

α
i
21　α

i
22

按其组合的顺序 ,将各级传输矩阵连续相乘 ,

可得到复合振动系统的传输特性方程

Z n+1=AZ i (13)

式中:　A=DnDn-1…D2D1
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2　性能解析

由四端网络传输特性方程可求出振动系统的

谐振频率 、位移放大系数等性能参数 ,或根据谐振

频率设计出系统的几何尺寸.利用四端网络的传

输特性 ,还可以方便地得到振动系统的应力分布.

当振动系统两端自由 、且两端位移最大时 ,传

输特性方程为
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由式(14)可得振动系统的频率方程

α21=0 (15)
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3　圆锥过渡阶梯形复合变幅杆四端
网络设计

　　变幅杆的结构如图 4所示.L1 , L2 , L3 分别为

变幅杆的 3段的长度.假设 3部分材料相同.

图 4　圆锥过渡复合变幅杆结构

　　由图 4可知 ,复合变幅杆由等截面杆和圆锥

形杆构成 ,将等截面和圆锥截面杆件的形状参数

代入方程(7)、方程(8)、方程(9)和方程(10),不难

得到 3段变幅杆的四端网络传输矩阵 A1 ,其分别

为
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　　式中: α=(N-1)/ NL

N= S1/S2

由上述分析可知 ,变幅杆的整体传输矩阵为
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将各相应的传输矩阵代入式(17),根据式

(15)和式(16)可得到复合变幅杆的频率方程
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及两端振速比
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现采用硬铝合金作为变幅杆材料 ,变幅杆工

作频率为 20 kHz ,面积系数 N =2 , 声速为 c =

5 150 m/ s ,振幅放大系数约为 4的圆锥过渡阶梯

形复合变幅杆.当 L 1 取 1/4波长时 ,由式(18)和

式(19)可得到圆锥变幅杆各部分几何尺寸:L1=

64 mm , L2=25 mm , L3=52 mm.

4　结　论

用等效机械四端网络法设计和分析变幅杆 ,

是设计超声变幅杆的有效方法 ,它避免了传统设

计过程中复杂的运算.通过超声焊接变幅杆设计

实际应用表明 ,等效机械四端网络法与传统设计

方法具有相同的结果.
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