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摘 要: 研究面板数据的聚类方法. 基于二维灰色凸关联度,用二阶差商近似代替二阶导数,利用黑塞矩阵的半正定

性在三维空间中定义凸度;用数据的凸性表征样本之间的相似程度,提出了三维灰色凸关联度的概念,讨论了三维灰

色凸关联度的性质. 实例分析表明,三维灰色凸关联度能够较好地反映面板数据的关联程度.

关键词: 灰色系统；灰色关联度；面板数据；聚类分析
中图分类号: N94.5 文献标志码: A

Panel data clustering method based on grey convex relation and its
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Abstract：：：The clustering method of panel data is studied. The 2nd order difference is used to substitute for the approximate

2nd derivative based on the grey convex relation for two dimension. The half positive characteristic of Hessian matrix is

used to define the convexity degree. The similarity degree of objects is characterized by the convexity, the grey convex

relation degree for three dimension is presented, and the properties of the grey convex relation degree for three dimension

are discussed. An example is given to illustrate that the grey convex relation degree for three dimension can better reflect the

correlation degree for three dimension panel data.
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0 引引引 言言言

灰色关联分析是灰色系统理论中十分活跃的一

个分支, 自提出以来便被广泛应用于系统的因素分

析、方案决策和优势分析[1-2]. 众多学者以邓聚龙教授

提出的灰色关联公理[3]为基础构造了若干新型灰色

关联度模型[4], 有基于点关联系数的T型关联度[5]和

B型关联度[6],利用二序列曲线之间所夹面积来度量

二序列曲线相似程度的绝对关联度[4]. 但是, 现有的

灰色关联度大都主要适用于时间序列与截面数据的

关联分析,而对于面板数据的灰色关联分析则刚起步.

国内外对面板数据聚类分析的文献比较缺乏. 文

献 [7]将灰色绝对关联度扩展到三维面板数据中; 文

献 [8]分别评价了文献 [9-11]的面板数据聚类方法,

并基于面板数据绝对量和动态量特征提出一种面板

数据聚类方法;文献 [12]采用主成分分析方法对数据

进行降维处理,通过综合评价函数序列矩阵的相似指

标对面板数据进行聚类. 然而, 文献 [9-12]对统计量

的预处理易造成数据信息丢失,难以分析挖掘数据背

后的深层次问题.文献 [13]将时间序列的局部变化特

性与整体距离关系相结合,将局部变化的信息融入相

似测度的计算,以实现序列的局部变化的形状特征提

取,提高了分类效果,但是易丢失信息.以往模型将所

有指标同等对待,只考虑不同类型指标的接近性, 未

考虑指标发展趋势相似性和发展的协调性.为此, 本

文基于文献 [14]的灰色凸关联度,利用黑塞矩阵的半
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正定性在三维空间中定义凸度,用数据的凸性表征样

本之间的相似程度,提出了三维灰色凸关联度的概念,

讨论了三维灰色凸关联度的性质. 实例分析表明,所

提出的三维灰色凸关联度能够较好地反映面板数据

的关联程度.

1 三三三维维维灰灰灰色色色凸凸凸关关关联联联度度度

对于二维数据,正离散系统行为序列𝑋 = (𝑥(1),

𝑥(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑛)),若有
1 ⩽ 𝑘 < 𝑛− 1, 𝑥(𝑘 + 1) ⩾ 𝑥(𝑘) + 𝑥(𝑘 + 2)

2
,

则称𝑋在 𝑡 = 𝑘 + 1处是凸的.

对于三维数据,给出以下定义.

定定定义义义 1 面板数据中第 𝑖个对象在第 𝑠个指标 𝑡

时刻的值记为𝑥𝑖(𝑠, 𝑡), 𝑠 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑡 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑛, 3 ⩽ 𝑛, 3 ⩽ 𝑚,则称

𝑋𝑖 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥𝑖(1, 1) 𝑥𝑖(1, 2) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥𝑖(1, 𝑛)

𝑥𝑖(2, 1) 𝑥𝑖(2, 2) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥𝑖(2, 𝑛)
...

. . .
...

...

𝑥𝑖(𝑚, 1) 𝑥𝑖(𝑚, 2) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥𝑖(𝑚,𝑛)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿
为对象 𝑖的行为矩阵.

定定定义义义 2 设行为矩阵

𝑋𝑖 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥𝑖(1, 1) 𝑥𝑖(1, 2) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥𝑖(1, 𝑛)

𝑥𝑖(2, 1) 𝑥𝑖(2, 2) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥𝑖(2, 𝑛)
...

...
. . .

...

𝑥𝑖(𝑚, 1) 𝑥𝑖(𝑚, 2) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥𝑖(𝑚,𝑛)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿,
则称

𝐻(𝑋𝑖(𝑠, 𝑡)) =

⎡⎢⎣ ∂2𝑥𝑖(𝑠, 𝑡)

∂𝑠2
∂2𝑥𝑖(𝑠, 𝑡)

∂𝑠∂𝑡
∂2𝑥𝑖(𝑠, 𝑡)

∂𝑡∂𝑠

∂2𝑥𝑖(𝑠, 𝑡)

∂𝑡2

⎤⎥⎦ ,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿
为𝑋𝑖在点 (𝑠, 𝑡)处的黑塞矩阵,其中

∂𝑥(𝑠, 𝑡)

∂𝑠
= 𝑥𝑖(𝑠+ 1, 𝑡)− 𝑥𝑖(𝑠, 𝑡),

∂2𝑥(𝑠, 𝑡)

∂𝑠∂𝑡
= 𝑥𝑖(𝑠+ 1, 𝑡+ 1)− 𝑥𝑖(𝑠, 𝑡+ 1)−

(𝑥𝑖(𝑠+ 1, 𝑡)− 𝑥𝑖(𝑠, 𝑡)),

∂2𝑥(𝑠, 𝑡)

∂𝑡2
= (𝑥𝑖(𝑠, 𝑡+ 1)− 𝑥𝑖(𝑠, 𝑡))−

(𝑥𝑖(𝑠, 𝑡)− 𝑥𝑖(𝑠, 𝑡− 1)).

如果黑塞矩阵𝐻(𝑋𝑖(𝑠, 𝑡))是半正定矩阵, 即

𝐻(𝑋𝑖(𝑠, 𝑡))的所有主子式大于或等于零,则称𝑋𝑖在点

(𝑠, 𝑡)处是凸的.

称
∂2𝑥𝑖(𝑠, 𝑡)

∂𝑠2
,
∂2𝑥𝑖(𝑠, 𝑡)

∂𝑡2
和

∂2𝑥𝑖(𝑠, 𝑡)

∂𝑠2
∂2𝑥𝑖(𝑠, 𝑡)

∂𝑡2
−

∂2𝑥𝑖(𝑠, 𝑡)

∂𝑡∂𝑠

∂2𝑥𝑖(𝑠, 𝑡)

∂𝑠∂𝑡
为点 (𝑠, 𝑡)的凸度, 凸度可以看成

具有 3个分量的向量.如果凸度的 3个数都为正,则说

明这一点高于周围其他点; 如果两点的凸度相等, 则

这两点分别高于周围点的程度相等;如果 2个对象行

为矩阵在某点的凸度越接近,则说明 2个对象行为矩

阵在某点的关联度越大.

记

(𝑋𝑖)11 =
∂2𝑥𝑖(𝑠, 𝑡)

∂𝑠2
,

(𝑋𝑖)12 =

∂2𝑥𝑖(𝑠, 𝑡)

∂𝑠2
∂2𝑥𝑖(𝑠, 𝑡)

∂𝑡2
− ∂2𝑥𝑖(𝑠, 𝑡)

∂𝑡∂𝑠

∂2𝑥𝑖(𝑠, 𝑡)

∂𝑠∂𝑡
,

(𝑋𝑖)22 =
∂2𝑥𝑖(𝑠, 𝑡)

∂𝑡2
,

则可以看出, (𝑋𝑖)11给出了某时期内指标间的凸性,

(𝑋𝑖)22反映了指标随时间变化的速度, (𝑋𝑖)12反映了

指标发展的协调水平.

定定定义义义 3 设正的对象行为矩阵

𝑋𝑖 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥𝑖(1, 1) 𝑥𝑖(1, 2) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥𝑖(1, 𝑛)

𝑥𝑖(2, 1) 𝑥𝑖(2, 2) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥𝑖(2, 𝑛)
...

...
. . .

...

𝑥𝑖(𝑚, 1) 𝑥𝑖(𝑚, 2) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥𝑖(𝑚,𝑛)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿,
则称

𝛾11
𝑖𝑗 (𝑠, 𝑡) =

1

1 + ∣(𝑋𝑖)11 − (𝑋𝑗)11∣ ,

𝛾22
𝑖𝑗 (𝑠, 𝑡) =

1

1 + ∣(𝑋𝑖)22 − (𝑋𝑗)22∣ ,

𝛾12
𝑖𝑗 (𝑠, 𝑡) =

1

1 + ∣(𝑋𝑖)12 − (𝑋𝑗)12∣
为𝑋𝑖与𝑋𝑗在点 (𝑠, 𝑡)的三维灰色凸关联系数 (𝑖, 𝑗 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿),称

𝛾𝑖𝑗 =
1

3(𝑛− 2)×𝑚

𝑛−1∑
𝑡=2

𝑚∑
𝑠=1

𝛾22
𝑖𝑗 (𝑠, 𝑡)+

1

3𝑛× (𝑚− 2)

𝑛∑
𝑡=1

𝑚−1∑
𝑠=2

𝛾11
𝑖𝑗 (𝑠, 𝑡)+

1

3(𝑚− 2)× (𝑛− 2)

𝑛−1∑
𝑡=2

𝑚−1∑
𝑠=2

𝛾12
𝑖𝑗 (𝑠, 𝑡)

为𝑋𝑖与𝑋𝑗的三维灰色凸关联度.若对于相关对象行

为矩阵𝑋𝑖和𝑋𝑗有 𝛾𝑖𝑘 > 𝛾𝑗𝑘,则称对象𝑋𝑖与𝑋𝑘的关

联优于对象𝑋𝑗与𝑋𝑘的关联, 记为𝑋𝑖 ≻ 𝑋𝑗 , 称“≻”
为由三维灰色凸关联度导出的灰色关联序.

基于三维灰色凸关联度的面板数据聚类方法步

骤如下.

Step 1: 根据定义 1,将面板数据转化为对象行为

矩阵.
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Step 2: 对原始数据进行均值化处理,消除量纲影

响,令

𝑥′
𝑖(𝑠, 𝑡) =

𝑥𝑖(𝑠, 𝑡)

�̄�(𝑠, 𝑡)
, �̄�(𝑠, 𝑡) =

1

𝐿

𝐿∑
𝑖=1

𝑥𝑖(𝑠, 𝑡).

对象行为矩阵变为

𝑋 ′
𝑖 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥′
𝑖(1, 1) 𝑥′

𝑖(1, 2) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥′
𝑖(1, 𝑛)

𝑥′
𝑖(2, 1) 𝑥′

𝑖(2, 2) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥′
𝑖(2, 𝑛)

...
...

. . .
...

𝑥′
𝑖(𝑚, 1) 𝑥′

𝑖(𝑚, 2) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥′
𝑖(𝑚,𝑛)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿.
Step 3: 先按定义 2计算每个点的凸度,再根据定

义 3计算任意 2个对象的三维灰色关联度,并构造对

象的关联矩阵 ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝛾11 𝛾12 ⋅ ⋅ ⋅ 𝛾1𝐿

𝛾22𝑘 ⋅ ⋅ ⋅ 𝛾2𝐿
. . .

...

𝛾𝐿𝐿

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

实际应用中可根据问题设定聚类分析的关联度临界

值 𝑟 ∈ [0.5, 1]. 当 𝛾𝑖𝑗 > 𝑟时,视𝑋𝑖与𝑋𝑗为同类指标,

遍历关联矩阵便得到聚类结果.

Step 4: 设定关联度临界值 𝑟,根据关联矩阵对指

标进行聚类分析.

2 三三三维维维灰灰灰色色色凸凸凸关关关联联联度度度的的的性性性质质质

定定定理理理 1 三维灰色凸关联度具有以下性质:

1)规范性, 0 < 𝛾𝑖𝑗 ⩽ 1;

2)偶对称性, 即 𝛾𝑖𝑗 = 𝛾𝑗𝑖, 且𝑋𝑖与𝑋𝑗在点 (𝑠, 𝑡)

的关联系数与𝑋𝑖和𝑋𝑗在点 (𝑡, 𝑠)的关联系数相等;

3)接近性,即相对凹凸程度越接近, 𝛾𝑖𝑗越大;

4)可比性,唯一性;

5)干扰因素独立性[14];

6)数乘变换一致性,数乘变换保序性[15].

证证证明明明 对于性质 1),三维灰色凸关联系数

0 < 𝛾11
𝑖𝑗 (𝑠, 𝑡) ⩽ 1, 0 < 𝛾22

𝑖𝑗 (𝑠, 𝑡) ⩽ 1,

0 < 𝛾12
𝑖𝑗 (𝑠, 𝑡) ⩽ 1,

显然这些关联系数的均值 𝛾𝑖𝑗满足 0 < 𝛾𝑖𝑗 ⩽ 1.性

质 2)∼性质 5)显然成立. 对于性质 6),因为数据采用

均值化处理, 对于发生数乘变换的对象行为矩阵, 其

元素经过均值化处理后每个点的关联系数不变,所以

满足数乘变换一致性和数乘变换保序性. 2
注注注 1 𝑋𝑖与𝑋𝑗在点 (𝑠, 𝑡)的关联系数与𝑋𝑖和

𝑋𝑗在点 (𝑡, 𝑠)的关联系数相等表明,三维坐标的转化

不影响关联系数的大小;性质 5)说明不同量纲的数据

不影响关联度的大小.

因为凸关联度需采用 3个数描述凸性,因此本文

的三维灰色凸关联度适用于每个维度上至少有 3个

数据的面板数据.

3 实实实例例例分分分析析析

选择文献 [16]的数据 (见表 1), 依次设长沙、株

洲、益阳、衡阳、邵阳为𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, 𝑋4, 𝑋5.

表 1 湖南省 5市历年每万人中科技活动人员数、

R&D占GDP比例和第二产业增加值

年份 对象 长沙 株洲 益阳 衡阳 邵阳

每万人中科技活动人员数 56.2 33.7 5.8 13.9 5.8

2003 R&D占GDP比例 / % 1.6 1.3 0.1 0.3 0.2

第二产业增加值 /亿元 444.9 185.5 60.9 149.3 71.1

每万人中科技活动人员数 72.7 29.2 4.4 17.2 4.1

2004 R&D占GDP比例 / % 1.97 0.76 0.38 0.16 0.3

第二产业增加值 /亿元 541.7 218.4 71.1 181.9 84.5

每万人中科技活动人员数 79.8 43.2 4.9 18.5 5.3

2005 R&D占GDP比例 / % 1.69 0.79 0.19 0.35 0.33

第二产业增加值 /亿元 642.1 264.6 84.2 224.3 101.2

每万人中科技活动人员数 83 50.6 6 17.9 4.8

2006 R&D占GDP比例 / % 1.73 0.78 0.2 0.39 0.18

第二产业增加值 /亿元 791 311.8 102.2 272.1 122.4

每万人中科技活动人员数 87.9 43.8 6 18.1 5.5

2007 R&D占GDP比例 / % 1.88 1.12 0.34 0.47 0.18

第二产业增加值 /亿元 984.8 396.3 131.2 328.8 145.4

每万人中科技活动人员数 100.2 46.1 5.1 22.1 5.8

2008 R&D占GDP比例 / % 1.93 1.17 0.5 0.55 0.2

第二产业增加值 /亿元 1 567.4 497.4 170.7 412.4 182.2

对象行为矩阵为

𝑋1=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

56.2 1.60 444.9

72.7 1.97 541.7

79.8 1.69 642.1

83.0 1.73 791.0

87.9 1.88 984.8

100.2 1.93 1 567.4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝑋2=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

33.7 1.30 185.5

29.2 0.76 218.4

43.2 0.79 264.6

50.6 0.78 311.8

43.8 1.12 396.3

46.1 1.17 497.4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 𝑋3=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

5.8 0.1 60.9

4.4 0.38 71.1

4.9 0.19 84.2

6 0.2 102.2

6 0.34 131.2

5.1 0.5 170.7

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝑋4=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

13.9 0.3 149.3

17.2 0.16 181.9

18.5 0.35 224.3

17.9 0.39 272.1

18.1 0.47 328.8

22.1 0.55 412.4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 𝑋5=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

5.8 0.2 71.1

4.1 0.3 84.5

5.3 0.33 101.2

4.8 0.18 122.4

5.5 0.18 145.4

5.8 0.2 182.2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

取 𝑟 = 0.6,按上述方法计算三维灰色凸关联度,

得到对象关联矩阵为
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1 0.643 0.591 0.769 0.368

1 0.497 0.656 0.290

1 0.588 0.894

1 0.334

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

聚类结果如下: 长沙、株洲、衡阳为一类,邵阳和

益阳为一类,与现实情况基本相符.实际上,长沙作为

省会, 株洲作为湖南重要的工业基地, 衡阳作为湘南

地区的经济中心和综合交通枢纽,这些地区的经济实

力较强. 从科技投入、创新能力和科技第二产业的协

调程度看,长沙、株洲和衡阳属于第一阶梯,科技投入

较高, 从而促进了第二产业的较快发展;而邵阳主要

受交通瓶颈制约, 经济发展较慢; 益阳是环洞庭湖城

市群的主要城市之一,石长铁路和长益高速公路开通

以后,尽管与长株潭区域的经济社会联系愈来愈紧密,

但由于经济基础差,经济发展水平仍然较低. 邵阳和

益阳两地属于科技投入相对不足、第二产业相对不发

达的地区. 利用文献 [7]的聚类方法的聚类结果为：

长沙、衡阳为一类,邵阳、株洲和益阳为一类,与实际

情况有差别,说明本文的聚类方法能够反映面板数据

的关联程度.

4 结结结 论论论

针对面板数据的聚类问题,从三维空间中的凸度

入手提出了三维灰色凸关联度,讨论了三维灰色凸关

联度的性质. 三维灰色凸关联度适合于面板数据的指

标聚类, 能够从动态角度描述事物的类别.所提出的

方法思路较为清晰,在以矩阵序列为研究对象的计算

机控制、图像处理领域具有较好的应用价值.
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