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主成份投影法用于多目标决策与评价
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摘 要：提出了一种多目标决策与评价的新方法———主成份投影法。该方法概念清楚，涵义明确，

本质上是一种加权方法，但与其它一些加权方法并非完全一致，且具有不同的经济涵义和数学涵

义。
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多目标决策或多目标综合评价是决策论中常

见的问题，例如经济研究中经常会遇到多项经济指

标评价经济效益的综合评价问题)作者首先对多项
指标向量一次主观赋权后进行主成份分析，消除各

项评价指标间相关性影响，再二次客观赋权，然后

构造了理想决策向量，采用比较各决策向量在理想

决策向量上的投影，得到了一种全新的决策方法，

并成功用于多目标综合决策评价，取得比较满意的

评价结果［$，!］。该主成份投影法概念清楚，借助于

主成份分析软件，可操作性强，具有一定的推广和

实用价值。

D 主成份投影法原理
设有!个决策方案（或被评价对象），由" 个

指标来描述，得到原始的决策数据矩阵：

#$ #! ⋯ #"

!U

$$
$!

$!

%$$ %$! ⋯ %$"
%!$ %!! ⋯ %!"
⋯⋯⋯

%!$ %!! ⋯ %

"

#

$

%!"
数据阵!的第&行表示决策方案$&的" 个指

标值（%&$，%&!，⋯，%&"）（&U$，!，⋯，!）
数据阵!的第’列表示用评价指标#’评价!
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个决策方案的评价值（!!"，!""，⋯，!#"）#，（"$!，"，
⋯，$）
在多目标决策或综合评价实践中，人们总希望

选取的评价指标越多越好%但是过多的评价指标不
仅会增加评价工作量，而且会因评价指标间的相关

联系造成评价信息相互重叠和干扰，从而难以客观

地反映被评价对象的相对地位%作者采用主成份分
析有效地减少了评价指标的数目，消除了指标间的

相关性影响%
一般而言，不同评价指标往往具有不同的量纲

和量纲单位，为了消除由此带来的不可公度性，决

策之前首先应将各评价指标作正向化和无量纲化

处理%
通过对指标进行正向化处理，将各评价指标趋

势取向%
若指标&"是以大为好的正向指标，令

’("$!("%&’(!" （!）
若指标&"是以小为好的逆向指标，令

’("$&)*!"%!(" （"）
若指标&"是以离标准值!+"差的绝对值越小

越好的适度指标，令

’("$&)*!!)!#
"!("%!+""%"!("%!+"" （,）

若指标&"是以落在稳定区间［*!"，*""］为好的
区间指标，令

’("$

!("%&’(｛!)""!)"#*)"｝，当!)"#*)"时；

&)*｛&)*｛!)""!)"$*""｝%*""，

*!"%&’(｛!)""!)"#*)"｝｝， （-）
当!)"%［*!"，*""］时；

&)*｛!)""!)"$*""｝%!("，
当!("$*""时

&
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( %
式（!）、（"）中&)*!"$&)*!!)!#

｛!)"｝，&’(!"$&’(!!)!#

｛!)"｝，由于数据平移不影响指标自身的方差和指标
间的相关性，因此指标正向化公式（!）!（-）在本质
上没有影响指标自身的方差和指标间的相关情

况［,］%
原始数据中包含的信息由两部分组成：一部分

是每一指标体现在各决策方案变异程度上的变异

信息，这由每一指标的方差大小反映；另一部分是

各指标间相互影响程度上的相关信息，这由指标间

的相关系数体现%
为了在无量纲化处理中保留以上两部分信息，

采用均值（无量纲）化方法%
指标&"的均值为：
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均值化处理后数据阵!$（+("）的元素
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均值化后各指标的均值均为!，数据的协方差
矩阵,$!!!*（-("），其中
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式中.("$)
#

)$!
（’)(%’)(）（’)"%’"）为未均值化前数据

的协方差%

当($"时，.(($)
#
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因此
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即均值化后数据的协方差矩阵的对角元素是各指

标变异系数 .+((／’(的平方，它保留了各指标变异
程度的信息%
未均值化前，原始指标的相互影响关系由相关

系数-("来反映，其计算公式是

/("$
.("
.+((.+""

而均值化后的相关系数/0("应按如下公式计算：

/0("$
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-+(( -+""

将式（0），（1）代入上式可知
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也就是说，均值化处理并不改变指标间的相关系

数%由式（1）与式（2）可以看出，均值化后的协方差
矩阵不仅消除了指标量纲和量纲单位的影响，而且

能全面反映原始数据所包含的两部分信息［-］%
构造理想决策方案

",$（’,!，’,"，⋯，’,$）
若指标&"是正向指标或逆向指标时，令

’,"$&)*!!(!#
｛!("｝%&’(!!(!#

｛!("｝

若指标&"是离标准值!+"差的绝对值越小越
好的适度指标，令

’,"$&)*!!(!#
"!("%!+""

若指标&"是以落在稳定区间［*!"，*""］为好的
区间指标，令

’,"$&)*&)*｛!)""!)"$*""｝%*""｛ ，
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!!""#$%｛#$"!#$""!!" ｝｝%
均值化后理想决策方案
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易见 ()"%(#" （)&!，’，⋯，*；"&!，’，⋯，

’）% （!(）
指标赋权是多目标决策和综合评价的重要步

骤，通过对指标赋权确定各指标在综合评价中的主

次地位%赋权有主观赋权法和客观赋权法两大类%
客观赋权法通过提取指标变异信息量和指标间的

相关信息量确定权重，突出了数据的数学含义，譬

如本文后面提到的主成份分析法%而主观赋权法直
接通过指标本身的经济含义来赋权，譬如专家主观

赋权法%两者均具有各自不可取代的优越性%作者
采用二次混合赋权，即先主观赋权，再采用主成份

分析法客观赋权%
设通过对指标本身的含义评价已有指标的主

观加权向量"&&（+!，+’，⋯，+’）（+"’(）%若不需要

采取主观赋权，可取"&&（!，!，⋯，!），此时主观评价
各原始指标地位平等，则本文的二次混合赋权转化

为单纯的主成份分析法客观赋权%
在主观加权向量"&的作用下，主观加权的决策
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对主观加权指标向量组#&（,$"）&［+!(
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&
’］作正交旋转变换，得新的综合指标

向量组为
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为第"个主成份（"&!，’，⋯，’）；而第)个决策方
案（或被评价对象）.)的’ 个综合指标，其中(
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式（!)）说明两点：新的综合指标向量｛(
&

"｝间彼此正

交，避免了信息的重叠和相互干扰%其次由0(
&

"0’

&(
&

"
4(
&

"&!"，表明了特征值!"正是综合指标（主成
份）("所含的信息量，且各主成份所含信息量已经

排序：0(
&

!0’.0(
&

’0’.⋯.0(
&

*0’%
（’）对于第)个决策方案（被评价对象）在原始
指标组和新的综合指标组下的两组评价值（()!，()’，
⋯，()’）和（1)!，1)’，⋯，1)’）成立：

0（1)!，1)’，⋯，1)’）0’&
0（+!()!，+’()’，⋯，+’()’）30’&
（+!()!，+’()’，⋯，+’()’）343
（+!()!，+’()’，⋯，+’()’）4&
（+!()!，+’()’，⋯，+’()’）
（+!()!，+’()’，⋯，+’()’）4&
0（+!()!，+’()’，⋯，+’()’）0’

即决策方案（被评价对象）.)经一次主观赋权后的
信息量在正交变换’&#&下保持不变，进而总信
息量亦不变+
理想决策!#经一次主观赋权后在正交变换

’&#&下的评价值为

!#&（+!(!#，+’(’#，⋯，+’(’#）3$
（1!#，1’#，⋯，1’#）
利用排序后的综合指标（主成份）所含信息量

的大小，可进行二次客观赋权，并且可以进行降维

处理%
各主成分的重要程度可以由它们所含的信息

量的大小确定，第"个综合指标的客观赋权为
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亦可以先进行降维处理再客观赋权，按累积信
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息量的贡献率不低于某个阈值（譬如!"!）的原则

保留前"个主成份，即
!#$!%$⋯$!"
!#$!%$⋯$!#

!!"!来确

定"，此时客观赋权为：

"$&
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（$&#，%，⋯，#） （#’）

经二次混合赋权后且保留前"个主成份的第$
个决策方案（被评价对象）的评价值为

&’&（"#(’#，"%(’%，⋯，""(’"）&
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#
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%&#"%)%*%%+’#
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#

%&#"")%*%"+’#
）

（"##） （#"）
由式（#(）、（#"）可见，二次混合赋权既重视了原始
指标的经济含义，又经正交旋转消除了指标间的相

关性，兼顾了综合指标数学含义上的信息量,
将二次赋权的（降维）理想决策方案单位化：

（&$）)& #

"
"

%&#
（"%(%$）% %

（"#(#$，"%(%$，⋯，""("$）（"##）
求经过二次混合赋权后每一决策方案&’在理

想决策方案&$上的投影：

-’&&’·（&$）)&
#

"
"

%&#
（"%(%$）% %

"
"

%&#"%
%(’%($%

（’&#，%，⋯，.） （#*）
其几何含意为决策方案&’的模与该方案和理想方
案&$之间夹角的余弦的乘积，即方案&’的综合评

价值

-’&&&’&+,-（&’，&$
’
） （#.）

式（#.）表示了方案&’的理想化程度,
依据-’的大小来确定各决策方案&’的优劣

顺序,
由式（#)）知 &&’&#&&$&

（’&#，%，⋯，.）
再由式（#.）知，任何方案&’的综合评价值-’

和理想方案&$的综合评价值-$相比，均有

-’#-$ （’&#，%，⋯，.）

! 应用实例

作者以《中国工业经济统计年鉴》#//(年提供
的全国#*个省、直辖市主要工业经济效益指标的
统计资料［"］为基础数据，进行经济效益的比较和排

序分析,很显然，此类问题是典型的多指标综合评
价问题，已知被评价对象集为&&｛北京，天津，上
海，江苏，⋯，山西｝，共有#*个被评价对象，指标集

/&｛/$($&#，%，⋯，0｝，其中/#为全员劳动生产
率（元／人）；/%为资金利税率（!）；/(为百元销售
收入实现利润（元）；/’为百元工业产值占用流动
资金（元）；/"为产值利税率（!），共"个评价指
标,根据实际意义，除/’为逆向指标外，其余均为
正向指标,具体工业经济效益指标值见表#,

表" "##!年全国部分省、直辖市主要工业经济效益指标

$%&’" $()*+,-./0*%1)23+34*2)55*2*)+26*+,)7).35.)8)0%19038*+2).%+,4%:302*/*).*+"##!

省（直辖市）
全员劳动生
产率/#／
（元／人）

资金利税
率/%／
!

百元销售收入
实现利润/(／
元

百元工业产值
占用流动资金/’／
元

产值利税
率/"／
!

&# 北京 ’.#.. #*0*# !0!/ (#0)" #"0..
&% 天津 ’((%( /0)! (0*" %/0!) !0’’
&( 上海 "/)%( #(0!’ *0)* %*0"" #%0!.
&’ 江苏 ’*!%# #)0"/ (0"# %%0’* .0’#
&" 浙江 ’#*’* #(0%’ ’0*’ %’0(( /0((
&* 安徽 %*’’* #)0#* %0(! %*0!) /0!"
&. 福建 (!(!# ##0/. ’0./ %*0’" #)0*’
&! 广东 ".!)! #)0%/ ’0"’ %(0)) /0%(
&/ 辽宁 %!!*/ .0*! %0#% (#0)! /0)"
&#) 山东 (!!#% !0/% (0(! %"0*! !0.(
&## 湖北 ().%# #)0!. ’0#" ()0(* ##0’’
&#% 湖南 %’!’! #)0.. %0’% ()0.# ##0(.
&#( 河南 %*/%" /0(’ (0)* ()0## #)0!’
&#’ 江西 %(%*/ !0%" %0"! (%0". !0*%
&#" 河北 %!%*. !0#( (0#. %/0%" /0#.
&#* 山西 %#"!( .0’# ’0** ("0(" ##0%.
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本例一次主观赋权以权重向量为!!!（"，"，"，

"，"），其最终结果实际上为单纯采用主成份分析法
客观赋权的结果!

利用公式（"）、（#），经正向化后的决策数据阵
为：

"" "# "$ "% "&

"

"

#

$

%

!

#" #"&’% ’(# )(* %($ +($)
## #"*%, "()* "(&$ &(&& "(,$
#$ $*%&, )(%$ $(’% +(+ &(%)
#% #&#$+ $("+ "($’ "#(+’ ,
#& #,,)$ &(+$ #(&# ""(,# "(’#
#) %+)$ #(*& ,(#) +(&& #(%%
#* ")*’+ %(&) #()* +(’ $(#$
#+ $)##& #(++ #(%# "#($& "(+#
#’ *#+) ,(#* , %(#* "()%
#", "*##’ "(&" "(#) ’()* "($#
#"" ’"$+ $(%) #(,$ %(’’ %(,$
#"# $#)& $($) ,($ %()% $(’)
#"$ &$%# "(’$ ,(’% &(#% $(%$
#"% ")+) ,(+% ,(%) #(*+ "(#"
#"& ))+% ,(*# "(,& )(" "(*)
#") , , #(&% , $(+)

利用公式（&）、（)），均值化后的决策数据阵为：

"" "# "$ "% "&

#

"

#

$

%

!

#" ,(*")#$# #(,#’%$ #(),",) -,($*%+$ "(’%"*#
## ,(%&**’$ -,(%&,,’# -,("+)"* -,("’$,’& -,()$*&)$
#$ "(&"")& "(""*$" "(,’&*% ,(#*’%"+ ,(’#"#*
#% ,()’#$) ,(,%*"$,+ -,(#),)$+ ,(+*%,&) -"
#& ,($%&$%& ,(’"’*% ,($%,%#) ,(),#"+ -,($#%$+’
#) -,()*$’,) -,(,’%%)#% -,(+)"*,# ,(#%$,* -,("%"%"
#* ,("#)%,* ,(&,"&%) ,(%#,#"$ ,(#’$’&) ,("$)&*)
#+ "(%#’"" -,(,&")&&# ,(#+*#$% ,(*’&&%) -,($&’&**
#’ -,(&""%$ -,(’"",’$ -" -,($*’"’# -,(%##’"&
#", ,("&&$,+ -,(&,#**+ -,($#’*+* ,(%,&’,& -,(&$&&"*
#"" -,($+*#%# ,("$’$$" ,(,*’*+*# -,(#*%&"# ,(%"+,+
#"# -,(*+",)# ,(",)%,# -,(+%,%#) -,($#&$’+ ,($’$%%’
#"$ -,()%"*+* -,($)%%* -,(& -,(#$+")& ,(#,)’&#
#"% -,(++)’%% -,(*#$$’’ -,(*&&$"’ -,(&’&+# -,(&*%##%
#"& -,(&&"*’* -,(*)#’"% -,(%%"%+’ -,(""$"$" -,($+,)+’
#") -" -" ,($&",)% -" ,($&+#)"
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由公式（!），相应的协方差阵!""!"为：

!

!

"

#

$

"

#$%%!& &$’’!( %$(’)% )$*&+, ,$,!’+
&$’’!( ,+$+(*% ’$’!!# ,$#’#& %$+(’%
%$(’)% ’$’!!# ,*$,)%) +$*&,’ !$((,*
)$*&+, ,$#’#& +$*&,’ )$+!&, -*$+,#,
,$,!’+ %$+(’% !$((,* -*$+,#, !$!(#!

!的特征值由大到小依次为：!,"*’$#%&#，!*",+$!(#&，!("*$&#&(,，!)"+$#)(,’,，!&"+$),!(##!
由对应的单位特征向量构成的正交阵，即公式（,,）中的正交阵!

#

!

"

#

$

"

+$),*# +$%,’! -+$(!*+ +$)### -+$*),#
+$&)!* +$++%& +$%#&% -+$,&)# -+$)(#+
+$%,() -+$,!+# -+$)’!! -+$&%%& +$,’#,
+$+’#& +$&&,& +$(&#, -+$,((, +$!(&!
+$(’,# -+$&(*’ +$,+)! +$%**& +$),)&

（,’）

对决策方案数据阵"作正交变换$""#得公式（,*）中的在新的综合指标｛$%%｝下的决策数据阵

&, &* &( &) &&

$

!

"

#

$

"

’, ($%+#! -,$**#& -+$+&)! -+$,!,* -+$+)((
’* -+$)(** +$&)&( -+$&*’! +$+(*’ -+$(&)!
’( *$*’)& +$),’) -+$,**’ +$)#’, -+$+%,%
’) -+$,&*+ ,$)’’+ +$,,,& -+$*&*) -+$++’#
’& +$!’)! +$%%%) +$&*!& -+$)))’ -+$,,))
’% -+$’#+! -+$+%+# +$%!!! +$+)&& +$,%,!
’! +$%%*’ +$+##+ +$*,%’ -+$*+%! +$,+,%
’’ +$%!,’ ,$)%&+ -+$)&#% +$**## +$,%!&
’# -,$&,’& -+$,(&* -+$,(%* +$*(#* -+$,,#!
’,+ -+$&’,& +$%&’( -+$,&%# -+$+)&+ +$,#!)
’,, +$,++) -+$%*%) +$,)!* +$+(%) +$+,’#
’,* -+$%&’% -+$!*’+ +$%#’’ +$(&!) -+$+#(+
’,( -+$!,() -+$&&&% +$,%&* +$,!#) +$,(,(
’,) -,$)#’+ -+$))!+ -+$+!#+ -+$,’,% -+$*’!+
’,& -,$+!,% -+$,(+) -+$,#+% -+$,*#& +$,)(#
’,% -+$%#!) -,$)*!& -+$’,%) -+$,’!! +$,%+*

（,#）

均值化后的理想决策方案为

’&"（"&,，"&*，⋯，"&(）"
（,$&,,!，*$+*#)，*$%+,,，+$’!),，,$#),!）
经正交变换得理想决策方案’&""&#为

’&"（&&
,，&&

*，&&
(，&&

)，&&
&）"

（)$,)##，-+$+)’!，+$+#!#，+$+%+*，+$%’(,）
本例在公式（,)）中，只要取)"*，即保留第,

主成份&,、第*主成份 &*，信息的累计提取率已
达

!,.!*
!,.!*.!(.!).!&

"#+$#)*

利用式（,*）和（,’），可得入选主成份 & 和均
值化后的原始指标"的关系为：

&,"+$),*#+,.+$&)!*+*.+$%,()+(.
+$+’#&+).+$(’,#+&

&*"+$%,’!+,.+$++%&+*-+$,!+#+(.
+$&&,&+)-+$&(*’+&
利用公式（,)）得二次客观赋权入选主成份相

应的权重为

","
!,

!,.!*
"+$!*#& "*"

!*
!,.!*

"+$*!+&

最终由公式（,%）得综合评价值,（,）的计算式：

,（,）"’-·（’&）."
,

（",&,&）*.（"*&*&）’ *

（",*$-,$,& ."**$-*$*&）"+$!*#&$-,-
+$++,!!$-* （-",，*，⋯，,%） （*+）
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将式（!"）中前#列的数据代入式（#$），得!%个省、
直辖市的综合评价值!（!）"
类似，可保留前&个主成份#!、##、#&，其累

计信息提取率高达

!!’!#
!!’!#’!&’!(’!)

*"%+,,$

相应综合评价值!（#）的计算式：

!（#）% *
!

!
&

&*!
（"&#&"）# #

!
&

’*!"(
#)%&)("*

$+%,(,)%!-$+$$!$$))%#’$+$$$!#")%&
（%*!，#，⋯，!%） （#!）
将式（!"）中的前&列数据代入式（#!），可得!%个
省、直辖市按前&个主成份得到的综合评价值

!（#）"比较!（!）% ，!
（#）
% ，（%*!，#，⋯，!%）各自的排

序，发现两者的序完全一致，理由很简单，第&主成
份#&的作用相对于第!、#主成份已很次要，这由
其占总信息量的比例可以看出"本例可以肯定地推
断，即使保留全部主成份得到的综合评价值也不能

改变仅保留#个主成份产生的排序"!%个省、直辖
市的综合评价值!（!）、!（#）及排序号见表#"
由表#中的评价结果可以看出，北京作为我国

的政治、经济和文化中心，上海作为我国的最大工

业城市，其综合工业经济效益水平实力不凡，分别

居于第!位、第#位"而排名第&位到第"位的基本
上是沿海率先实现改革开放的省、市，体现了经济

发达、技术先进、管理水平高、经济效益较好的区域

优势"江西作为革命老区经济基础薄弱、技术落后；
辽宁作为重工业基地省份，设备陈旧老化、资金匮

乏、技改措施跟不上等众多主客观因素影响，这两

个省份分列最末一、二位"以上结论是单就!""#年

度的资料分析而言，在局部排序上带有一定的随机

性，但总的来讲，本文的评价结论与人们的直观判

断和习惯认识基本一致，有一定的可信度和决策参

考价值"特别在具体操作中，若能由有关经济专家
对各项经济指标确定合适的一次客观赋权，则本文

的二次混合赋权的分析结论定能更贴近实际情况"
表! "##!年全国部分省、直辖市主要工业经济效益综合评
价值及排序

$%&’! $()*+,-.)/0%.1)2+34()56712485%.)*+6+,5*)3359
*5)6*:567)/)2+32)0)8%.-8+056*)2%67,%;+8*545)2%674()58
8%6<256"##!

省（直
辖市）

前两个主
成份综合

评价值!（!）

前三个主
成份综合

评价值!（#）
排序号

北京 #+.$, #+)(# !

天津 -$+&!% -$+#". ,
上海 !+%%% !+)%( #
江苏 -$+!!( -$+!$% .
浙江 $+).! $+)&. &
安徽 -$+%)$ -$+%!$ !&
福建 $+(,& $+()( )
广东 $+(,, $+(), (
辽宁 -!+!$, -!+$($ !%
山东 -$+(#) -$+&"" "
湖北 $+$.( $+$.$ %
湖南 -$+(." -$+()$ !$
河南 -$+)!" -$+(,, !#
江西 -!+$"# -!+$#) !)
河北 -$+.,# -$+.&( !(
山西 -$+)$% -$+(.% !!
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