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摘要：研究了含不确定性线性奇异滞后系统的鲁棒 H 控制问题．其中不确定性是范数有界的．为此首先给出 

了相应的无控制标称系统内稳定且满足 H 范数界的一个充分条件．然后讨论了含不确定性奇异滞后系统鲁棒 H 

控制问题有解的一个充分条件，并同时给出了控制器的设计，控制器可由线性矩阵不等式解得．最后举例说明本文 

方法的正确性． 
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Robust H-infinity control of uncertain singular systems wi廿l delay in state 

FENG Jun,e，CHENG Zhao．1in 

(School of Mathematics and System Science，Shandong University，Shandong Jinan 250100，China) 

Abstract：This paper examines the problem of robust H-infi nity control for linear singular state delayed systems with norm- 

bounded parameter uncertainty．First，one sufficient algebraic condition is given to guarantee the stability and H-infinity norm- 

boun dness ofthe corresponding unforced nominal singular systems  with delay in state．Then，the sufficient condition is obtained 

for the existence of robust H-infi nity controller using the method of LMI．Th e controller can be solved by two L~Ⅱs．Finally． 

an illustrative example is presented． 
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1 引言(Introduction) 

关于含不确定性的线性滞后系统的鲁棒镇定与 

鲁棒 H 控制问题，近年来已引起了许多研究者的 

重视．文献[1～4]讨论了不确定性滞后系统的鲁棒 

镇定，文献[5～8]研究了不确定滞后系统的鲁棒 

H 控制．由于广义系统能够更好地描述实际系统， 

因而广义时滞系统有着广泛的应用背景E9 J．但由于 

广义时滞系统本身的复杂性，使得人们关于广义时 

滞系统的研究结果相对而言就少得多了【 -l ． 

本文将首先讨论含不确定性的奇异滞后系统的 

标称系统内稳定且满足 H 范数界的条件，然后在 

此基础上利用线性矩阵不等式的方法给出了含不确 

定性的线性奇异滞后系统存在鲁棒 H 控制器的一 

个充分条件，控制器可由LMI解得． 

2 问题的描述(Problem statement) 

考虑具有如下形式的参数不确定性奇异时滞 

系统： 

Ex(t)=(A+△ ) (t)+(A +AA ) (t—r)+ 

(B+AB)u(t)+(D+AD)W(t)， 

(t)= Cx(t)， 

(t)= (t)，t∈ [一r，0]． 

这里 ， (t)∈曼“，“(t)∈ ，W(t)∈蔓 ， (t)∈ 

分别为系统的状态向量、控制输入、干扰输入与控制 

输出； (t)∈C[一z_，0]为初始函数；z_>0为滞后 

常数；系统中矩阵 E，A，A ，B，D，C为适维常阵．特 

别地，rank E：P<n，△ ，△ ，，AB，AD是系统的 

不确定性．本文假设系统的不确定性具有如下结构： 

[△ △ r AB △D]=
一  (2) 

GF( )lE。 E E6 Ed J． 

其中未知矩阵 F( )∈ 满足 

F ( )F( )≤ ／k， (3) 

且 ∈ ．这里 是一紧集，并且对任何满足 F 

≤ ／k的矩阵F，都有 ∈ 满足式(3)．这里 为单 

位阵，G，E。，E ，E6和 是已知的适维阵． 
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本文目的是设计状态反馈控制器 

“(t)=Kx(t)， (4) 

使之与系统(1)～(3)构成的闭环对所有满足相容性 

条件的初始函数 (t)都有： 

a)对所有满足式(2)和(3)的不确定性，闭环系 

统是稳定的； 

b)ll (s)ll ≤ )，，其中 (s)表示从干扰 

输入 (t)到被控输出z(t)的传递函数，)，>0为 

给定常数． 

3 主要结果(Main results) 

首先给出系统(1)的标称系统当 “(t) 0时， 

系统内稳定且满足 H 范数界的充分条件，这对于 

解决本文问题将起到关键性的作用．现在就讨论无 

控制奇异时滞系统 

f E (t)=Ax(t)+A (t—r)， ， 、 
【 (￡)： (￡)，￡∈ [一r，0] 

零解渐近稳定的充分条件．为此需要以下引理与概念： 

引理 1[̈J 存在矩阵 ∈ ，使得 

f XE‘=EX ≥0， 

I +A <0 
的充要条件是 (E，A)是容许的，即 

a)det(sE—A)≠ 0，V S∈ 2； 

b)deg{det(sE—A)}=rank E； 

C)(sE—A)的有限特征根在开左半平面． 

引理 2 若系统(5)中矩阵对 (E，A)满足引理 1 

的条件，则对任一满足相容性初始条件的函数 

(t)，方程(5)在区间[0，+∞)上有连续的唯一解． 

证 由于矩阵对 (E，A)是正则的，无脉冲的， 

则系统(3)存在如下的r．s．e标准形： 

t—r)+A l2孟2(t—r)， 

)+A 22孟2(t—r)， 

t∈ [一r，0]． 

若 (t)满足相容性初始条件，则 (t)满足相容性 

初始条件，显然上式在[0，+∞)上有唯一连续解． 

系统(5)的更一般的形式为 

E (t)= t， )． (6a) 

其中 (0)= (t+0)，0∈[一r，0]，f(t， )：[0， 

+∞)X C([一r，0]，R )一R 连续，且．厂(t，0)：0， 

V t≥ t0≥0．方程(6a)的初始条件为 

=  (t)， (t)∈ C([to—r，to]， )． 

f6b) 

在给出系统(6)的稳定性概念[12]之前，还需引用如 

下记号 ： 

区间 =[0，t )，其中0<t ≤+∞； 

m维连续可微向量函数q(t，x)在[0，+∞)X 

蔓 上有定义； 

S (t0，t )是系统(6)的满足相容性初始条件的 

函数的集合，且 V l∈ S (t0，t )，方程(6)在区间 

[t0一r，t )上有连续解； 

8(o， )={ ∈C([一r，0]， )，ff ff< ， >0}． 

定义 1 若 V t0∈Tk，V￡>0，总存在 (t0，￡) 

>0，使得 V ∈8(0， )n S (t0，t )，方程(6)过初 

始条件(t0， )的解 (t，t0， )满足 『『q(t， (t))ff 

≤￡，V t∈[t0，t )，则称方程(6)的零解关于{q(t， 

)， }为稳定的． 

特别地，若 仅与￡有关，与 t 无关，则称方程 

(6)的零解关于{q(t，x)，Tk}为一致稳定的． 

定义 2 若方程(6)的零解关于{q(t，x)，[0，+ 

∞)}为稳定的，且 V t0∈ [0，+∞)，存在 △(tn)> 

0，使得对 V ∈ 日(0，A(t0))n S (t0，+∞)有 

lim ll q(t， (t，t0， )ll=0， 

则称方程(6)的零解关于 {q(t， )，[0，+∞)}为渐 

近稳定的． 

注 1 上述稳定性定义中的 t ，可取为 + ，也可取 

为有限数，这样使得稳定性概念的应用得以扩大，因为在实 

际问题中，只要在充分大的时间间隔内稳定即可． 

注 2 上述概念中，初始函数不仅要相容性初始条件． 

而且要保证系统(6)的解在 [t0，t ]上存在，即属于 Sk(t0， 

t )，这与非奇异系统解的稳定性的概念不同，当然对于本文 

中的系统(5)，由引理2知，Sk(t0，t )即为满足相容性初始条 

件的函数集合． 

注 3 若q(t， )= ，t =+∞，Sk(t0，t )=c([一r， 

o]， )，则上述稳定性概念为传统意义下的 Lyapunov稳定 

性概念． 

引理 3[12] 设对方程(6)的任一解 (t)，存在 

楔函数 “(·)， (·)，非负非减函数 (·)及连续泛函 

V(t， )：[0，+∞)X C([一r，0]，=蔓 )一 曼，满足： 

① “(1l q(t， (t))l1)≤ V(t， )≤ (1l l J)； 

② D V(t， )≤一 (1l q(t， (t))l1)，贝0方 

程(6)的零解关于 {q(t， )，[0，t )}为一致稳定的， 

其中 t ≤+∞．若 s>0时， (s)>0，且当 q(t， 

(t))有界时，沿方程解的导数 口(t， (t))有界，则 

方程(6)的零解关于{q(t， )，[0，+∞)}为渐近稳 

定的． 

～ 一 ￡  - (  1 ￡ ．， 

+ ～ = 

)  1 ● J  

￡  r ) )  ＼二 ～A 

面 + 

¨ ) ～ ～ ～4 ￡ r【  

= = 
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下面利用引理 3给出系统(5)零解渐近稳定的 
一 个充分条件． 

定理 1 若存在矩阵 P∈j． ，和正定矩阵 Q 

∈j一 满足 

EP ：PE ≥0， (7a) 

PT+P4T+ PTQ一 P4 +Q <0， (7b) 

则系统(5)是零解渐近稳定的． 

证 由引理 1知，存在非奇异矩阵 ，，v，使 

得系统(5)r．s．e于下面的系统： 

fY】(t)=Al Yl(t)+A l】， 】(t—r)+Arl2Y2(t—r)， 

{ Y：2(Ⅳt一)。三 。：yj ( t - v：)[+ A r2 2；Y]2(， 三 一 ，。 ． 

E = MEN = 

A = MAN = ，

㈨  

；ir==朋 r 三 A r l 2 ]， 
9b 

)=Ⅳ 

注意到式(7)成立是 r．s．e下的不变量，因此对 

于系统(8)，存在矩阵 P∈ 及正定矩阵 ∈ 

， 满足 

= PE ≥0， (10a) 

AP + + P 一PA + <0．(10b) 

显然满足上式的矩阵 形如 P I 
，且 P。。> 

= [ 。 聪定义 
g(t， (￡))=ylTyl， 

(o， ) T(o)P 。 l(o)+ 

-『： [ T(s) j(s)]户 一 [ ；]ds， I [ T(s) j(s)]P QP一 ll： ， I ， 
V ∈ S+ (o，+∞)， 

系统(8)过 (O， )的解记为 (￡)，则 

(t，y )= T(￡)P 。yl(t)+ 

⋯

t 

㈦yY(s 驯  ]ds． [yT(s) s)]P—QP一 ll ，、I ． 
一 r ‘ y，、 ，‘ 

且 

P ll g(t，Y(t))ll≤ V(t，) )≤ 

yT(t)Pil Yl(t)+ ll 一 ll·ll ll ·r≤ 

(1l P 。ll+ Jf芦 一 ll·r)l1) ，ll 2． 

其中 P 表示 P 的最小特征值，又式(11)可以 

写为 

V(t，̈ )：Y (t)P一 Ey(t)+ 

一  [，， (s)，， (s)] 一 一 [ ； ；]ds， 
(12) 

则 

v(t，yf)l(8)= 

yT(t) (t)+yY(t) P～， (t)+ 

，， (t)p一 一 )，(t)一 

Y (t—r) 一 (t—r)= 

2)， (t)户 ay(￡)+yT(t)户 户一 ) (t)+ 

2y (t) 一 ，y(t—r)一 

Y (t—r) 一 一 Y(t—r)= 

2y (￡) (t)+yY(t) 一 )，(t)+ 

yY(￡)P 一 )，(t)一( 一 (t)一 

P 一 (t—r)) · 一P· 

( Y(t)一P Y(t—r))≤ 

yT(t)P一。( 户 + + 

A P + ) 一 Y(t)= 

一 Y (t) (t)≤一2 rOy (t)Y(t)= 

一  (yT(t)yl(t)+ (t)y2(t))≤ 

一  T(t)yl(t)． 

这里 表示 的最小特征值，而 

： 一  

一

。( + + P j+ ) 一r． 

所以由引理 3知，系统(8)的零解关于 g(t，Y) 

=y_f(t)yl(￡)一致稳定，从而有 V e>O，存在 (e) 

∈ (0，e)，使得对 V ∈S (0，+∞)n B(O， )，系 

统(8)过(O， )的解满足yT(t) l(t)≤e ，即 g(t， 

'，(t))在[o，+∞)上有上界．设其界为 ，M >0， 

则对 V t∈[0，+∞)，有 ll Yl(t)ll≤M．不失一般 

性，可设对 v t∈[一r，+∞)，有 l l(t)ll≤M成 

立．下证 V t∈[0，+∞)，l尊(t，Y(t))l有上界．为 

此，先证p(A 22)<1，这里lD(·)表示矩阵的谱半径． 

由Schur补知，式 (10b)成立当且仅当有下式 

成立： 
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·  

令 = 铡 9a)代人上 鼽  ： ll，即 II y2(t) 而 

式 ，则有 

f P22+P +Q22 Ar22尸 1<0． (14) 【P
22AT 22 一Q22 J 

由于 可逆，从而P22可逆，上式两边左乘 = 

[P P ]，右乘 ，则有 

： P r 1<0． 【 A P丢r 
一  

22 
J 

其中 22= P Q22P >0，上式两边左乘 S = 

[一A ，】，右乘 ST，则有 

AT 22 22A 22一 22< 0
．  

于是有 p(A 22)<1，所以 正整数 Ⅳ0，当 凡≥ No 

时，ll A ll<1．由式(8)知 

I q(t，Y(t))I= 

2 I (￡)[A1Yl(￡)+A l1Yl(￡一r)+A 12Y2(￡一r)]I≤ 

2[1l Al ll +ll A ll ll +ll A l2 ll ll Yz(￡一r)l1]． 

又对 V t∈ [(Ij}一1)r， ]，由系统(8)有 

Y2(t)=一A 21Y1(t—r)一A 22Y2(t—r)： 

一 A 21y1(t—r)一A 22(一A 21yl(t一2r)一 

A 22Y2(t一2r))= 

一 At21Yl(t—r)一A 22[一At21Yl(t一2r)一 

A 22(一A 2lYl(t一2r)一At22Y2(t一3r))]． 

(15) 

于是有 

ll Y2(t)ll≤ 

+ll A ll +ll A； ll +⋯+ll A ll ． 

其中 

= Ⅱ姒 }ll A 2l ll M，Ⅱ }ll 2( )ll，0∈ ，0]}}． 

所以 

ll Y2(t)ll≤ 

+ll A ll +⋯ +ll A ll + 

ll A ll +⋯ + ll A 22 ll ≤ 

+ll A ll( +ll A 22 ll +⋯+ll A v0 ll )≤ 

邢 +ll A ll邢 +ll A ll ( + 

ll A 22 ll +⋯ + ll AAk 22-2No ll )≤⋯ ≤ 

I q(t，Y(t))I有界．由引理3知，系统(8)的零解关 

于{(，，7’(t)Y。(t)，[0，+o。)}一致稳定且渐近稳定． 

由于系统(8)的零解关于 {，，7’(t)Yl(t)，[0， 

+∞)}一致稳定，故 V∈>0，取 ∈ (0，∈)，使得 

V ∈B(O， )n S (0，+∞)， 

ll q(t，Y(t))ll= (t)yl(t)<∈ ． 

由上面证得 ll Y2(t)ll≤ ．其中 

奇 ， 
l=max{Il A ll∈，∈{， 

故系统(8)的零解关于 {Y，[0，+∞)}一致稳定 

由式(15)知，对 V t∈ [(Ij}一1)r，Ij}r]有 

Y2(t)= 

(一At22) 2(t—Ij}r)一∑(一At22) Af21Yl(i一 1． 

由于 Ij}≥Ⅳ0时，II(A ) II<1，则有lira (A~zz) = 

0，并且由 lira Y1(t)=0得 lira Y2(t)=0，所以系统 

(8)的零解关于 {Y，[0，+o。)}渐近稳定．从而，系统 

(5)零解渐近稳定．定理证毕． 

推论 1 若存在矩阵 P∈ R “，和正定矩阵 

9∈R 满足 

{ PE+=ETPATpT。 P—A 0
，

(16) I 
+ + +

一  

A 声T< ， 、 

则系统(5)零解渐近稳定． 

证 只需在式(7)两边同时左乘 P一，右乘 

P-T且令 声 ：P一， ：P—QP 即可． 

注 4 显然推论 1为文献[12]中相应结果的一个 

推广． 

注 5 当E：，n时，推论 1即为文献[13]中定理1． 

注 6 当A，=0时，由文献[11]知，推论1的条件即为 

相应的无滞后广义系统容许的充要条件． 

注 7 由于奇异时滞系统的复杂性，本文不能保证系 

统(5)时全局渐近稳定的． 

下面给出无控制的受扰系统 

r E (t)=Ax(t)+A (t—r)+Dw(t)， 

{ (t)= (t)， 

(t)： (t)，t∈ [一r，0) 

(17) 
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内稳定，且满足H 范数界的一个充分条件． y D P X(j co)D)≥0 

定理 2 若存在矩阵 P∈ j 和正定矩阵 Q 

∈置 满足 

r PE = ETP ≥ 0
， 

{ +ATpT+Q+PA Q—AToPT+ 
【7-2PDD P + C C < 0

． 

则系 统 (17)内 稳 定，且 满 足 H 范 数 界，即 

ll ，(s)ll ≤ y． 

证 由推论 1知 系统 (17)内稳定．下 证 

ll (s)ll ≤ y，这里 

(s)= C(sE一(A+ e ))～D． 

由H 范数的定义，只需证明 

y ，一 (一j CO) (j co)≥0 

即可 ． 

令 

LS=一(ATp + +PA Q + 

p+CTC+7-2PDDTPT)>0， 

则 

一 ATp 一PA—PA Q—A 一Q— 

C C 一 7-2PDD P ～ S = 0
． 

上式左边同时加上并减去 j∞PE，PA e—J ，A ei ， 

注意 雎 ：E P ，则有 

(一j∞E 一A 一A ej )P +F'(jcoE— 

A—A~e-J(￡，r)一 7-2PDD P 一C C—S一 

(AToP e—J 一Q) Q一 (AToP e J 一Q)=0．(18) 

令 

f IV(jco)=(A e—j 一Q)TQ一 (ATF' ej 一Q)， 

【X(jco)=(jcoE—A—A e～J )～． 

(19) 

令式 (18)两边 同时左 乘 (X(一jtoo)D) ，右乘 

(x(jco)D)，并注意 (j∞)=cx(jco)D，则有 

(一jtoo)~ (jco)= 

D P X(jco)D +(D P (一j co)D) 一 

)，一 (D P X(～j co)D) (D P x(j co)D)一 

(X(一jtoo)D) (~v(jco)+S)(x(j co)D)． 

分别用 y ，减去上式两边，并注意 ~v(j co)+S>0， 

则有 

y ，一 (一jtoo) (jco)≥ 

)， ，一D P x(j∞)D一(D P (一jco)D) + 

)，一 (D P X(一j co)D) (D P x(jco)D)= 

(7I—y一 D P X(一jtoo)D) (7I一 

注 8 当 E：In时，定理2即为文献[13]中定理2． 

注 9 与注2类似，当A ：0时，定理2的条件恰为相 

应的无滞后广义系统容许的且满足H 范数界的充要条件． 

由定理2得控制器(4)鲁棒镇定系统(1)～(3)， 

且使闭环满足H 范数界的一个充分条件． 

定理 3 若存在矩阵 K∈=： ，矩阵 P∈ 

以及正定矩阵 p∈ ，对所有满足(3)的不确定 

项成立下面的不等式 

PE ：E P ≥0， (20a) 

P[A+BK+GF(d)(E +E6K)]+[A+BK+ 

GF(d)(E。+E6K)] P +Q+P(A + 

GF(盯)E )Q一 (A +GF(盯)E )TPT+CTC+ 

7-2P(D+ (d)Ed)(D+ (d)Ea) P <0， 

(20b) 

则由式 (1)～(4)构成的闭环系统鲁棒稳定，且 

ll (s)ll ≤ y． 

定理3给出了系统(1)～(3)存在鲁棒控制器的 
一 个充分条件，但该条件含不确定性，无法应用，下 

面将利用线性矩阵不等式的形式给出定理 3的一个 

等价形式． 

引理 4[ ] 给定矩阵 ，E，F(d)：F (d)F(d) 

≤，和对称负定矩阵 Q <0，则，对任意的 F(d)： 

F (d)F(d)≤ ，， 不 等 式 Q + 胛 (d)E + 

F (盯)HT<0成立的充要条件是存在某个￡>0， 

使得不等式 p+￡删  +￡一 ETE<0成立． 

定理 4 对于系统(1)～(3)，存在矩阵 K∈ 

墨m 、非奇异矩阵 P∈曼 及正定矩阵 p∈蔓 

满足不等式(20)当且仅当存在一个正数e>0，非奇 

异矩阵 ∈曼 ， ∈ ，以及正定矩阵 ∈ 

曼 满足下面的不等式 

EX ：X E ≥0， (21a) 

r A D T c ] 

l —V 0 0 0 l 

l D 0 —72，E 0 0 l<0． 
f l Ej 一￡， 0 0 f 
l CX 0 0 0 一， 0 l 

L X 0 0 0 0 一 j 

(21b) 

其中 

=
A + XTAT+ BV／+ WTBT+ ￡GGT

， 

l= EaX + Ebg／． 

且若不等式(21)有解，则状态反馈控制律 “(t)： 
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当且仅当下面的不等式有解 K，P，Q： 

PE = ETPT≥ 0
， (22a) 

Q

一  

0

，1<0．0 c22bL 0 72 ， } 2T — I< ． ( ) T 一 ，J 

BK+ (盯)(E。+E )]TPT+CTC+Q， 

y =[三 一PyD：，]， 
d=P(A+BK)+(A+BK)TPT+CTC+Q， 

y+[ ]Fc盯，c E。+E E E + 
c E。+E E E TFTc盯，[ O J] <。．c23， 

e>0使得下面的不等式有解 K，P，Q： 

y +e[ ][ ]T+e一 E。+E E T· 

r 5 6 ] 

l霹 一Q+e ET e～ETEd l<0． 
L e～ETE 一72，+e～ETEdJ 

5=PA +e一 (E。+E )TE ， 

6：PD+e一 (E。+E )TEd． 

，

PD CT ， 

A T —Q 0 ET 0 0 

DTPT 0 — 72， ET 0 0 

∑1 E Ed —el 0 0 

C 0 0 0 一 ， 0 

， 0 0 0 0 一Q一 

< 0． 

E ：[三三】，A=[： 2】，A =[。?。 一三．。】， 
：  。 = 

2】 = 

A。=【三 】，Ar0=[三 三】，c= 一· 2 ， 

0． ] 
G = =l 3 0J， 

E ：[。主 ]，E =[≤。≤。]，E =[。 0。]， 
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根据定理4，由Matlab中 LMI工具箱解得系统(26) 

的鲁棒 H 控制器 

／／,(t)= [一3．12O0 —0．3069] (t)． 

5 结论(Conclusion) 

本文首先得到无控制的标称奇异时滞系统内稳 

定且满足 H 范数界的一个充分条件，并由此讨论 

了含不确定项的线性奇异时滞系统鲁棒 H 控制问 

题，得到了问题可解的一个充分条件，该条件是与滞 

后常数 f无关的，且用 LMI的方法给出了控制器的 

设计． 
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