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管道水锤方程的 Crank2Nicolson离散格式及其工程应用
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摘要: 为了模拟输水管道的水力过渡过程, 建立了一种新型的有压管水力计算模型。采用有限体积法对一维有压管

道水锤方程在空间和时间上进行积分,同时应用时间中心差分的 Crank2Nico lson 隐式格式对偏微分项进行处理, 得

到具有二阶精度且无条件稳定的水锤方程离散格式,并运用带有解析解的算例验证方法的准确性。通过模拟北京

市南水北调惠南庄泵站开、关过程, 可以提前预测出现的压力波动,及早采取应对措施,降低有害水锤出现的概率,

减少压力波动带来的不利影响,使瞬变状态安全过渡到正常运行状态。结果表明此方法具有良好的工程应用性。
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Crank2Nicolson discrete form of pipeline water hammer equation and its engineering application
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Abstract: In order t o simulate the hydraulic tr ansit ion pro cess in the pipeline, a new model o f hydraulic calculation of pressur e

pipe w as established. The finite v olume method was used to conduct the spatial and t em po ral integ rations for the one2dimension2

al equation of water hammer pr essure pipe , the implicit Crank2Nicolson scheme of central difference of time w as used to treat

the pa rtial differ ential items, and the discrete format of w ater hammer equations with the second order accuracy and uncondit ion2

al stability was obtained. The example w ith analytic solutions w as used to v erify the met hod accuracy . Through the simulation of

opening and closing pro cesses o f H uinanzhuang pum ping station o f t he South2to2Nor th Water Div ersion P roject in Beijing , pres2

sure fluctuation can be predicted, therefor e ear ly response measur es can be propo sed to reduce the occur rence probability o f w a2

ter hammer and the adver se effects of pressur e fluctuation, and t he trainset conditions can be changed into no rmal oper ation. T he

met hod has good eng ineering applicat ion.

Key words:w ater hammer ; finite v olume method; Crank2Nicolson implicit scheme; South2to2North Water Div ersion P roject

1  研究背景

当阀门突然开启或关闭、水泵突然停止、骤然启闭导叶

时,由于水的几乎不可压缩性, 在管道中会产生以声速来回

传递的压强波,这种现象称为水锤。水锤产生的瞬时压强可

达管道中正常工作压强的几十倍甚至于数百倍, 这种大幅度

压强波动,可导致管道系统强烈振动, 造成给水管道爆裂、水

泵及阀门损坏、大量漏水乃至停水, 有时会造成泵站淹毁、泵

船沉没,人身伤亡等。因此分析水锤的发生与发展, 科学地

估计可能造成的危害, 及时采取措施, 避免或减少水锤带来

的危害,对于保证水系统的安全运行、制定科学的运行规程

具有重要的意义。

目前, 应用于有压管道瞬变流的数值计算方法包括特征

线法( MOC) [ 1]、有限差分法( FD) [2]、有限体积法( FV) [3]。其

中, 应用最为广泛和成熟的是 MOC 法, 它将水锤偏微分方程

沿特征线化为常微分方程[ 4] , 但在遇到计算域内非常数或非

均衡克朗数时需要进行修正或不能保证守恒, 通过将时间步

长取得很小以满足计算精度。有限体积法是在有限差分的基

础上发展起来的, 它把计算域离散分成若干个互不重叠且相

连接的规则或不规则形状的单元体, 使得每个控制单元体都

包含一个网格点, 对这些单元体进行质量守恒和动量守恒计

算, 得到一组单元体特征量为未知量的代数方程组,并对该方
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程组进行离散化, 离散化的方程组结合原问题的初值条件和

边界条件可求得问题的数值解[5]。对比于特征线法, 有限体

积法的显著优点是: 对于单个控制单元体或是多个控制单元

体组成的区域,不存在守恒量上的误差,即使是在比较粗的网

格状况下,也能正确计算间断问题,满足积分守恒。有限体积

法广泛应用[7216]以来,以 Godunov 格式作为主要格式来探索有

压管道瞬变流问题。Hwang Yao2Hsin[6]等基于守恒型格式,

以密度代替水头作为未知量处理方程, 得到具有二阶精度的

Godunov格式数值解法,并且还推导出一种有效的 Riemann [7]

解用于解决 Riemann 问题; 耿艳芬等[8]基于有限体积法建立

了管道瞬变流的离散格式,采用特征分解技术处理界面通量,

建立二阶精度的 TVD格式,保证了质量和动量的守恒性。

本文采用有限体积法对有压管道水锤公式在控制体积

内进行积分后,在一定的时间间隔内对其积分, 从而得到一

种基于有限体积法的水锤公式的离散格式。由于采用中心

差分格式,因而具有二阶计算精度, 计算无条件稳定。通过

带有解析解的实例验证该方法模拟水锤问题的准确性,并将

其应用于北京市南水北调惠南庄泵站流量调试过渡过程,计

算结果表明此方法具有良好的工程应用性。

2  控制方程及其离散

2. 1  控制方程
求解一维有压管道水锤问题的控制方程是连续方程和

运动方程。

连续方程:
5H
5 t +

c2

gA
5Q
5 x = 0 (1)

运动方程: g 5H
5 x

+ 1
A
5Q
5 t

+ f Q| Q|
2DA 2 = 0 (2)

式中: H 为测压管水头( m) ; t 为时间变量( s) ; g 为重力加速

度( m/ s2 ) ; A 为管道面积( m2 ) ; Q为流量( m3 / s) ; x 为沿管轴

线的距离( m) ; f 为摩阻系数; D 为管道直径( m ) ; c 为水锤波

的传播速度,计算公式如下:

c=

K
Q

1+
K
E

# D
D

(3)

式中: K 为液体的体积模量( MPa) ;D为管壁厚度 ( m) ; E 为

管材的弹性模量( MPa) ;Q为液体的密度( kg / m3 )。

2. 2  数值离散
离散采用内节点有限体积法,以单元的中心作为存储变

量的位置。式( 1)、式( 2)中水头和流量与位置、时间有关,因

此采用控制体节点和时间方形离散网格,见图 1。

图 1  控制体积划分
Fig. 1  Part it ion of cont rol volume

将连续方程在单元 P 上从时间 t 到 t+ $t进行积分:

Q
t+ $t

t Q
$V

5H
5 t dVdt+ Q

t+ $t

t Q
$V

c2

g
5Q
5 x dVdt= 0 (4)

由高斯公式,式( 4)可写成

Q
$V Q

t+ $t

t

5H
5 t dt

dV+
c2

g AQ
t+ $t

t Q
A

nQdA dt=

Q
$V Q

t+ $t

t

5H
5 t dt

dV+
c2

g Q
t+ $t

t
( QE- QW ) dt= 0 (5)

其中: $V= A $x

式中: A 为控制体表面积; $V 为控制体体积; n 为控制体表面

外法线方向单位矢量; QE、QW 分别为图 1 中 E、W点的流量。

取
5H
5 t =

H N
P - H S

P

$t
=

H 1
2+ H 1

1

2$t
-

H 0
2+ H 0

1

2$ t
, QE =

Q1
2+ Q0

2

2
,

QW =
Q1

1+ Q0
1

2
, 其中 H 0

1、H 1
1 分别为 t、t+ $t 时刻的 1 点水头

值; H 0
2、H 1

2 分别为 t、t+ $t 时刻的 2 点水头值; Q0
1、Q1

1 分别

为 t、t+ $t时刻的 1 点流量值; Q0
2、Q

1
2 分别为 t、t+ $t时刻的

2 点流量值。则式( 5)可写为

$V
2
[ ( H 1

2+ H 1
1) - (H 0

2+ H 0
1 ) ] +

c2$t
2g

[ (Q1
2- Q1

1 ) +

( Q0
2- Q0

1 ) ] = 0 (6)

同理, 对于运动方程, 在控制体体积内从 t到 t+ $t积分:

Q
t+ $t

t Q
$V

g
5H
5 x dVdt + Q

t+ $t

t Q
$V

1
A

5Q
5 t dVdt +

Q
t+ $t

t Q
$V

f Q | Q |
2DA 2 dVdt = 0 (7)

其中,

Q
t+ $t

t Q
$V

g
5H
5 x dVdt =

gA $ t
2

[ ( H 1
2 - H 1

1 ) + ( H 0
2 - H 0

1 ) ]

(8)

Q
t+ $t

t Q
$V

1
A

5Q
5 t

dVdt = $V
2A

[ ( Q1
2 + Q1

1 ) + ( Q0
2 + Q0

1 ) ] (9)

Q
t+ $t

t Q
$V

f Q | Q |
2DA 2 dVdt =

f Q | Q |
2DA 2 $V # $t ( 10)

上式的未知数 Q采用半隐格式:

Q| Q| =
Q1

1+ Q1
2

2
Q0

1+ Q0
2

2
( 11)

因此,连续方程和运动方程可以写成如下离散方程:

$V [ ( H 1
2+ H 1

1 )- ( H 0
2+ H 0

1) ] +
c2$t
g

[ ( Q1
2- Q1

1) +

( Q0
2- Q0

1 ) ] = 0 ( 12)

gA # $t[ (H 1
2- H 1

1 ) + ( H 0
2- H 0

1 ) ] + $x [ (Q1
2+ Q1

1 ) -

( Q0
2+ Q0

1 ) ] +
f (Q1

1+ Q1
2 ) | Q

0
1+ Q0

2 |
4DA

$x # $t= 0 ( 13)

在推导控制方程时采用的是对时间中心差分的 Crank2

Nico lson 隐式格式, 计算精度可达到二阶精度, 无条件稳定。

3  模型验证

图 2 所示为一刚性有压管道, 管道长 L = 1 000 m, 管道

直径 D= 01 2 m,管中波速 c= 1 000 m/ s, 假设图中系统为理

想状态,不考虑水的黏滞阻力, 即无能量损失。刚开始, 管右

端阀门部分打开,管道中水流流速为 v 0= 2 m/ s,初始水头为

H 0= 1 m。阀门突然关闭, 管道中将产生水锤现象, 则由水

锤产生的水头改变量理论值为 $H =
c# $v
g

=
1000@ 2

10
=
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200 m。设置离散控制长度为 1 m, N = 1 000, 时间步长为

01 001 s,计算步数 20 000 步,模拟推进时间 20 s。由于不考

虑摩阻水头损失,计算中的水头损失均为数值耗散引起 ,由

此可以衡量算法的数值特性。

图 2 模型验证示意图
Fig. 2 S chematic diagram of the model verificat ion

图 3、图 4 是利用有限体积法求得的阀门处、管线中点处

的压强水头计算值与理论值的对比。从图中可以看出水锤

水位最大值(H max)、最小值( H min )以及水锤周期 T 的计算值

与理论值吻合较好,说明推导出的有限体积的离散方法是正

确的,且精度很高。

图 3 阀门处压强水头
Fig. 3  Pres sure h ead t races at x = 995 m

图 4 管线中点处压强水头
Fig. 4  Pres sure h ead t races at x = 500 m

图 5描述的是水槽处压强水头变化, 左端点的第一次水

头变化是在第一个正压强波从右侧传递过来时导致的,该过

程时间 1 s 左右, 与图中 x 坐标方向吻合。而由于水槽内与

管内的水头差,流向迅速改变, 负压强波在很短时间内迅速

形成,左端水头还没达到 200 m 的峰值, 就迅速下降, 因此图

5 的水位峰值远不到 200 m。

图 5 水槽处压强水头
Fig. 5  Pres sure h ead t races at x = 5 m

4  模型应用

4. 1  工程背景
南水北调中线工程是实现我国水资源优化配置, 从根本

上缓解京津华北地区水资源严重短缺状况的特大型基础设

施。南水北调中线京石段应急供水工程(北京段) (图 6)位于

南水北调中线工程末端,全长约 80 km。工程任务是将上游

南水北调中线工程总干渠来水,通过北拒马河渠首枢纽的连

接与控制, 经输水暗渠穿越北拒马河中、北支, 至惠南庄泵

站,经加压泵站扬水,通过预应力钢筒砼管( PCCP)输水管道

输水至大宁调压池,再通过永定河倒虹吸、卢沟桥暗涵、西四

环暗涵、团城湖明渠输至北京段终点团城湖, 实现北京段总

干渠管涵输水。

图 6 北京市南水北调中线工程
Fig. 6  T he Middle Route Project of South2t o2North Water

Diversion Pr oject in Beijing

以惠南庄泵站调试阶段, 惠南庄至大宁调压池段 PCCP

输水管线为研究对象, 建立水动力模型。惠南庄泵站共设 8

台卧式单级双吸离心泵机组, 6 工 2 备,单机流量 10 m3 / s, 变

频调速运行;输水干线为 2 排内径 41 0 m 的 PCCP 管,管道承

受内压大,埋置深,特别是直径 4 米的 PCCP 在国内尚无实际

应用的先例,其制造、安装均具有国内领先水平;大宁调压池

工程位于大宁水库副坝下游, 上游接惠南庄至大宁输水干线

( PCCP) ,下游为永定河倒虹吸进口, 主要作用是调节供水水

位、供水流量并承担进城段和南干渠段输水工程的分水任务,

遇下游输水工程发生事故时, 可为上游惠南庄泵站提供应急

调整运行工况的时间,调度中多余的水量可退至大宁水库。

4. 2  工况模拟
在惠南庄泵站进行加压调试期间, 输水管道保持有压输

水状态,泵站逐级开启与关闭。水厂流量保持不变,其中第

三水厂分水21 6 m3/ s,城子水厂分水 21 53 m3 / s,田村山水分

水 21 08 m3 / s,第九水厂分水 41 78 m3 / s, 调试期间多余的水

量全部分配给大宁水库。此时大宁水库初始水位为551 5 m,

团城湖初始水位为 49 m。

模型分别模拟了在惠南庄泵站逐级开启、关闭调试期

间,惠南庄单台泵流量为 9 m3 / s, 启、关泵时间分别为 200 s

与 250 s,两台泵之间的间歇时间分别为 200 s、300 s、400 s

的几种工况,以寻求最佳开、关泵时间, 使管道承受的压力最

#933#
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小,保证管道安全运行。

工况 1 情况下 PCCP 单管起点处的边界条件见图 7,惠

南庄泵站在工况 1 运行情况下 PCCP 管在最不利点处的水

位过程见图 8, 6 种不同工况下的计算结果汇总见表 1。

图 7  PCCP单管边界条件

Fig. 7  Boundary condit ions of PCCP single tub e

图 8  PCCP管最不利点( HD0+ 191. 598)水位过程

Fig. 8  Water level process at the m ost unfavorable point

( H D0+ 191. 598) of PCCP pipe

从表 1 中可以看出: 泵开启时间越快, PCCP管道承受

的最大水压力越大, 是正常工况下管道最大水压力的

11 01~ 11 20倍, 小于极限要求的 11 4 倍, 管道能保持安全运

行;泵关闭时间越快, PCCP 管道承受的负压越大 ,由于总线

控制管道承受的负压不超过 31 5 m, 只有工况 6 满足要求;

当泵开、关时间一定时, 并不是泵间稳定时间越长, PCCP管

道承受的压力就越小, 只有三者有效组合, 才能降低管道压

力,保证管道安全运行。综合以上因素 ,建议选择工况 6 为

最终运行方案。

5  结论

本文采用有限体积法对一维有压管道水锤方程在空间

和时间上进行积分, 从而得到了水锤方程的离散格式, 并运

用带有解析解的算例进行验证该方法的正确性, 然后应用

到南水北调中线京石段应急供水工程, 建立了惠南庄至大

宁段水动力模型, 模拟了惠南庄泵站调试运行期间产生的

水锤现象。计算结果表明惠南庄泵开、关时间 250 s, 间歇

时间 400 s 时对管道运行最有利, 此结果对有关部门的调度

具有指导意义。

表 1  工况计算结果汇总

T ab . 1  C alculation result s for all w orking condit ions

工况
单泵开启

时间/ s

单泵关闭

时间/ s

泵间稳定

时间/ s

PCCP 管水头/m

最大值 最小值

不利点管

底高程/ m

压力水头/ m

最大值 最小值

正常工况最大

压力水头/ m
计算值/设计值

1 200 200 200 119. 20 49. 52 53. 33 65. 87 - 3. 81 59. 43 1. 11

2 200 200 300 121. 60 47. 95 53. 33 68. 27 - 5. 38 59. 43 1. 15

3 200 200 400 124. 70 49. 29 53. 33 71. 37 - 4. 04 59. 43 1. 20

4 250 250 200 119. 06 49. 57 53. 33 65. 73 - 3. 76 59. 43 1. 11

5 250 250 300 118. 70 49. 51 53. 33 65. 37 - 3. 82 59. 43 1. 10

6 250 250 400 113. 46 50. 09 53. 33 60. 13 - 3. 24 59. 43 1. 01
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