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摘 要：针对特定场地下土工构筑物的正常使用极限状态，考虑钻孔灌注桩、抗浮锚杆或 CFG 桩单

桩荷载-位移测试曲线之间的离散性，将测试曲线拟合得到的回归参数集视作随机变量，基于几何

可靠性算法框架，运用高斯 Copula 函数联合分布模型实施由标准正态空间到原始物理空间中随机

变量的表征转换，构建基于概率密度等值线的逆几何可靠性算法。该算法假定描述随机变量服从

正态分布的某一参数（均值或变异系数）未知，给定目标可靠指标，可推求随机变量的概率密度等

值线。通过极限状态方程限定概率密度等值线的几何轮廓，可求解特定目标可靠指标下随机变量

的未知均值或变异系数，并求出相应的安全系数。当随机变量服从其他非正态边缘分布时，等值

线的几何轮廓仍由一系列离散点近似表征，逆可靠性分析同样适用。建议的算法主要用于解决随

机变量部分统计参数缺失或不完备的难题，给定目标可靠指标时可根据构筑物重要性等级进行安

全系数校准。
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Inverse geometric reliability analysis algorithm for 
geotechnical structures
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Abstract: For serviceability limit state of geotechnical structures at a specific site, the scatter among the load-

displacement curves of bored piles, floating anchors or CFG piles is considered, and the set of regression 
parameters obtained by fitting these test curves is treated as a random variable. On the basis of theoretical 
framework of the geometric reliability method, a Gaussian Copula function is used to facilitate the 
transformation of random variables from the standard normal space to the original physical space, and then an 
inverse reliability algorithm based on probability density contours (PDCs) is constructed. In this algorithm, if 
one parameter of a normal probability density distribution is unknown, such as the mean or coefficient of 
variance, the PDC of the random variables can be derived when a target reliability index is specified. If the PDC 
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is bounded by the limit state equation, the unknown mean value or coefficient of variance for the random 
variable under a given target reliability index is solved, and the corresponding safety factor is derived. While a 
non-normal marginal distribution is followed by random variables, the geometric configuration of the PDC can 
be still approximated by a set of discrete points, and the inverse reliability analysis is also applicable. The 
proposed algorithm is mainly used to solve problems with statistical parameters of random variables  missing or 
incomplete. When the target reliability index is specified, the safety factor can be calibrated according to the 
importance hierarchy of the structure.
Keywords: inverse geometric reliability； probability density contour； safety factor； Gaussian Copula function

可靠性分析可细分为正分析与反分析两类。

前者通过建立构筑物的极限状态方程求解可靠指

标或失效概率，据此核算构筑物是否满足规范设定

的量值。在给定目标可靠指标的情况下，后者根据

构筑物的极限状态方程进行逆分析，反求待定参数

或随机变量。反分析在部分输入变量待定的情况

下尤为适用，亦称作逆可靠性分析，旨在解决随机

变量部分统计参数缺失或不完备的难题。此外，在

给定目标可靠指标下，根据构筑物重要性等级可以

校 准 安 全 系 数 。 一 次 逆 可 靠 性 法 [1-2]（inverse 
FORM）是目前解决逆可靠性问题的常用方法，在

一次二阶矩法 [3]的基础上发展而来。Der Kiureghian
等 [1]给出了逆可靠性算法的迭代公式，Li等 [2]将该算

法推广至多个设计参数的情况。

学者们对逆可靠性算法在工程中的应用进行

了探讨。姬建等 [4-5]基于一次逆可靠性法对多种土

工构筑物（土质边坡、条形浅基础、浅埋圆形隧道）

进行概率优化计算。蒋水华等 [6]基于一次逆可靠性

算法，对土坡坡角进行了分析。Winterstein 等 [7]基

于一次逆可靠性法原理，建立了环境等值线法，着

重 分 析 了 概 率 密 度 等 值 线（Probability Density 
Contour，PDC）并用于描述极端结构响应，奠定了一

次逆可靠性分析的特殊地位。目前，环境等值线法

多应用于海洋工程的逆可靠性分析中。Zhao 等 [8]将

该算法用于推求与目标重现期相应的海洋浮式结

构物的设计荷载。而环境等值线法在岩土工程中

的应用尚未见报道。为了更直观地定义与求解可

靠指标，吴兴征等 [9-10]在随机变量原始物理空间下构

建了几何可靠性算法，将发散概率密度等值面与单

倍标准差概率密度等值面之间的相对关系定义为

可靠指标，称为几何可靠指标。此指标在原理上与

常规的可靠指标定义无异，区别在于求解的算法，

主要表现在：1）几何可靠性算法构建于具有明确物

理意义的空间内，无需对随机变量进行标准化处

理；2）因采用一系列离散点近似表述概率密度等值

线（PDC），几何可靠性算法对任意非正态联合分布

均适用；3）几何可靠性算法将常规可靠性寻优求解

的过程替换为 PDC 的几何演化，使求解过程更

简明。

笔者将几何可靠性算法与极限状态分析相结合

来构建逆可靠性求解模型，并应用于土工构筑物的

承载性能评估。以两变量随机问题为研究对象，给

定目标几何可靠指标，假定某一随机变量的均值（或

变异系数）为未知，推求出两个随机变量的联合

PDC，通过迭代求解出该待定均值（或变异系数）。

这种给定几何可靠指标而推求未知量的算法称作逆

几何可靠性算法，力求解决实际工程中检测数据缺

失或无法全面给定所有参数的概率密度分布问题。

分别以京畿地区 3个建筑场地（顺义、后沙峪、燕郊上

上城）为例，整理相应土工构筑物（灌注桩、抗浮锚

杆、CFG 桩单桩）的现场荷载-位移测试数据（共 697
组），采用两参数回归形式（幂函数）对每一条荷载-位

移曲线测试结果进行拟合。首先，假定幂函数回归

参数间的相关性，采用高斯 Copula 函数联合分布模

型构建并推求给定目标可靠指标的 PDC；然后，结合

极限状态方程推求未知随机变量的均值（或变异系

数）；最后，求解相应可靠指标下构筑物的安全系数。

由此可确保在满足目标可靠指标的前提下，依据构

筑物重要等级校正安全系数。

1　逆几何可靠性算法

土工构筑物安全性评价中，逆几何可靠性算法

基于目标可靠指标求解描述随机分布函数的待定

参数，如正态分布的均值或变异系数，或者其他分

布参数。其包括 3 个构成部分：极限状态方程与极

限状态线、联合概率密度函数与 PDC、未知参数的

推求工况及其求解过程。

1. 1　构筑物的极限状态方程及极限状态线

正常使用状态下构筑物的极限状态方程 g可定

义 [11]为

g= Q ua - QLD （1）
式中：Q ua 为构筑物的容许承载力；QLD 为施加荷载。

当 g为负值时，构筑物处于失效状态。若采用幂函

数进行回归实测得到的荷载-位移（Q-s）曲线，Q ua 表

107



第  45 卷土 木 与 环 境 工 程 学 报（中 英 文）

示为

Q ua = p1 sa
p2 （2）

式中：p1、p2 为 Q-s曲线由幂函数拟合的回归参数。

其中，p1 为加载系数，为正值，其大小取决于加载水

平；p2 为幂指数，为非负值。理论上讲，p2 的值应该

小于 1，对应于 Q与 s关系呈凸曲线（p2 等于 1 时，Q

与 s呈线性关系）。 sa 为容许位移值，正常使用极限

状态下该值可预先给定。同一场地下通常得到多

条 Q-s测试曲线，由于土体侧摩阻力及桩端阻力的

空间变异性 [12-13]，这些曲线的回归参数间表现出离

散性，故将回归参数集视作随机变量。

基于传统安全系数 F s 的定义，平均承载能力与

平均设计加荷之间的关系可写为

F s = Q ua

QLD
（3）

一旦定义了随机变量，基于式（1）的极限状态

方程，根据变动参数法可求出极限状态线，具体算

法参见文献[10]。
1. 2　联合概率密度函数与 PDC
1. 2. 1　标准正态空间下的联合 PDC

当可靠指标 β已知时，以二元随机变量为例，给

出推求随机变量联合 PDC 的方法。在常规一次可

靠性算法中，可靠指标 β表示标准正态空间（u1-u2）

中某一圆形的特定半径。标准正态分布是以 0 为均

值、以 1 为标准差的正态分布，u1、u2 分别为标准正

态空间中的随机变量。若给定目标可靠指标 β t，则

可在标准正态空间中确定半径为 β t 的 PDC（即概率

密度等值圆形），如图 1 所示。显然，β t 值越高，其对

应的 PDC 轮廓也越大。

由此，二元独立随机变量U= (u1,u2)可随角度

θ变换，并表示为

u2
1 + u2

2 = β 2
t ⇒ì

í
î

u1 = β t cos θ
u2 = β t sin θ （4）

式中：θ为角度，介于 0°~360°之间。

依据《中国建筑结构可靠度设计统一标准》

（GB 50068—2018）[14]中给定的某一目标可靠指标，

如 β t = 3. 2，在二元标准正态空间中，通过设定不同

的角度 θ，即可确定与该可靠指标相对应的PDC上的 n

个点（图 1中以加号“+”示意出 20个离散点）。

1. 2. 2　原始物理空间下的联合 PDC
若已知随机变量的边缘分布和相关系数，通过

不同的联合分布模型，构建原始物理空间中随机变

量的 PDC，更易被工程技术人员理解。该空间中的

所有随机变量均具有明确的物理意义，可由前述标

准正态空间中的 PDC 通过联合分布模型变换得到。

以采用高斯 Copula 函数 [15]联合分布模型构建 PDC
为例进行说明，尽管建议的算法并不局限于此函

数。Copula 函数又称为联结函数，它将边缘分布函

数和依存关系分开考虑，且不要求变量服从同种边

缘分布，具有较强的灵活性。

将标准正态空间中不相关的随机变量转换为

W空间中相关的随机变量 [16]，表示为

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

w 1 = Φ ( )u1

w 2 = Φ ( )ρu1 + ( )1 - ρ2 u2
（5）

式中：Φ为标准正态分布的累计分布函数；ρ为标准

正态空间中随机变量 u1 与 u2 之间的相关系数。基于

高斯 Copula函数变换，可建立式（5）中wi与 ui的函数

关系，其中 i=1或 2，与此有关的表达式参见附录。

进而将W空间中相关的随机变量映射到含有

x1 和 x2 的原始物理空间 X中，表示为

ì
í
î

x 1 = F-1
1 ( )w 1

x2 = F-1
2 ( )w 2

（6）

式中：F-1
i 为随机变量累计分布的逆函数。

可见，基于高斯 Copula 函数的变换模型可以将

标准正态空间中相互独立的随机变量 U= (u1,u2)
转换为原始物理空间中具有相依关系的随机变量

X= ( x 1,x2)，此过程要求给定每个随机变量的边缘

分布及随机变量间的相关系数。由此，可靠指标给

定时可得到原始物理空间中随机变量的 PDC 构型，

如图 2 所示。亦即将标准正态空间中 PDC 上的 n个

点通过高斯 Copula 函数联合分布模型转化为原始

物理空间中的 n个点并连线，当 n趋于无限大时，该

轮廓线无限接近于 β= β t 时实际的 PDC 形状（图 2
以乘号“×”示意出 20 个离散点）。这种离散化近似

体现了回归参数可服从任意概率密度分布形式（如

图 1　标准正态坐标系下给定可靠指标的 PDC定义

Fig. 1　Definition of the PDC for a given reliability index 
in a standard normal coordinate system

108



第  5 期 吴兴征，等：土工构筑物的逆几何可靠性分析算法

参数化或非参数化联合分布）的灵活性。随着 β t 值

的增大，其对应的 PDC 轮廓逐渐扩张。

1. 3　逆可靠性分析步骤与求解工况

给定不同的目标可靠指标，得到扩张程度不同

的 PDC。由于可靠指标在几何上度量了回归参数的

联合 PDC 与极限状态线之间的偏差，PDC 的扩张最

终被极限状态线限定。此外，PDC 的形状还取决于

随机变量的边缘分布类型及其分布参数，以及随机

变量间的相关特性。在逆可靠性分析中，可靠指标 β t

已知，且随机变量的分布类型给定，若描述随机分布

的部分参数未知，则可联合 PDC 形状与大小推求得

出，由该等值线与极限状态线的相切位置可得到未

知分布参数，此外，可求出构筑物满足特定性能的安

全系数。

逆几何可靠性算法的具体求解流程如图 3 所

示，其由 3 个模块组成：1）PDC 的推求；2）极限状态

线的构建；3）通过几何演化求解描述随机变量的未

知参数及构筑物的安全系数。

此处 PDC 与极限状态线相切位置是通过判断

一个点（位于极限状态线上）是否在任意多边形

（PDC）内部来进行的。若在 R 语言中，可通过调用

ptinpoly 包中的 pip2d 函数来实现 [17]。

在逆可靠性分析中，假定幂函数回归的 2 个随

机变量 p1 与 p2 之间的相关系数 ρ已知，且给定目标

可靠指标 β t，可存在 4 种求解工况。

工况 1：假定某一随机变量（p1 或 p2）的概率密

度服从正态分布，且给定该分布的变异系数 δ（标准

差 σ与均值 μ之比），待求此分布的均值。设定随机

变量的取值范围为 (0,p1 max)和 (0,p2 max)，绘制出给

定目标可靠指标的 PDC，沿着已知均值线（由大值

到小值）进行 PDC 移动，PDC 的形状与大小将随着

均值的改变而变化，直至找出其与极限状态线的切

点，从而得到待求均值。

工况 2：仍假定某一随机变量（p1 或 p2）的概率

密度服从正态分布，且给定该分布的均值，待求此

分布的变异系数。变异系数的大小控制着 PDC 的

扁平程度，扁平程度将随着变异系数的增大（由小

值到大值）而改变，直至 PDC 与极限状态线相切，得

到待求变异系数。

工况 3：给定 p1、p2 均服从最优分布，推求构筑

物的安全系数 F s。将随机变量 p1、p2 的均值代入式

（3），得到构筑物的安全系数。可见，确定性安全系

数的推求并不能考虑到变量的分布类型。这种情

况下，仍可绘制出给定目标可靠指标下的 PDC，便

于直观地判定其与极限状态线间的相对距离。

工况 4：假定某一随机变量（p1 或 p2）的概率密

度服从非正态分布，且给定该分布的某一模型参

数，待求此分布的另一模型参数。给定目标可靠指

标，相应 PDC 的位置与形状随着未知模型参数的改

变而变化，直至 PDC 与极限状态线相切，得到待求

模型参数。这与工况 1 的求解类似，即这里的逆几

何可靠性算法可适用于多种边缘分布类型。

4 种求解工况下随机变量的已知量与未知量如

表 1 所示。其他求解工况还可以有相关系数 ρ未知

时的推求等。

图 2　高斯Copula函数变换后原始物理空间随机变量的 PDC
Fig. 2　PDC of random variable in the original physical 

coordinate system via a Gaussian Copula function 
transformation

图 3　逆几何可靠性算法的计算流程

Fig. 3　Flowchart of the inverse geometric reliability algorithm
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2　算例分析

结合北京市建设工程质量第一检测所地基室

完成的京畿地区 3 个场地（钻孔灌注桩、锚杆、CFG
桩单桩）的荷载 -位移测试成果 [10,18]进行分析。除非

特别说明，计算中目标可靠指标 β t 设定为 3. 2。
2. 1　最优边缘分布与相关系数

各场地下多条荷载-位移曲线各不相同，则幂函

数回归参数 p1（或 p2）组成一个数据集（随机变量），

服从的候选两参数边缘分布概型有正态（Normal）、

对 数 正 态（Log-normal）、伽 玛（Gamma）、耿 贝 尔

（Gumbel）和威布尔（Weibull）。

各场地下随机变量的最优边缘分布可通过

Akaike 信 息 准 则（Akaike Information Criterion， 
AIC）[19]判定，是在极大似然估计原理的基础上提出

的一种模型选择准则，表达式为

AIC = -2ln ( L͂)+ 2p （7）

式中：ln ( L͂)为极大似然函数；p为模型参数个数（此

处为 2）。当 AIC 最小时，对应于最优统计模型。

各场地下随机变量服从的最优边缘分布类型如

表 2所示[10]，具体分布参数值在表中括号内给出。随

机变量 p1 与 p2 之间的相关系数 ρ可采用场地水平下

的经验数据，文献 [20]给出了多个场地下的幂函数

回归参数间的 ρ，其均值为-0. 77。

2. 2　灌注桩的 PDC
钻孔灌注桩竖向抗压承载力检测项目位于北京

市顺义区南法信镇，共完成了 23个荷载-位移测试。

假定 p1 服从正态分布且变异系数为 0. 15，但均

值未知，而 p2 服从表 2 中的最优分布。通过逆几何

可靠性算法可求出 p1 均值为 431. 03，灌注桩的安全

系数为 1. 47，求解过程中 3 个 PDC 的几何演化如图

4（a）所示。计算开始时，p1 均值可设置为较大值，此

时特定可靠指标（β= 3. 2）下的 PDC 与极限状态线

仍有相当的距离，随着均值的减小，PDC 将逐渐接

近极限状态线，直至相切。

假如 p2 服从正态分布，其变异系数设定为 0. 15
但均值未知，而 p1 服从表 2 中的最优分布。随着 p2

均值的变化（由大值到小值），PDC 将演化至与极限

状态线相切，此时的均值即为待求量。求出 p2 均值

为 0. 74，灌注桩安全系数为 3. 02，PDC 如图 4（b）

（a） p1 均值未知

（b） p2 均值未知

图 4　均值未知情况下灌注桩回归参数的 PDC
Fig. 4　PDC of regression parameters in the case of cast-

in-place pile when the mean value is unknown

表 1　4种求解工况下二元随机变量的已知量与未知量

Table 1　Known and unknown parameters for bivariates in the four solving cases

工况

1

2

3

4

已知量

β t、ρ、正态分布、μp2
、δp1

、δp2

β t、ρ、正态分布、μp1
、μp2

、δp2

β t、ρ、最优分布及其分布参数、μp1
、μp2

β t、ρ、非正态分布、该分布其一模型参数

未知量

μp1

δp1

F s

其二模型参数

备注

μp1
为 p1 的均值

μp2
为 p2 的均值

δp1
为 p1 的变异系数

δp2
为 p2 的变异系数

表 2　各场地幂函数回归参数的最优分布类型

Table 2　Best-fit distribution type for the power-law 
regression parameters at each site

场地类型

灌注桩

锚杆

CFG 桩

测试数量

23

620

54

p1 最优分布

正态

(893. 29; 98. 25)
正态

(36. 01; 1. 79)
对数正态

(5. 61; 0. 16)

p2 最优分布

对数正态

(-0. 30; 0. 07)
对数正态

(-0. 38; 0. 05)
耿贝尔

(0. 70; 0. 05)
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所示。

若灌注桩的 p1 与 p2 均服从正态边缘分布，且其

均值已知，当 p1 变异系数未知而 p2 变异系数为 0. 15
时，由图 5（a）可知，PDC 随着 p1 变异系数的增大而

发生几何构型演化，当 PDC 与极限状态线相交时，

得到变异系数为 0. 78。当 p2 变异系数未知而 p1 变

异系数为 0. 15 时，由图 5（b）可知，PDC 随着 p2 变异

系数的增大而发生形状改变，进而求出 p2 变异系数

为 0. 49。

若 p1 和 p2 均为已知随机变量且服从表 2 中给出

的最优分布形式，给定可靠指标 β t 下的 PDC 如图 6
所示。此时若将 p1 和 p2 的均值代入式（3），可求出

灌注桩安全系数为 3. 13。
2. 3　锚杆的 PDC

抗浮锚杆抗拔承载力检测项目位于北京市顺

义区后沙峪村，共完成了 620 个荷载-位移测试。若

p2 服从表 2 中给出的最优分布，假定 p1 服从正态分

布，其变异系数为 0. 15 但均值未知,通过逆几何可

靠性算法可求出 p1 均值为 48. 32，抗浮锚杆安全系

数为 1. 72。均值未知的求解过程中部分 PDC 如图

7（a）所示。若 p1 服从表 2 中给出的最优分布，假定

p2 为正态分布，其变异系数为 0. 15 但均值未知，可

求出 p2 均值为 0. 85，抗浮锚杆安全系数为 1. 63。求

解过程中的部分 PDC 如图 7（b）所示。

假定 p1 和 p2 均为已知随机变量且服从表 2 中给

出的最优分布时，给定可靠指标 β t 下的 PDC，如图 8
所示，求得相应的抗浮锚杆安全系数为 1. 28。

（a） p1 变异系数未知

（b） p2 变异系数未知

图 5　变异系数未知情况下灌注桩回归参数的 PDC
Fig. 5　PDC of regression parameters in the case of cast-

in-place piles when the coefficient of variation is unknown

图 6　最优分布情况下灌注桩回归参数的 PDC
Fig. 6　PDC of regression parameters in the case of cast-in-

place pile when the best-fit distribution is followed

（a） p1 均值未知

（b） p2 均值未知

图 7　均值未知情况下锚杆回归参数的 PDC
Fig. 7　PDC of regression parameters in the case of 

anchoring piles when the mean value is unknown
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2. 4　CFG桩单桩的 PDC

CFG 桩单桩竖向抗压承载力检测项目位于河

北燕郊上上城，共进行了 54 个荷载 -位移测试。假

定 p2 服从最优分布，p1 为正态分布但其均值未知

时，由逆几何可靠性算法求出 p1 均值为 144. 35，
CFG 桩单桩安全系数为 1. 61。未知均值求解过程

中的部分演化 PDC 如图 9（a）所示。由图 9 可见，随

着未知均值的变化，PDC 的位置与形状发生相应改

变，直至与极限状态线接触。

若 p1 服从最优分布，假定 p2 服从正态分布但均

值未知时，求出 p2 均值为 0. 67，CFG 桩单桩安全系

数为 2. 44。未知均值求解过程中的部分演化 PDC
如图 9（b）所示。

假定 p1 和 p2 均为已知随机变量且服从表 2 中给

出的最优分布形式时，给定可靠指标 β t 下的 PDC，

如图 10 所示。同样可求出 CFG 桩单桩的安全系数

为 3. 98。

若 CFG 桩单桩的 p2 服从最优边缘分布，即两参

数 Gumbel 分布形式，包括位置参数与形状参数，当

p2 的位置参数未知而形状参数为 0. 05时，由图 11（a）
可知，PDC 随着 p2 位置参数的减小而发生几何构型

演化，PDC 与极限状态线相交时得到位置参数为

0. 52。当 p2 的形状参数未知而位置参数为 0. 70 时，

由图 11（b）可知，PDC 随着 p2 形状参数的增大而发

生形状改变，进而求出 p2 的形状参数为 0. 42。
2. 5　算法验证

以双变量正态联合分布为例，选取文献 [10]中
由几何可靠性正分析算法求出的可靠指标与相关

系数进行验证。采用逆几何可靠性算法求解随机

变 量 p1 的 均 值 ，求 得 3 个 场 地 下 p1 均 值 分 别 为

863. 23、36. 17、274. 11，与文献 [10]给出的随机变量

p1 的实际均值（分别为 893. 29、36. 01、275. 94）较为

接近。可见，逆几何可靠性算法在土工构筑物安全

性评价中具有一定精度。

该算法基于 R 语言平台进行编程实施，可在数

秒内完成计算。代码编写主要包括：1）由已知量确

定联合分布 PDC 构型上的离散点，通过未知量的增

减实现 PDC 构型的平移；2）采用等值线 Contour 函
数构建极限状态线 [10]；3）采用 pip2d 函数进行 PDC
与极限状态线相切位置的判定。

（a） p1 均值未知

（b） p2 均值未知

图 9　均值未知情况下 CFG桩单桩回归参数的 PDC
Fig. 9　PDC of regression parameters in the case of 
CFG single-piles when the mean value is unknown

图 10　最优分布情况下 CFG桩单桩回归参数的 PDC
Fig. 10　PDC of regression parameters in the case of CFG 

single-piles when the best-fit distribution is followed

图 8　最优分布情况下锚杆回归参数的 PDC
Fig. 8　PDC of regression parameters in the case of 

anchoring piles when the best-fit distribution is followed

112



第  5 期 吴兴征，等：土工构筑物的逆几何可靠性分析算法

3　给定目标可靠指标下各场地的安

全系数

根据《建筑结构可靠度设计统一标准》（GB 
50068—2018）[14]，不同构筑物等级下发生延性破坏

模式时对应的可靠指标 β可分别取为 2. 7（次要）、

3. 2（一般）、3. 7（重要）。分别求解出 p1 均值未知

（工况 1）、p2 均值未知（工况 2）、p1 和 p2 已知且服从

最优分布（工况 3）时相应的安全系数，如表 3 所示。

可以看出，随着目标可靠指标量值的增大，计算得

到的安全系数逐渐变大，尤其是 p2 均值未知的情况

下。应当指出，安全系数由式（3）计算求出，其中Q ua

的值可由 p1 和 p2 的均值代入式（2）得到。这里的算

法使安全系数和可靠指标相互对应，可用于给定目

标可靠指标时构筑物安全系数的校正 [21]，为建立确

定性设计和可靠性设计安全判据的定量关系提供

了有效工具。

4　结论

结合京畿地区 3 个典型场地的荷载 -位移测试

结果，采用幂函数构建各场地测试曲线的回归参数

集。将回归参数集视作随机变量，假定描述随机变

量的某个正态分布参数（均值或变异系数）未知，推

求原始物理空间下与目标可靠指标相应的联合

PDC。同时，结合正常使用极限状态线得到正态分

布的未知均值（或变异系数），并求出构筑物的安全

系数。将安全系数与可靠指标相结合，根据给定可

靠指标即可判断构筑物的安全性，且充分考虑输入

变量的随机性，确保构筑物安全。提出的逆几何可

靠性算法对于求解非正态边缘概率密度分布的未

知参数及基于非高斯 Copula 函数的联合分布模型

变换等情况均适用。对特定案例分别采用几何可

靠性分析的正算法与逆算法得到互为验证的结果，

说明通过逆几何可靠性算法实现土工构筑物的未

知量直观推求与设计核算是可行的。

基于构筑物施工验收的荷载-位移检测结果，建

议的逆可靠性方法主要针对设计阶段。土工构筑

物的极限状态受到地质条件、物理力学参数、破坏

机理、地下水及地震等影响，材料性能劣化或构件

性能损伤导致设计基准期内构筑物的抗力发生变

化，构筑物在服役期的时变目标可靠指标的确定及

逆分析算法有待研究。然而，该算法目前仅局限于

低元随机变量的情况，多元问题的求解有待进一步

深入研究。

（a） p2 位置参数未知 （b） p2 形状参数未知

图 11　概率分布模型参数未知时 CFG桩单桩回归参数的 PDC
Fig. 11　PDC of regression parameters in the case of CFG single-piles when the model parameter 

of a probability distribution is unknown

表 3　不同可靠指标下对应的安全系数

Table 3　Safety factors when given different reliability indexes

场地类型

灌注桩

锚杆

CFG 桩

p1 均值未知

β= 2. 7

1. 40

1. 53

1. 52

β= 3. 2

1. 47

1. 72

1. 61

β= 3. 7

1. 57

1. 78

1. 72

p2 均值未知

β= 2. 7

2. 25

1. 43

1. 96

β= 3. 2

3. 02

1. 63

2. 44

β= 3. 7

4. 36

1. 91

3. 28

p1 和 p2 服从最优分布

β= 2. 7

3. 10

1. 28

3. 64

β= 3. 2

3. 13

1. 28

3. 98

β= 3. 7

3. 16

1. 29

4. 43
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附录 A：基于高斯 Copula函数的变换
以二元随机变量为例，Rosenblatt 变换 [1]可将原

物理空间中相关的随机变量 X= ( x 1,x2)转换为标

准正态空间U中不相关的随机变量U= (u1,u2)，该
变换写为

ì
í
î

ïï
ïï

Φ ( )u1 = FX 1( )x 1

Φ ( )u2 = FX 2|X 1( )x2|x1
（A1）

式中：F为随机变量的累计分布函数。而对于原始

物理空间中相关的随机变量 X= ( x 1,x2)，则可由

Rosenblatt逆变换得到，即

ì
í
î

ïï
ïï

x 1 = Φ ( )u1

x2 = F-1
X 2|X 1( )Φ ( )u2 |x1

（A2）

由式（A2）可知，通过 Rosenblatt逆变换，将定义

在 U空间中的独立随机变量 U= (u1,u2)映射为W

空 间（ 考 虑 变 量 相 关 性 ）中 的 随 机 变 量

W= (w 1,w 2)。在W空间中，随机变量wi可表示为

ì
í
î

ïï
ïï

w 1 = Φ ( )u1

w 2 = C-1
X 2|X 1( )Φ ( )u2 |w 1

（A3）

式中：C-1 为 Copula 函数的逆变换。当 wi定义确定

后，原始物理空间中的环境变量 xi通过累计边缘分

布函数的逆变换求得，即式（6）。

Copula 函数主要分为 2 类 [2]：椭圆 Copula 和阿

基米德 Copula。椭圆 Copula 是描述随机变量间相

关结构的常用 Copula 函数，其中高斯 Copula 函数应

用较为广泛，选用高斯 Copula函数。

二元高斯 Copula函数的定义为

C (w 1,w 2)= Φ (φ-1 (w 1),φ-1 (w 2)   ; ρ) （A4）
式中：φ-1 为标准正态分布的逆函数。

对于二元随机变量情况，条件高斯 Copula 函数

的表达式定义为 [3]

C (w 2|w 1)= ∂C ( )w 1,w 2

∂w 1
=

Φ ( φ-1 ( )w 2 - ρφ-1 ( )w 1

1 - ρ2 ) （A5）

由式（A3）与（A5）可得到

Φ (u2)= Φ ( φ-1 ( )w 2 - ρφ-1 ( )w 1

1 - ρ2 ) （A6）

且

φ-1 (w 2)= ρφ-1 (w 1)+ 1 - ρ2 u2 = ρu1 +

1 - ρ2 u2 （A7）
由此可得式（5）中的w 2。
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