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实时市场中电价多解的判定机理
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摘要：电价多解情况的出现将为实时市场的出清带来困难，有必要从理论上对其发生条件进行研

究，并建立高效判定方法以提高实时定价效率。文中对节点电价多解情况的判定机理进行了深入

分析和研究，基于市场出清问题的物理特性和数学特征，提出了退化、对偶问题多解与节点电价多

解三者之间明确而严格的数学关系，基于所获判定机理建立了电价多解情况的完整有效判定流程，

最终利用算例进行了判定方法对比以及有效性与适应性验证。
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0 引言

目前，大多数国外电力现货市场均采用节点电

价的定价机制，如 PJM［1］、CAISO［2］和 ISO-NE［3］等。

而国内的电力现货市场正在建设中，已发布市场规

则的南方（以广东起步）［4-5］、山东省［6］等电力现货市

场也都是采用节点电价机制。由于实时功率平衡的

需要，实时市场一般具有较短的调度间隔（如 5
min），因而普遍采用易于求解的线性规划出清［1-6］。

当线性规划出现退化时，除了数学上的迟滞和循

环［7］，经济学上的影子价格不唯一［8-9］等问题，还可

能造成实时市场中的节点电价多解［10-11］。电价多解

情况发生时，现有的定价软件将随机输出多个可行

解中的一个值［3］。虽然从表面上看，多重解中的任

意一个都是合理的，实际上将造成市场参与方所得

利润和效用的差异，因而草率地随机定价将使得对

参与方的激励出现偏差，影响市场运行效率。基于

上述原因，节点电价多解问题受到了广泛关注［10-20］。

针对该问题，工程应用上已有直接以随机值定

价（ISO-NE）［3］、取多解区间中值作为价格（欧洲日

前市场）［21］、在出清优化问题中加入扰动或二次惩

罚项来消除价格多解（CAISO）［16，18］等多种解决方

法。学术界也已有颇为深入的探索，如基于各类剩

余加权组合的线性优化定价方法［14］，基于阻塞剩余

最小化的综合定价方法［17］等。然而，当前工程上应

用的方法仍存在如缺乏公平性等诸多不合理之

处［12-13，15-17］，而文献中提出的方法则在计算效率方面

有待提高［19］。

在电价多解的判定方法上，目前仅有较少研

究。文献［19-20］提出了一种基于线性无关约束规

格（linear independent constraint qualification，LICQ）
的节点电价多解判定方法，实际的判定对象为对偶

问题多解（multiple dual solutions，MDS）。有业内人

士认为，可以通过最优单纯形表中基变量（右端值）

是否为零，即原问题最优解是否退化，来判断节点电

价是否多解。然而，由于退化、对偶问题多解均非节

点电价多解的充要条件，上述判定方法具有天然的

理论缺陷，存在误判的可能。

一方面，电价多解情况是现行节点电价机制下

的固有问题，对其发生条件进行研究，有助于补充、

完善节点电价现有理论体系；另一方面，正常情况

（电价唯一）下并不需要转到耗时较长的特殊定价流

程［12-18］，若前置一个高效的多解判定（计算效率与特

殊定价相比有数量级优势），则可有效缩减出清流程

平均耗时。且判定结果的统计数据能够直接反映出

电价多解问题发生频率及严重性，有助于市场管理

者对市场进行评估与完善，具有显著的现实意义。

此外，由于对电价多解的理解不充分，目前各文

献中甚至尚未形成对该情况的统一命名，现有名称

如“MDS”［13，17，19-20］，即对偶问题多解，或模糊称为

“ 退 化 解（degenerate solution）”或“ 退 化 价 格
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（degenerate price）”［10，14］，或错误等同为“原问题退化

（primal degeneracy）”［11］。实际行业中，CAISO将该

情 况 称 为“ 退 化 定 价 情 况（degenerate pricing
condition）”［16，18］，而 ISO-NE则将其称为“对偶退化

（dual degeneracy）”［3］。缺乏统一命名为电价多解相

关研究与学术交流等带来极大不便。

本文对电价多解的判定机理进行了深入探讨，

基于市场出清问题的物理特性和数学特征，获得了

退化、对偶问题多解与节点电价多解三者间明确而

严格的数学关系，形成了节点电价多解情况的判定

机理，从而建立了完整有效的节点电价多解情况判

定流程，弥补了已有判定方法原理上的不足，为该方

法的工业应用提供了理论依据。

1 节点电价多解问题

以社会效益最大化为目标的市场出清问题建模

如下［22-23］：
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min
PG，PD

( λTG PG - λTD PD )

s.t. eT ( PBG - PBD )= 0
T ( PBG - PBD ) ≤

-
F

-P G ≤ PG ≤
-
P G

-P D ≤ PD ≤
-
P D

（1）

式中：λG为机组报价向量；λD为负荷报价向量；PG为
机组出力向量；PD为负荷需求向量；PBG和 PBD分别

为各节点上总的出力向量和需求向量，可以由 PG和

PD线性表示；
-
P G和-P G分别为机组出力上限和下限

向量，
-
P D和-P D分别为负荷需求上限和下限向量；

-
F

为线路潮流限制向量；T为功率转移分布系数矩阵；

e为元素全为 1的向量；第 1行至第 4行约束条件相

对应的拉格朗日乘子分别为 λ，μ，( τ̂，τ̌ )，( ξ̂，ξ̌ )；假设

系统中节点数量、输电线路、机组和负荷的数量分别

为NB，NL，NG和ND。

经典边际定价理论中［22，24］，节点电价为：

ρb=-λ- ∑
l= 1

NL

μlTl，b （2）

式中：μl为线路 l潮流约束对应的拉格朗日乘子；Tl，b

为线路 l关于节点 b的功率转移分布系数。

数学上，当 KKT（Karush-Kuhn-Tucker）条件确

定的拉格朗日乘子（λ，μ）的值不唯一时，由式（2）确

定的电价可能出现多解问题。

经济学上，分段报价模式下形成的阶梯型供求

曲线可能存在垂直重合部分，即交点不唯一，从而引

发电价多解问题。其中，“不存在边际机组/负荷，无

线路阻塞”情况下的供求曲线如图 1所示，其他更为

复杂的情况可参见文献［17］，本文不再赘述。

2 电价多解判定机理

由于所依据的判定条件并非电价多解的充要条

件，即判定机理具有缺陷，已有判定方法存在误判的

可能性。本章从退化、对偶问题多解与节点电价多

解的关系出发，探讨逻辑完备的电价多解判定机理。

2. 1 退化与对偶问题多解

在线性规划问题中，原问题最优解退化只是对

偶问题多解的一个必要不充分条件［9］。为弥补其不

充分性，或者说在原问题退化的情况下探讨对偶问

题解的唯一性，需要利用最优单纯形表中的系数矩

阵子矩阵辅助判断［24］。而商业求解软件求解过程

的不透明性对最优单纯形表的获取造成了困难，高

度退化情况下可能存在冗长的寻找最优可行基的过

程。本节基于电力市场出清问题的物理特性和数学

特征，从电力系统的角度，对市场出清问题最优解退

化情况下对偶问题解的唯一性进行了分析。

2. 1. 1 市场出清问题的退化

设式（1）的约束条件系统为：

S ≜
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eT ( PBG - PBD )= 0
T ( PBG - PBD ) ≤

-
F

-P G ≤ PG ≤
-
P G

-P D ≤ PD ≤
-
P D

（3）

在其当前最优解 ( P *
G，P *

D )退化的情况下，系统 S
中取得的等号数量大于决策变量数。在式（1）中，决

策变量数为机组数量和负荷数量之和，即NG + ND；

取得等号的数量为 1 + N μ + NG + ND - Nm，包括

1个等式约束、N μ 条阻塞线路、NG + ND - Nm 个非

边际系统单元，Nm为系统中边际单元（机组/负荷）

的数量；N μ为阻塞线路的数量。因此优化式（1）最

优解退化等同于如下条件：

1+ N μ > Nm （4）
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图 1 电价多解情况示例
Fig.1 Examples of multiple price solutions
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2. 1. 2 市场出清问题的对偶问题多解

当优化式（1）取得最优解时，相关的拉格朗日乘

子即为优化式（1）的对偶问题的最优解，相应数值可

由 KKT条件计算。为将 KKT条件以矩阵形式表

述，定义为：
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X=[ λ,μNL × 1,τ̂NG × 1,τ̌NG × 1,ξ̂ND × 1,ξ̌ND × 1 ]T =
[ λ,Y T ]T

I=(1 ) NG × 1

J=(1 ) ND × 1

E= diag ( 1 )
-
G = diag ( P *

Gg-
-P Gg ) NG × NG

-G = diag ( -P Gg- P *
Gg ) NG × NG

-
D = diag ( P *

Dd-
-P Dd ) ND × ND

-D = diag ( -P Dd- P *
Dd ) ND × ND

-
F = diag ( )∑

b

NB

Tl,b ∑
fGg= b,fDd= b

( PGg- PDd ) -
-F l

NL × NL

TG = (Tl,fGg )NG × NL

TD = (-Tl,fDd )ND × NL

（5）
式 中 ：TG 为 机 组 对 应 的 转 移 分 布 系 数 矩 阵 ，

其元素为Tl，fGg；TD 为负荷对应的转移分布系数矩

阵，其元素为-Tl，fDd；g为机组编号；d为负荷编号；b

为节点编号；l为线路编号；fGg表示机组 g所在节点；

fDd表示负荷 d所在节点；P *
Gg和 P *

Dd分别为原问题最

优解中机组 g与负荷 d的功率；
-P Gg和-P Gg分别为机

组 g出力的上、下限；
-P Dd和-P Dd分别为负荷 d需求的

上、下限；
-F l为线路 l的潮流功率限制。

则优化式（1）对应的 KKT条件可写为线性方程

组（式（6））和对偶可行性约束（式（7））。

CX = β （6）
Y ≥ 0 （7）

其中系数矩阵 C为：

C=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

I TG E -E 0 0
-J TD 0 0 E -E
0

-
F 0 0 0 0

0 0
-
G 0 0 0

0 0 0 -G 0 0

0 0 0 0
-
D 0

0 0 0 0 0 -D

（8）

式中：C 的维数为 ( NL + 3NG + 3ND )×(1+ NL +

2NG + 2NG )；E为单位矩阵。

式（6）右端常数向量为：

β=[ -λG λD 0 0 0 0 0 ] T( )NL + 3NG + 3ND × 1

（9）
那么，式（1）的对偶问题多解等价于由 KKT条

件组成的线性系统（式（6）和式（7））多解。

2. 1. 3 退化情况下对偶问题解的唯一性

基于系数矩阵 C的结构特征，可对系数矩阵 C
进行合理调整以方便求秩，即对线性方程组（式（6））
进行化简。利用矩阵初等变换，使所有全零行位于

非全零行上方，并适当调整矩阵各列的顺序，以及对

部分行进行符号变换，可将矩阵 C变为矩阵 C 1，即

C 1 =
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0M 1 0 0

I ̇NmG × 1 ṪG，NmG × Nμ 0

- J̇NmD × 1 ṪD，NmD × Nμ 0

Ï T̈ EM 2

（10）

式中：下标 M 1 = ( NG + ND - Nm + N μ ) × 1，M 2 =
( 2NG+ 2ND+NL-N μ )×( 2NG+ 2ND+NL-N μ )；
NmG 与 NmD 分别为边际机组与边际负荷的数量，

Nm = NmG + NmD。 İ和 J̇表示元素全为 1的列向量，

ṪG 和 ṪD 分别为边际机组/负荷与阻塞线路对应的

转移分布系数；Ï和 T̈均为调整后的系数子向量/
矩阵。

易知矩阵 C 1 中第 4行是满行秩的，不妨设第

2行和第 3行左侧非零子矩阵为：

Ċ=
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

İNmG × 1 ṪG，NmG × Nμ

- J̇NmD × 1 ṪD，NmD × Nμ
Nm ×(Nμ + 1)

（11）

则矩阵 C 1（或 C）的秩为：

rank (C ) =rank (C 1 )=
rank ( Ċ ) +2NG + 2ND + NL - N μ

（12）
线性方程组（式（6））多解要求矩阵 C的秩小于

变量数，即

rank (C )< 1+ NL + 2NG + 2ND （13）
则

rank ( Ċ ) < N μ + 1 （14）
因而，原问题最优解退化时，即存在约束式（4），

结合式（11）可知必定满足约束式（14），线性方程组

（式（6））多解。然而线性系统（式（6）和式（7）），即对

偶问题是否多解仍不明确，需要其他的补充条件。

换言之，退化仅是对偶问题多解的必要条件。下面

继续探讨对偶问题多解所需的补充条件。
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在线性方程组（式（6））多解的情况下，若加上约

束式（7）后，线性系统（式（6）和式（7））只能取唯一

解，说明约束式（7）对向量 Y的非负限制起到了作

用。此时假设有一组解 X * = ( λ*，(Y * )T )T，容易证明

Y *中必定有部分乘子取值为 0，其个数记为 N 0。其

中，NG + ND + Nm + NL - N μ 个乘子是由 KKT条

件中的互补松弛性直接确定为 0的，即它们对应的

约束为松约束，删去矩阵 C 1中这些乘子对应的系数

列，将由此在第 4行中形成的全零行移动到第 1行
中。其余的取值为 0的乘子（对应紧约束），若对应

的是机组/负荷上下限约束（个数记为 N 0b），则删去

矩阵 C 1中相应系数列，将右下角单位矩阵 E中被删

去的 1对应的行移动到由虚线划分的第 2部分中

去；若对应的是线路潮流约束（个数记为N 0μ，即阻塞

线路对应的乘子中取零的个数），直接删去矩阵 C 1
中相应系数列，则矩阵 C 1变为：

C 2 =
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0 0

C̈ 0
M E

（15）

C2 的 维 数 为 ( NL + 3NG + 3ND )×(1+ NL +
2NG + 2ND - N 0 )，其中，第 3行仍然是满行秩的，且

调 整 后 的 矩 阵 C̈ 区 别 于 矩 阵 Ċ，维 数 为

( Nm + N 0b )×( 1+ N μ - N 0μ )，矩阵M为调整后的系

数子矩阵。由线性系统（式（5）和式（6））有唯一解，

易证删除 N 0个乘子并调整系数矩阵与右侧常数向

量后，所得线性方程组为：

C 2X '= β' （16）
式中：X '和 β'分别为调整后的乘子向量与右侧常数

向量。

式（16）有唯一解，即矩阵 C 2满列秩，可得：

rank (C 2 )= 1+ NL + 2NG + 2ND - N 0 （17）
则矩阵 C̈满列秩，即

rank ( C̈ )= 1+ N μ - N 0μ （18）
根据文献［25］，除满足条件式（18）外，对偶问

题有唯一解的条件还应补充线性系统 S 1无解。线

性系统 S 1可构造为：

S 1 ≜ { }C λ λ+ C+Y+ + C 0Y 0 = 0
Y 0 ≥ 0

（19）

式中：(Y+，Y 0 )为紧约束对应的乘子向量，Y 0中的元

素不全为 0；以 Y * 中取值是否为零分类；［C λ，C+，
C 0］为 C 1删去松约束对应乘子的系数列，删去全零

行，并根据 (Y+，Y 0 )调整各列顺序后所得矩阵，其维

数为 ( NG + ND )×(1+ NG + ND - Nm + N μ )。
综上所述，式（1）最优解退化的情况下，若符合

条件（式（18））且线性系统 S 1无解，则对偶问题（即

线性系统（式（6）和式（7）））仍是有唯一解的，否则，

对偶问题多解。

2. 2 对偶问题多解与节点电价多解

基于节点电价计算式（2），可将 KKT方程组，即

线性方程组式（6）改为如式（20）形式以便讨论。
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ρfGg=-λ-∑
l=1

Nμ

μlTl，fGg= λGg+ τg g=1，2，⋯，NG

ρfDd=-λ-∑
l=1

Nμ

μlTl，fDd= λDd- ξd d=1，2，⋯，ND

（20）
式中：ρfGg 为机组 g所在节点的电价；ρfDd 为负荷 d所

在节点的电价；λGg 为机组 g申报价格；λDd 为负荷 d
申报价格；τg 与 ξd 表示 KKT方程组中与机组/负荷

功率上下限约束相关的部分（为多个乘子的线性组

合），其具体数值如下。

τg=

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

τ̂g P *
Gg=

-P Gg

- τ̌g P *
Gg= -P Gg

0 -P Gg < P *
Gg <

-P Gg

（21）

ξd=

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

ξ̂d P *
Dd=

-P Dd

- ξ̌d P *
Dd= -P Dd

0 -P Dd < P *
Dd <

-P Dd

（22）

显然，节点电价多解时，对偶问题必定是多解

的。然而，对偶问题是多解的，即线性系统（式（6）和

式（7））多解，并不意味着每个对偶变量都是多解

的。换言之，在 KKT方程组中，虽然乘子向量是多

解的，但是仍可能存在其中部分乘子是唯一的。这

时，有可能在对偶问题多解的情况下，仍然得到节点

电价唯一的结论。从式（20）可以看出，只要每个方

程中的乘子 τg或 ξd的取值是唯一的，那么即使 KKT
方程组是多解的，节点电价也是唯一的。删去矩阵

C 1中松约束对应的乘子系数列，并去掉全零行，系

数矩阵变为：

C 4 =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úúú
ú

ú

ú

İNmG × 1 ṪG，NmG × Nμ 0 0

- J̇NmD × 1 ṪD，NmD × Nμ 0 0

~
I NnmG × 1

~
T G，NnmG × Nμ ENnmG 0

~
J NnmD × 1

~
T D，NnmD × Nμ 0 ENnmD

=
é

ë
êê

ù

û
úú

Ċ 0
~
C E

（23）
式中：N nmG 和 N nmD 分别为非边际机组和负荷的数

量；
~I为元素为 1的列向量，对应位置的机组处于功

率上限时，取 1，否则取-1；~J表示元素为 1的列向
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量，对应位置的负荷处于功率上限时，取-1，否则

取 1；~T G与
~
T D分别为非边际机组、非边际负荷与阻

塞线路对应的功率转移分布系数。子矩阵 Ċ与条件

式（14）中一致，维数为 Nm ×( N μ + 1 )，子矩阵
~C维

数为 ( NG + ND - Nm )×( N μ + 1 )。
设与系数矩阵 C 4中虚线左侧部分对应的乘子

向量为 u（包括乘子 λ和阻塞线路对应的 μ），右侧部

分对应的乘子向量为 v（各非边际单元的紧界限约

束对应的乘子为 τg 和 ξd），设某一组解为 ( u0，v0 )，u0

中取值为零的乘子（不包括 λ）下标集合为 A u，v0中
取值为零的乘子下标集合为 A v。则有线性方程

组为：

ì
í
î

ï

ï

Ċu= β 1 ''
C͂u+ Ev= β 2 ''

（24）

在对偶问题多解的情况下，若节点电价有唯一

值，那么式（24）中的向量 v应该有唯一解。构建线

性系统为：

S 2 ≜

ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

ü

ý

þ

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

ĊΔu= 0

C͂Δu+ EΔv= 0
Δv ≠ 0

Δu i ≥ 0 i ∈ A u

Δv j ≥ 0 j ∈ A v

（25）

式中：Δu与 Δv分别为现有对偶问题最优解上的变

化量。

向量 v有唯一解等价于上述系统 S 2无解。进一

步，从系统 S 2的结构特点可以得到向量 v有唯一解

的一个充分条件，可以在一定程度上简化判断，即

rank ( Ċ )= rank ( éëêê ù

û
úú
Ċ

C͂ ) （26）

当条件式（26）成立时，显然系统 S 2无解。

2. 3 节点电价多解判定机理

综合 2.1节和 2.2节分析可知，退化、对偶问题

多解和节点电价多解之间的关系为：退化是对偶问

题多解的必要非充分条件，对偶问题多解则是节点

电价多解的必要非充分条件。具体关系及补充条件

如图 2所示。

由此可得，大多数文献所提的退化并不能直接

导致节点电价多解，而只是电价多解的一个必要条

件。节点电价多解情况发生的数学逻辑与条件为：

首先需要原问题最优解退化；然后需要最优解统计

数据不满足条件式（18）或系统 S 1有解，从而对偶问

题多解；进一步还需要系统 S 2也有解，最终导致节

点电价多解。上述数学逻辑与条件构成了节点电价

多解的判定机理，即依据提出的数学条件，逐步判定

退化、对偶问题多解与节点电价多解，或经层层验证

得到节点电价多解的结论，或通过短路求值提前跳

出判定，得到节点电价唯一的结论。由于所得退化、

对偶问题多解与节点电价多解之间的数学关系与补

充条件是明确且严格的，故该判定机理是严谨而完

备的。

3 电价多解完整判定流程

根据所得判定机理，本文给出了节点电价多解

的完整判定流程。严格的节点电价多解的完整判定

流程应该包括退化判定、对偶问题多解判定和节点

电价多解判定 3个部分。

退化判定：若原问题最优解满足条件式（4），则

该最优解退化，进入对偶问题多解判定；否则，对偶

问题有唯一解，节点电价唯一，提前结束判定。

对偶问题多解判定：若不满足条件式（18）或系

统 S 1有解，则对偶问题多解，进入节点电价多解判

定；否则，对偶问题有唯一解，节点电价唯一，提前结

束判定。

节点电价多解判定：若系统 S 2有解，则节点电

价多解；否则，节点电价唯一。结束判定。

同时，为了改善退化判定，即条件式（4），只适用

于极点最优解的不足（内点法等算法求取的最优解

不一定是极点解），实际应用中可将其替换为条件

式（14）。其中，系统 S 1 与 S 2 的解的存在性可采用

Cplex等商业解优化软件来快速判别，即分别以系

统 S 1与 S 2为约束条件构造一目标函数为零的优化

问题，并利用优化软件对优化问题可行性的输出信

息来判别相应系统是否有解。具体判定流程图如

图 3所示。

由图 3可以直观地看到，目前已有的判定方法

均只是完整判定流程中的一部分。一方面，退化只

是电价多解的一个必要条件。因而基于最优单纯形

表的退化判定无法准确判定电价是否多解，其只是

完整判定流程的一部分（第 1个判定）。另一方面，

根据本文第 2章分析，基于 LICQ的对偶问题多解判

定［19］中对于电价多解的判定条件即为本文中的条

件式（14），而条件式（14）仅是 KKT条件中线性方程

E�
��K
M�?

7%*
��?

�$B��
(18)�2�
4S1�? 24S2�?

图 2 退化、对偶问题多解与节点电价多解关系
Fig.2 Relationships among degeneracy, multiple

solutions of coupling problems and node electricity price
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组部分多解的条件。即该判定条件并非对偶问题多

解的充要条件，更不是节点电价多解的充要条件，直

接作为节点电价多解的判据显然是不严谨的。

4 算例分析

4. 1 方法对比分析

本文采用以下两节点与三节点算例对比分析各

判定方法，即单纯形表方法与 LICQ方法以及本文

所提完整判定方法。

4. 1. 1 节点电价多解

三节点算例参数［17，19］如表 1所示。三节点系统

如图 4所示。

线路 12容量约束为 500 MW。解优化问题，可

以 得 到 最 优 解 ( PG1，PG2，PG3，PD1，PD2，PD3 )=
( 600 MW，300 MW，0，700 MW，200 MW，0 )。

1）单纯形表方法

利用单纯形法求解市场出清问题，可得如下最

优单纯形表。其中 s1至 s8均为松弛变量，RHS表示

单纯形表右端值（right-hand-side value），f为目标函

数值。可以看到，存在基变量（PD2需求上限约束对

应的松弛变量 s8）取值为零，因而最优解退化。根据

引言中提及的部分业内人士看法，此时应出现节点

电价多解情况。

��KM
�?��

��

3�

$B���(4)U
Y

Y

Y

Y

N

N

N
$B���(18)U

24S1�?U

24S2�?U

N

��KM?
�

��KM�?

E���

7%*��?��

�KM���KM+�3��?�,��F4@3�

7%*�
� 7%*��?

图 3 节点电价多解完整判定流程图
Fig.3 Flow chart of complete judgment process of

multiple solutions of electricity price for node

表 1 机组/负荷基本参数
Table 1 Basic parameters of units/loads

内容

机组

负荷

编号

1
2
3
1
2
3

机组容量/
MW
1 000
300
500

负荷需求/
MW

700
200
200

报价/
(美元 ⋅ MW-1）

15
20
35
60
40
25

�31
B82

�32

B81

7%2 7%1

�33

B83

7%3

3CK�
X12=1
X13=1
X23=1

图 4 三节点系统
Fig.4 Network topology of 3-node system

表 2 最优单纯形表
Table 2 Optimal simplex tableau

参数

PG1
PG2
PD1
PD2
s2
s3
s4
s6
s8
s9
f

PG1
1

PG2

1

PG3
0.5
0
0

-0.5
0.5

-0.5
-0.5
1.0
0.5
0

-7.5

PD1

1

PD2

1

PD3
0
0
0
1.0
0
0
0
0

-1.0
1.0

-1.5

s1
1.5
0
0
1.5

-0.5
-0.5
-1.5
0

-1.5
0

-37.5

s2

1

s3

1

s4

1

s5
-0.5
1.0
0
0.5

-0.5
0.5
0.5
0

-0.5
0

-7.5

s6

1

s7
0
0
1

-1
0
0
0
0
1
0

-20

s8

1

s9

1

RHS
600
300
700
200
1 600
1 900
400
500
0

200
35 000
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2）LICQ方法

该最优解下，只有机组 1是边际机组，Nm = 1；
线路 12发生阻塞，N μ = 1。因此，Nm < N μ + 1，根
据文献［19］中基于 LICQ的判定方法，此时对偶问

题多解，存在节点电价多解情况。

3）完整判定方法

退化判定：沿用前一判定中的统计数据，Nm <
N μ + 1，符合条件式（4），原问题最优解退化。

对偶问题多解判定：原问题最优解退化，可知符

合条件式（14），KKT条件中的方程组部分，即式（6），

有多重解。有一组对偶问题最优解。

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

λ=-25
μ1 = 15
τ̂2 = 0
τ̌3 = 15
ξ̂1 = 35，ξ̂2 = 15，ξ̌3 = 0

μ2 = μ3 = τ̂1 = τ̌1 = τ̌2 = τ̂3 = ξ̌1 = ξ̌2 = ξ̂3 = 0

（27）
当N 0μ = 0，N 0b = 2时，矩阵 C̈为：

C̈=

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ù

û

ú

ú

ú

ú
úúú
ú

1 2
3

1 1
3

-1 0

（28）

可得：

rank ( C̈ )= 2= 1+ N μ - N 0μ （29）
矩阵 C̈满列秩，满足条件式（18）的线性系统，即

S 1 =
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（30）
其 中 ，Y+ =[ μ1，τ̌3，ξ̂1，ξ̂2 ]T，Y 0 =[ τ̂2，ξ̌3 ]T，

Y 0 ≥ 0，且 Y 0 中元素不全为 0，线性系统 S 1 有解

(Y T
+，Y T

0 )= ( 3，- 1，- 2，- 2，1，2 )，由此可知对偶

问题多解。

节点电价多解判定：计算可得，系统 S 2中，Ċ和

C͂的取值分别见式（31）和式（32）。

Ċ= é
ë
ê 1 2

3
ù
û
ú （31）

C͂=

é
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ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
ê
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ù
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1 1
3

-1 - 1
3

-1 0
-1 0
1 0

（32）

有 解 Δu=[-2，3 ]，Δv=[ 1，-1，-2，-2，2 ]，
可知此时节点电价多解。

综上可得，该算例中，原问题最优解退化，对偶

问题多解，节点电价也是多解的。与前述 2种判定

方法结果一致。

4. 1. 2 节点电价唯一（其一）

构造一个简单两节点电气系统结构及各项基本

信息如图 5所示。

求 解 优 化 问 题 可 以 得 到 原 问 题 的 最 优 解

( PG，PD )= (100 MW，100 MW )。需要指出的是，由

于上一算例中已充分展示各判定方法的计算方式，

后续将简略展示关键判据，而更多聚焦于判定结果。

1）单纯形表方法：最优单纯形表中存在基变量

为零（PGg出力上限约束对应的松弛变量），故判定结

果为节点电价多解。

2）LICQ方法：N μ = 0，Nm = 0，Nm < N μ + 1，
故判定结果为节点电价多解。

3）完整判定方法：①Nm < N μ + 1，满足条件

式（4），原问题最优解退化；②满足条件式（18），而线

性系统 S 1无解，对偶问题有唯一解；③故判定结果

为节点电价唯一。

由于本算例中机组、负荷与线路数量均为 1，因
而 KKT方程组（式（6）和式（7））中的乘子向量均变

化为标量形式，可列写出相应的 KKT条件来进行验

证，即

ì

í

î

ïï
ïï

10+ λ+ τ̂= 0
-10- λ+ ξ̂= 0

τ̌= ζ̌= μ= 0
（33）

ì
í
î

τ̂ ≥ 0
ξ̌ ≥ 0

（34）

�3
B8

��U10
�FU100 MW

3C�FU200 MW4�/MW ��U10
�FU100 MW

4�/MW

图 5 两节点系统的网络拓扑和基本信息
Fig.5 Network topology and basic information

of 2-node system
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式（33）和式（34）中有 3个待解变量，2个相关等

式。但求解可知，尽管式（33）是多解的，由于式（34）
中的非负约束，线性系统式（33）和式（34）最终只有

1个解，即对偶问题有唯一解。

综上可得，该算例中，虽然原问题最优解是退化

的，但对偶问题仍然只有唯一最优解，而节点电价也

是唯一确定的。此时，单纯形表方法与 LICQ方法

的判定结果均不正确。原因在于这 2种方法的判定

机理都是存在缺陷的，单纯形表方法本质上只能判

断原问题最优解是否退化，而 LICQ方法仅能判断

KKT方程组（式（33））是否多解，本例中在判断对偶

问题是否多解这一步就已失效。

4. 1. 3 节点电价唯一（其二）

调整算例 4.1.1节中三节点算例的部分参数，如

表 3所示，线路容量约束如表 4所示。可以得到一种

对偶问题多解，但节点电价仍是唯一的特殊情况。

求 解 优 化 问 题 可 得 最 优 解（PG1，PG2，PG3，
PD1，PD2，PD3）=（600 MW，180 MW，0，640 MW，

200 MW，0）。

1）单纯形表方法：最优单纯形表中存在基变量

为零（线路 23潮流约束对应的松弛变量），故判定结

果为节点电价多解。

2）LICQ方法：Nm = 3，N μ = 3，Nm < N μ + 1，
故判定结果为节点电价多解。

3）完整判定方法：①Nm < N μ + 1，满足条件

式（4），原问题最优解退化；②不满足条件式（18），对

偶问题多解；③满足条件式（26），线性系统 S 2无解，

故判定结果为节点电价唯一。

通过 KKT条件可以计算出唯一的节点电价数

值为：
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ï

ρ1 =-λ= 40

ρ2 =-λ-
2
3 μ1 -

1
3 μ2 -

1
3 μ3 = 15

ρ3 =-λ-
1
3 μ1 -

2
3 μ2 +

1
3 μ3 = 20

（35）

综上可得，该算例中，尽管原问题最优解是退化

的，对偶问题也存在多解，而节点电价仍是唯一确定

的。此时，单纯形表方法与 LICQ方法的判定结果

均不正确。该算例中，LICQ方法虽然准确判断出

对偶问题多解，但仍无法正确判定节点电价是否多

解，进一步体现出该方法判定机理的不足。

4. 2 有效性与适应性验证

为了验证所提方法的普遍有效性与适应性，本

文对文献［20］中的算例进行了计算。表 5中为 8种
不同场景的关键参数设置，其中除了场景 7外，其余

场景参数设置与文献［20］完全一致。场景 7基于

MATPOWER 中 算 例“case24_ieee_rts”的 原 始 参

数［26］，相应报价信息则仍与场景 6相同。场景 8的
参数设置与 MATPOWER中算例“case2383wp”原
始参数保持一致［27］。各场景计算结果如表 6所示，

与文献［19-20］相互对比可知节点电价多解判定正

确有效。各场景下的计算时间均能满足较短的调度

间隔，可适应实时电力市场要求（计算环境：处理器

为 i5-8250U，内 存 为 8 GB，操 作 系 统 为 Windows
10，计算软件为MATLAB 2016a）。

表 3 调整后的机组/负荷基本参数
Table 3 Basic parameters of units/loads

after adjusted

内容

机组

负荷

编号

1
2
3
1
2
3

机组容量/
MW
1 000
300
500

负荷需求/
MW

640
250
200

报价/(美元·

MW-1)
15
20
35
60
40
25

表 4 线路容量约束
Table 4 Constraints of line capacity

线路编号

1
2
3

首末端节点

1-2
1-3
2-3

容量约束/MW
500
340
160

线路编号

1
2
3

表 5 各场景参数设置
Table 5 Parameter settings of each scenario

场景

1

2

3

4

5

6

7

8

测试系统

2-node

2-node

3-node

3-node

3-node

24-node

24-node

2383-node

参数
-F 1 = 100 MW
-F 1 = 200 MW
-F 1 = 2 000 MW
-F 1 = 500 MW
-F 1 = 500 MW
-P D1 = 640 MW
-P G12 = 98.44 MW

-P G13 =
-P G14 = 98.43 MW

λG12 = λG13 = λG14 = 38.5 美元/MW
-P G12 =

-P G13 =
-P G14 = 197 MW，

λG12 = λG13 = λG14 = 38.5美元/MW
λG1至λG161取值为38.5美元/MW，

λG162至λG323取值为39美元/MW，

λD = 40美元/MW
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5 结语

实时市场中电价多解造成的出清困难引发了对

快速判定的需求，结合市场出清问题的数理特征，本

文对节点电价多解情况的判定机理进行了深入研

究。分析中对退化、对偶问题多解与节点电价多解

三者之间关系的明确反映出当前对于电价多解问题

的代称或描述都是不准确的，如对偶问题多解、“退

化价格”与“对偶退化”等。基于所得判定机理，本文

提出了节点电价多解情况的完整判定流程。该判定

流程具有很好的理论价值与一定的实用价值，为在

实时市场中准确有效地确定节点电价的多解情况提

供了理论依据。后续研究中将致力于结合判定方法

与定价方法，以形成电价多解问题的应用级综合解

决方案。

衷心感谢国家能源智能电网 (上海)研发

中心对本文研究工作的支持。
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Nm

0
0
1
1
2
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1
2

N μ

1
0
0
1
1
0
1
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Y
Y
N
Y
N
Y
Y
N
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Y
Y
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Y
Y
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Y
Y
N
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Judgment Mechanism of Multiple Solutions for Electricity Price in Real-time Market

LIU Chang1，2，FENG Donghan1，2，FANG Chen3
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Abstract: The emergence of multiple solutions for electricity price will bring difficulties to the clearing of the real-time market. It is
necessary to theoretically study the occurrence conditions of happening and establish high efficient judgment method to improve
real-time pricing efficiency. In this paper, the judgment mechanism of multiple solutions for electricity price is deeply analyzed and
studied. Based on the physical and mathematical characteristics of market clearing problems, a clear and strict relationship between
degeneracy, dual problem and multiple solutions of nodal electricity price is proposed. According to the obtained judgment
mechanism, a complete and effective judgment process of the multiple solutions for electricity price is established. Finally, the
comparison of the judgment methods and the validity and adaptability verification are carried out by the case study.
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