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摘要 基于多体系统动力学微分 )代数方程数学模型和通用积分形式的目标函数，建立了多体系统动力学设

计灵敏度分析的伴随变量方法，避免了复 杂 的 设 计 灵 敏 度 计 算，对 于 设 计 变 量 较 多 的 多 体 系 统 灵 敏 度 分 析

具有较高的计算效率 ’文中给出了通用公 式 以 及 具 体 的 计 算 过 程 和 验 证 方 法，并 将 目 标 函 数 及 其 导 数 积 分

形式的计算转化为微分方程的初值问题，进 一 步 提 高 了 计 算 效 率 和 精 度 ’ 文 末 通 过 一 曲 柄 + 滑 块 机 构 算 例

对算法的有效性进行了验证 ’
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引言

在采用大量高效的最优化 设 计 方 法 解 决 动 态

系统最优设计问题时，往往需要计算系统目标函数

对设计 变 量 的 导 数 ’ 在 多 体 系 统 动 态 最 优 化 设 计

中，主要采用直接微分方法、伴随变量方法、有限差

分方法［%］’其中伴随变量方法对设计变量较多的系

统具有较高的效率［!］，该方法早期被应用于结构动

力学与机械振动最优化设计［,］，由于其计算效率方

面的特色，近年被许多学者应用于多体系统最优化

设计［% - *］’ 其 中 ./01［%］、234/5［!］、6789/5［#］、:73;<=［*］

针对微 分)代 数 方 程 提 出 灵 敏 度 分 析 伴 随 变 量 方

法，但［%］、［*］未充分利用多体通用动力 学 模 型 的

特性，［!］、［#］的工作基于较简单的初始 与 终 止 条

件 ’本 文 则 基 于 通 用 的 多 体 动 力 学 20>78$?/18/517

方程和通用目标函数及一般的初始条件定义 建 立

了完善的多体动力学设计灵敏度伴随变量方法 ’为

便于目标函数及其导数的计算，本文又将其积分转

化为常微分方程的初值问题 ’

! 问题描述

设多体系统 动 态 最 优 化 设 计 的 设 计 参 数 为 !

@ ［ !% !! ⋯ !" ］
A ，系 统 广 义 坐 标 为 " @

［ #% #! ⋯ #$ ］A ，受 完 整 约 束 的 多 体 系 统 动 力

学 20>78$?/18/517 方程为

#（ "，!）$" B ! A
#" @ %（ &"，"，!，%）

!（ "，!，%）@{ "

（%/）

（%9）

假设初始时刻 %% 固定，系统运行终止时刻由

下式确定（上标 ! 表示终止时刻）

!（ &" ! ，"! ，!，%! ）@ " （!）

且满足 &#
=!
= %! @ !&#!

$" ! B!#!
&" ! B!%! # " ’

系统初始状态及速度附加条件为

$（ "% ，!，%% ）@ " （,/）

$$（ &" % ，"% ，!，%% ）@ " （,/）

且满足
!%

#%

$#







%

与
!%

#%

$$
%
#







%

非奇异 ’

设系统设计目标函数具以下通用的积分形式

" @ ’（ &" ! ，"! ，!，%! ）B%
%!

%%
(（ $"，&"，"，

"，!，%）= % （C）

式（C）两边对 ! 求导可得

="
=! @ ’&#!

&" !
! B ’#! "

!
! B（ &’ B (! ）%!! B ’! B

%
%!

%%
（ ()#

$" ! B (&#
&" ! B (#"! B (! ）= % （&）

其中

&’ =’
= %! @ ’&#!

$" ! B ’#!
&" ! B ’%!

(! (（ $" ! ，&" ! ，"! ，"! ，!，%! ）

式（&）对 $" ! 及 &" ! 所在项进行分部积分可得
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!!
!! "（ !"## $ $#

%## ）"# #
& $（ !## % !

! ’#
$#

%## $

$#
"## ）##

& % $&
%#&
"# &

& $（
!
! ’&

$&
%#& %

$&
"#& ）#&

& $（ "! $ $# ）’#& $ !& $

!
’#

’&
［（

!#

! ’#
$%# % !

! $"# $ $# ）#& $

$"!& $ $& ］! ’ （’）

本文采用伴随 变 量 方 法 来 计 算 式（’），通 过 引

进一 系 列 伴 随 变 量，消 去 未 知 量 "# #
& ，##

& ，"# &
& ，"# &

& ，

#& ，!& (

! 伴随变量方法

式（&)）两边对 ! 求导可得

$%# & % &"#
"# & $［（$%#）# $（" *

#!）# % &# ］#& $

" *
#!& $［（$%#）& $（" *

#!）& % && ］" "

（+）

记

# " $%# $ " *
#! % & " " （,）

则式（+）可以简写为

$%# & % &"#
"# & $ # &#& $ " *

#!& $

# & " " （-）

引入伴随 变 量$，将 其 转 置 后 左 乘 以 式（-），并 在

［ ’& ，’# ］上积分可得

!
’#

’&
$

*（$%# & % &"#
"# & $ # ##& $ " *

#!& $ # & ）! ’

（&.）

式（&.）对及所在项进行分部积分可得

!
’#

’&
｛［

!#

! ’#
（$

* $）$ !
! ’（$

* &"# ）$$
*# # ］#& $

$
*" *

#!& $$
*# & ｝! ’ $ ｛$

* $"# & %

［
!
! ’（$

* $）$$
* &"# ］#& ｝/ ’#

’& " " （&&）

式（&0）两边对求导可得

"##& $ "& " " （&#）

引入伴 随 变 量 ’，将 其 转 置 后 左 乘 以（&#）式，并

［ ’& ，’# ］在上积分可得

!
’#

’&
（ ’ *"##& $ ’ *"& ）! ’ " " （&1）

初始时刻和终止时刻的式（&0）满足

" (（ # ( ，!，’( ）" " （&2)）

"" ( " " (
#(
"# ( $ " (

’( " "，( " &，# （&20）

式（&2 )）两边对 ! 求导，并引进新的伴随变量%
(（ (

" &，#）可得

%
&*"&

#& #
&
& $%

&*"&
& " " （&3)）

%
#*"#

## #
#
& $%

#* "" # ’#& $%
#*"#

& " " （&30）

式（&20）两边对 ! 求导，引进新的伴随变量&（ ( "

&，#）可得

&
&*"&

#&
"# &

& $&
&* "" &

#& #
&
& $&

&* "" &
& " " （&’)）

&
#*"#

##
"# #

& $&
#* "" #

## #
#
& $&

#*（"#
##
%# # $

%" # ）’#& $&
#* "" #

& " " （&’0）

式（#）两边对 ! 求导，引进新的伴随变量’可

得

’("##
"# #

& $’(## #
#
& $’"(’#& $’(& " " （&+）

式（1)）及式（10）两边对 ! 求导，引进新的伴随

变量)，*可得

)*
+#& #

&
& $)*

+& " " （&,)）

*
*"+"#&

"# &
& $*

*"+#& #
&
& $*

*"+& " " （&,0）

式（’）右 部 累 减 式（&&）、（&1）、（&3)）、（&30）、

（&’)）、（&’0）、（&+）、（&,)）、（&,0）的左部，在所得结

果中 分 别 令 "# #
& ，##

& ，"# &
& ，#&

& ，#& ，!& ，’#& 相 关 项 系 数

为零，可得如下伴随变量方程

$#
$

# $ "#*
##&

# $ (*
"##’ " $#*

%## $ !*
"## （&-)）

$# "$
# $（ "$ # $ &#*

"## ）$
# % "#*

##%
# % "" #*

##&
# %

(*
##’ " !

! ’#
$#*

%## % $#*
"## % !*

## （&-0）

$&
$

& % "&*
#&&

& %"+
*
"#&* " $&*

%#& （&-4）

$& "$
& $（ "$ & $ &&*

"#& ）$
& $ "&*

#&%
& $ "" &*

#&&
& $

+
*
#&) $"+

*
#&* " !

! ’&
$&*

%#& % $&*
"#& （&-!）

（ %$ $ !
! ’&

*
"# $ # *

# ）$ $（# "$ $ &*
"# ）"$ $

$%$ $ " *
#’ " !#

! ’#
$*

%# % !
! ’$

*
"# $ $*

# （&-5）

"#$ " $*
" （&-6）

"" #*
%

# $［"#
##
%# ##

%# # $ %" # ］*
&

# $ "( *# "
"( * $ $#* （&-7）

此时目标函数关于设计参数的导数为

!!
!! " !& %%

&*"&
& %%

#*"#
& %$

&* "" &
& %

%
#* "" #

&’(& %)*
+& %*

*"+& $!
’#

’&
（ $& %

$
*# & % ’ *"& ）! ’ （#.）
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由伴随 变 量 方 程 解 出 伴 随 变 量!，!，"
! ，"

" ，

#
! ，#

" ，$，%，&代入式（"#）即可求出
$!
$" %

! 计算过程

给定设计参数 "，可以利用下面的步骤来求目

标函数关于设计参数的灵敏度 %

步骤一：求 #$，%$，$，’；

初始时刻已知时，由约束方程及其速度极约束

可求 得 初 始 值 $! ，%$ ! ，采 用 约 束 违 约 自 动 稳 定 方

法，可求解下面微分 & 代数方程可得 #$，%$，$ 及’

& ( ’
!

(!







"

#$( )
’

(
’（ %$，$，"，"）

" ) "#%( )$
"( )
(

（"!）

其中" ( )（(!
%$）!

%$ ) "(!"
%$ ) ( "" %

步骤二：求伴随变量"
" ，#

" ，$；

式（!*+）和 "" 时刻的式（!*,））联立可得

&" ("’
!"

("
!"







"

!
"

#
( )"

( )
)’

#!"( )"
$ -

$"’
%!" - &’

#!"

$"’







%

（""）

式（!*.）关于时间 " 的一阶、二阶导数为

(!
%! -（

$
$ "(! ）! ( $

$ "$
’
% （"/+）

(!
#! - "（ $

$ "(! ）%! -（
$"

$ ""(! ）! ( $"

$ ""
$ ’
%

（"/,）

式（!*,）和 "" 时刻的式（"/+）联立可得

&" ("’
!"

("
!"







"

%!
"

)"
( )"

( )’
!( )" $ -

%( "’
!"#

" )（ %& " - ’"’
#!" ）!

" - $
$ ""

$"’
%!" )

$"’
#!" ) &’

!" )（
$
$ "(

"
!" ）!

" - $
$ "$

"’











%

（"0）

线性方程组（""）、（"0）的解是关于&的函数 %

将求得的"
" ，#

" 代入式（!*1）中可求出伴随变量&，

从而可以求出"
" ，#

" 及!
" ，%!

" %

步骤三：求伴随变量!，!；

式（!*2）与式（"/,）联立可得

& ( ’
!

(!







"

#!( )!
(

｛) " %& - ’’
#! ）%! )（ #& - $

$ "’
’
#! - * ’

! ）! -

$"

$ ""
$ ’

%! ) $
$ "$

’
#! - $’

! ｝) "（ $
$ "(! ）%! )

（
$"

$ ""(! ）! - $"

$ ""
$ ’

















%

（"3）

!
" ，%!

" 确定后，式（"3）构成典型的微分 & 代数方程，

向后积分可求得伴随变量!，! 及!
! ，%!

! %

步骤四：求伴随变量#
! ，&；

式（!*4）可以写成

（(!’
!! !+

’
#!! ）
#

!( )
&

( &!
!

! ) $!’
%!! （"5）

该线性方程组系数矩阵非奇异，解之可得#
! ，&%

步骤五：求伴随变量"
! ，%；

式（!*$）可以写成

（(!’
!! +

’
!! ）
"

!( )
%

( ) &! %!
! )（ %&! - ’!’

#!! ）!
! )

%( !’
!!#

! )!+
’
!!& - $

$ "!
$!’

%!! ) $!’
#!! （"6）

该线性方程组系数矩阵非奇异，解之可得"
! ，% %

步骤六：求
$!
$" %

将求 得 的 伴 随 变 量!，!，"
! ，"

" ，#
! ，#

" ，$，%，

&代入式（"#）即可得到目标函数关于设计变量的

一阶灵敏度
$!
$" %

# 目标函数及其导数的计算

为计算简便，以下将目标函数及其导数的计算

转化为标准的微分方程初值问题 %

设

’（ "）( & -"
"

"!
$$ ( （"7）

则

’（ "! ）( &，
$’
$ " ( $ （"*）

求解 该 微 分 方 程 初 值 问 题 可 得 "" 时 刻 的 函 数 值

’（ "! ），而它恰好是目标函数!（ "）%

同理，设

(（ "）( &) )"
!’(!

) )"
"’("

) )#
!’ %( !

) )

#
"’ %( "

) )$)) )%’
+) )&

’!+) -

"
"

"!
（$) )!

’* ) ) ! ’() ）$ " （/#）
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则

!（ !! ）" "# #!
!$"!

# #!
%$"%

# ##
!$ "" !

# #

#
%$ "" %

# #$%# #&$
’# #(

$!’# （&!）

’!
’ ! " $# #)

$* # # # $"#

求解 该 微 分 方 程 初 值 问 题 可 得 !% 时 刻 的 函 数 值

!（ !% ），而它恰好是目标函数的导数
’!
’$ (

! 结果验证

对设计参数 $ 给定一个微小扰动"$，得到一个

新的设计变量 $" ，即

$" " $ )"$ （&%）

利用泰勒展开式可得目标函数!的一阶近似值

!（ $"）!（ $）) ’!（ $）

’$ "$ （&&）

因此，在扰动"$ 下，目标函数的改变量为

#!!（ $"）#!（ $）
’!（ $）

’$ "$"! （&*）

可以通过分别计算#!和"!，比较它们的值是否接

近来验证结果的可靠性 ( 如果#!和"!非常接近，

则认为结果是可靠的 (

" 算例

图 ! 为一曲柄 # 滑块系统，该系统由匀质的曲

柄、连杆和理论滑块构成，曲柄、连杆的长度分别为

%! ，%% 质量分别为 &! ，&% ，滑块质量为 && (

图 ! 曲柄 + 滑块系统

,-. ( ! / 01-’23+43567 824956-08

设系统状态变量为 % "［ ’! ，(! ，$! ，’% ，(% ，$% ，

’& ］$ ，系 统 设 计 参 数 为 $ "［ %! ，%% ，&! ，&% ，&& ］$ ，

系统动力学方程的广义质量阵为

& " )*+,［&! ，&% ，-! ，&% ，&% ，-% ，&& ］，

-! " !
!%&! %

%
! ，-% " !

!%&% %
%
%

当系统仅受重力作用时，其广义力列阵为

’ "［:，# &! ,，:，:，# &% ,，:，:］$

系统约束方程为

" "

’! #
%!
% 4;0$!

(! #
%!
% 0-6$!

’% # %! 4;0$! #
%%
% 4;0$%

(% # %! 0-6$! #
%%
% 0-6$%

’& # %! 4;0$! # %% 4;0$%

%! 0-6$! ) %% 0-6$































%

" #

取 &! " &% " ! 7.，&& " % 7.，%! " ! 8，%% "

#& 8，设$!
% " &: <，+ "$

!

:
（ ’& # ’!

& ）% ’ !，则利用本

文方法求得

+ " : (%&:=，
’+
’$［# : (!%>? # : (&%*% : (%&%! : (

!!>& # : (!@AA］

给定微小扰动"#* " : (::!，（ * " !，⋯，@），可得

+ " : (%&:*，
’+
’$ "［ # : (!%>@ # : (&%&% : (

%&!> : (!!>% # : (!@A?］

计算得

#! " # % (!%:A B !:#* ，"! " # % (=%&@ B !:#*

二者值非常接近，因此该结果可靠 (

$ 结束语

对本文问题，当系统用 . 个广义坐标描述，且

有 / 个设计变量时，采用直接微分方法需求解 . B

/ 个状态设计灵敏度的微分 C 代数方程组，当采用

本文方法时，仅需求解 . 个伴随变量的微分 C 代数

方程 组，其 余 伴 随 变 量 方 程 为 简 单 的 线 性 代 数 方

程，从而具有较高的效率 (为进一步提高精度，后继

研究工作为二阶灵敏度分析的伴随变量方法 (
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