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一类参数不确定混沌系统的广义同步

刘福才　宋佳秋
（燕山大学工业计算机控制工程河北省重点实验室，秦皇岛　０６６００４）

摘要　针对一类混沌系统，研究了参数未知的混沌系统的广义同步．基于 ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性定理和自适应控

制方法，给出了自适应控制器和参数自适应律的解析表达式．将该方法应用于参数未知的新混沌系统，理论

证明了该方法可以使新混沌系统达到渐近的广义同步，并且可以辨识出系统的未知参数．数值模拟进一步

证明了该方法的有效性．

关键词　广义混沌同步，　Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性定理，　参数估计

引 言

由于混沌系统对初值极端敏感，初值十分接近

的任意两条轨道会很快分离并变得毫不相关，混沌

同步被认为是几乎不可能的，自从Ｐｅｃｏｒａ和Ｃａｒｒｏｌｌ
于１９９０年首次提出混沌的驱动 －响应同步方
法［１］，混沌同步及其在保密通信、信息科学、生物等

领域的应用引起了人们的广泛兴趣［２，３］．至今，人
们已提出了各种不同的混沌控制与混沌同步的方

法［４－１０］，但已有文献大多考虑两个完全相同混沌

系统的完全同步，而关于混沌系统的广义同步研究

得很少，由于在实际的物理、化学、生物等复杂系统

中存在着大量的广义同步现象，广义同步化可能更

容易应用于保密通讯［１１］，所以研究混沌系统的广

义同步是有实际意义的．
本文提出了一种基于系统参数辨识的混沌广

义同步方法．针对混沌动力学系统参数未知的情
况，根据ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论，给出了广义同步控
制器和参数自适应律的解析表达式．将该方法应用
于新混沌系统，实现了混沌系统的广义同步．

１　问题描述

定义１考虑两个动力学系统如下：
ｘ＝Ｇ（ｘ） （１）
ｙ＝Ｇ（ｙ） （２）

其中ｘ∈Ｒｎ，ｙ∈Ｒｎ为系统的状态向量，Ｇ：Ｒｎ→Ｒｎ

为非线性向量函数，如果

ｌｉｍ
ｔ→∞
ｙ（ｔ）－αｘ（ｔ）＝０ （３）

则称系统（１）和（２）广义同步，其中α为比例因子．
在本文中，讨论参数不确定的混沌系统的广义

同步，动力学系统（１）和（２）可以写为
ｘ＝ｆ（ｘ）＋Ｆ（ｘ）Θ （４）
ｙ＝ｆ（ｙ）＋Ｆ（ｙ）Θ＾＋ｕ （５）

其中ｘ∈Ｒｎ，ｙ∈Ｒｎ为系统的状态向量，ｆ∈Ｒｎ，Ｆ∈
Ｒｎ×ｎ，Θ∈Ｒｎ为未知的参数向量，Θ＾∈Ｒｎ为未知参
数向量Θ的估计值，ｕ∈Ｒｎ为广义同步控制器．称
（４）式和（５）式分别为驱动系统和响应系统．

将（４）式和（５）式代入（３）式，则有
　ｅ＝ｙ－αｘ＝ｆ（ｘ）＋Ｆ（ｙ）Θ＾－

　　αｆ（ｘ）－αＦ（ｘ）Θ＋ｕ （６）
根据定义１，可以将参数不确定混沌系统的广义同
步问题转化为广义同步误差系统在原点的渐近稳

定性问题．因此，我们的目的是选择适当的广义同

步控制器ｕ和参数自适应律 Θ＾
·

，使（６）式在原点渐
近稳定，即响应系统（５）和驱动系统（４）广义同步．

定理１　对于驱动系统（４）式和响应系统（５）
式，若选择广义同步控制器

ｕ＝－ｆ（ｙ）＋αｆ（ｘ）－
　［Ｆ（ｙ）－αＦ（ｘ）］Θ－λｅ （７）
参数自适应律

Θ＾
·

＝－（Ｆ（ｙ））Ｔｅ （８）
则系统（４）和（５）广义同步，λ＞０为常数．

证明　选取Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数为
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Ｖ＝１２ｅ
Ｔｅ＋１２Θ

～ＴΘ
～

其中Θ
～
＝Θ
～
－Θ．

对Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数Ｖ求导，则有

Ｖ
·

＝１２（
ｅＴｅ＋ｅＴｅ）＋

　１２（Θ
～
·

ＴΘ
～
＋Θ
～ＴΘ

＾
·

） （９）

将（６），（７），（８）式代入（９）式，可以得到

Ｖ
·

＝１２（Θ
～Ｔ（Ｆ（ｙ））Ｔ－λｅＴ）ｅ＋

　１２ｅ
Ｔ（Ｆ（ｙ）Θ

～
－λｅ）＋１２（－ｅ

ＴＦ（ｙ）Θ
～
－

　Θ
～Ｔ（Ｆ（ｙ））Ｔｅ）＝－λｅＴｅ＜０

由于Ｖ是正定的，Ｖ
·

是负定的，根据 Ｌｙａｐｙｎｏｖ
稳定性定理，广义同步误差（６）式是在原点渐近稳
定，即驱动系统（４）和响应系统（５）广义同步，证
毕．

２　参数不确定新混沌系统的广义同步

最近，在研究混沌反控制的时候，Ｃｈｅｎ和 Ｌｅｅ
介绍了一个新混沌系统，该混沌系统的模型可写为

ｘ１＝ａｘ１－ｘ２ｘ３
ｘ２＝ｂｘ２＋ｘ１ｘ３
ｘ３＝ｃｘ３＋（１／３）ｘ１ｘ２ （１０）

其中ｘ１，ｘ２，ｘ３是系统的状态变量，ａ，ｂ，ｃ是系统的
三个参数，当参数取值为ａ＝５．０，ｂ＝－１０．０，ｃ＝－
３．８，初值［ｘ１，ｘ２，ｘ３］

Ｔ＝［０．５，－１．０，１．５］Ｔ时，系
统（１０）存在如图１所示的奇怪吸引子．

图１　新系统混沌吸引子

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｎｅｗｓｙｓｔｅｍｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒ

可将（１０）式化为（４）式的形式，
ｘ＝ｆ（ｘ）＋Ｆ（ｘ）Θ （１１）

其中ｘ＝［ｘ１，ｘ２，ｘ３］
Ｔ是系统的状态向量，ｆ（ｘ）＝

－ｘ２ｘ３
ｘ１ｘ３
（１／３）ｘ１ｘ









２

，Ｆ（ｘ）＝

ｘ１　０　０

０　ｘ２　０

０　０　ｘ









３

，Θ＝










ａ
ｂ
ｃ
，Θ为未

知参数向量．称（１１）式为驱动系统．
响应系统可以表示如下

ｙ＝ｆ（ｘ）＋Ｆ（ｙ）Θ＾＋ｕ （１２）
其中ｙ＝［ｙ１，ｙ２，ｙ３］

Ｔ是系统的状态向量，ｆ（ｙ）＝
－ｙ２ｙ３
ｙ１ｙ３
（１／３）ｙ１ｙ









２

，Ｆ（ｙ）＝

ｙ１　０　０

０　ｙ２　０

０　０　ｙ









３

，Θ＾ ＝

ａ１
ｂ１
ｃ









１

，参数

ａ１，ｂ１，ｃ１分别是参数 ａ，ｂ，ｃ的估计值，ｕ＝［ｕ１，ｕ２，

ｕ３］
Ｔ为广义控制器．
根据定理１，选择控制器

　ｕ＝－ｆ（ｙ）＋αｆ（ｘ）－［Ｆ（ｙ）－αＦ（ｘ）］Θ－λｅ＝
－ａｅ１＋ｅ２ｅ３＋αｘ２ｅ３＋αｘ３ｅ２＋α

２ｘ２ｘ３－αｘ２ｘ３－λｅ１
－ｂｅ２－ｅ１ｅ３－αｘ１ｅ３－αｘ３ｅ１－α

２ｘ１ｘ３＋αｘ１ｘ３－λｅ２
－ｃｅ３－（１／３）（ｅ１ｅ２＋αｘ１ｅ２＋αｘ２ｅ１＋

　　α２ｘ１ｘ２）＋（１／３）αｘ１ｘ２－λｅ













３

（１３）
参数自适应律

Θ＾
·

＝－（Ｆ（ｙ））Ｔｅ＝

－ｙ１ｅ１
－ｙ２ｅ２
－ｙ３ｅ









３

（１４）

因而，在广义控制器（１３）和参数自适应律
（１４）的作用下，驱动系统（１１）和响应系统（１２）广
义同步．

３　数值模拟结果

数值仿真中采用步长为 ｈ＝０．０００１的四阶 －
龙格库塔方法，设驱动系统（１１）式和响应系统
（１２）式的初始值分别为 ｘ０＝［０．５，－１．０，１．５］

Ｔ，

ｙ０＝［－１１．５，２．０，－１２．５］
Ｔ．

参数估计的初始值取为 Θ
＾
·

０＝［４．８，１２．７，５．
１］，常数 λ＝２０．当 α＝－１时，为两个系统的反同
步，是广义同步的特例，其仿真图见图２，当 α＝２
时的仿真图见图３，从图２和图３可以看出，新混沌
系统（１１）式和（１２）式实现了广义同步，广义同步
误差ｅ＝［ｅ１，ｅ２，ｅ３］

Ｔ快速收敛于零．图４和图５给
出了参数鉴定结果，表明了参数估计值ａ１，ｂ１，ｃ１随
着时间的增大分别趋于它们的真实值ａ，ｂ，ｃ．

１３１
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图２　当时广义同步误差曲线

Ｆｉｇ．２　ＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＳｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｓｗｉｔｈｓｃａｌｉｎｇｆａｃｔｏｒ

图３　当时广义同步误差曲线

Ｆｉｇ．３　ＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＳｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｓｗｉｔｈｓｃａｌｉｎｇｆａｃｔｏｒ

图４　当时的参数估计值图

Ｆｉｇ．４　Ｅｓｔｉｍａｔｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｗｉｔｈｓｃａｌｉｎｇｆａｃｔｏｒ

图５　当时的参数估计值

Ｆｉｇ．５　Ｅｓｔｉｍａｔｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｗｉｔｈｓｃａｌｉｎｇｆａｃｔｏｒ

４　结论

本文研究了一类参数不确定混沌系统的广义

同步．基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论，给出了广义同步
控制器和参数自适应律的解析表达式．该方法简
单、适应范围广．其中系统（３）描述了许多典型的
混沌系统，例如 Ｌｏｒｅｎｚ系统、Ｃｈｅｎ系统、Ｒｓｓｌｅｒ系
统、统一混沌系统等等，以新混沌系统为例，数值仿

真说明了该方法的有效性和实用性．
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