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微扰 Ｋｅｐｌｅｒ系统的守恒量与对称性
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摘要　用直接积分法和Ｎｏｅｔｈｅｒ法研究微扰 Ｋｅｐｌｅｒ系统的守恒量，都得到了一个不同于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数的守

恒量，此守恒量与ＲｕｎｇｅＬｅｎｚ矢量有相同的量纲，可以称其为“类 ＲｕｎｇｅＬｅｎｚ矢量守恒量”．文中还讨论了

守恒量的Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性、Ｌｉｅ对称性与 Ｍｅｉ对称性，结果表明：与守恒量相应的无限小变换同时是 Ｎｏｅｔｈｅｒ

对称变换、Ｌｉｅ对称变换和Ｍｅｉ对称变换．

关键词　微扰Ｋｅｐｌｅｒ系统，　直接积分法，　Ｎｏｅｔｈｅｒ法，　守恒量，　Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性，　Ｌｉｅ对称性，　Ｍｅｉ对

称性

引言

力学系统的对称性与守恒量紧密地联系在一

起，关于力学系统对称性与守恒量的研究已渗透到

现代数学、力学、物理学等各个领域．寻求力学系统
的对称性和守恒量已成为近代分析力学的一大热

点问题．求守恒量常用的方法有 Ｎｏｅｔｈｅｒ方法，Ｌｉｅ
方法，Ｍｅｉ方法［１６］，Ｅｒｍａｋｏｖ方法［７９］，Ｐｏｉｓｓｏｎ括
号方法［１０１３］和直接积分法［１４１８］．对于给定势函数
的系统，用直接积分法可以求得除Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数以
外的守恒量，并且求守恒量比较直接、方便，它不必

计算对称性，也不需要用Ｎｏｅｔｈｅｒ定理，当然也没法
讨论守恒量的对称性．而 Ｎｏｅｔｈｅｒ方法既能确定守
恒量也能讨论对称性，但必须解耦合的微分方程

组．微扰Ｋｅｐｌｅｒ系统是一典型的力学系统，此系统
在天体物理、原子与分子物理、量子力学中受到普

遍的关注［１９２１］，很多文献比较关注其数值解、轨道

的形状与封闭性问题，而对于其对称性与守恒量的

研究较少见．本文用直接积分法和 Ｎｏｅｔｈｅｒ方法确
定其守恒量（不同于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数），并讨论守恒
量的物理意义及其Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性与Ｌｉｅ对称性．

１　确定微扰Ｋｅｐｌｅｒ系统守恒量的两种方法

首先用直接积分法确定微扰 Ｋｅｐｌｅｒ系统的守
恒量，微扰Ｋｅｐｌｅｒ系统的Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数为［１４］

Ｈ＝
ｐ２１
２＋
ｐ２２
２－

Ｋ
（ｑ２１＋ｑ

２
２）
１／２＋Ａｑ１＋

Ｂ
ｑ２２

（１）

这里 Ｋ，Ａ，Ｂ为正常数．
由Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程可得下列运动方程
ｄｑ１
ｄｔ＝

Ｈ
ｐ１
＝ｐ１＝ｇ１ （２ａ）

ｄｑ２
ｄｔ＝

Ｈ
ｐ２
＝ｐ２＝ｇ２ （２ｂ）

ｄｐ１
ｄｔ＝－

Ｈ
ｑ１
＝－Ｖｑ１＝ｈ１ （２ｃ）

ｄｐ２
ｄｔ＝－

Ｈ
ｑ２
＝－Ｖｑ２＝ｈ２ （２ｄ）

这里ｐ１，ｐ２是广义动量，Ｖ是系统的势能，Ｖ的下标
ｑ１、ｑ２表示 Ｖ对 ｑ１、ｑ２的偏导数，ｇ１，ｇ２，ｈ１，ｈ２是为
方便下文讨论Ｌｉｅ对称性的简写符号（式（１７）中用
到），分别代表广义速度 ｑ１，ｑ２和广义动量对时间
的变化率 ｐ１，ｐ２．

Ｖｑ１＝
Ｋｑ１

（ｑ２１＋ｑ
２
２）
３／２＋Ａ （３ａ）

Ｖｑ２＝
Ｋｑ２

（ｑ２１＋ｑ
２
２）
３／２－
２Ｂ
ｑ３２

（３ｂ）

式 （２ａ）（２ｄ）可以写成下面６个１－形式的微分
式

ｐ２ｄｑ１－ｐ１ｄｑ２＝０ （４ａ）
Ｖｑ１ｄｑ１＋ｐ１ｄｐ１＝０ （４ｂ）
Ｖｑ２ｄｑ１＋ｐ１ｄｐ２＝０ （４ｃ）
Ｖｑ１ｄｑ２＋ｐ２ｄｐ１＝０ （４ｄ）
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Ｖｑ２ｄｑ２＋ｐ２ｄｐ２＝０ （４ｅ）
Ｖｑ２ｄｐ１－Ｖｑ１ｄｐ２＝０ （４ｆ）

以上６个１－形式的微分式中仅含４个独立变量的
微分ｄｑ１，ｄｑ２，ｄｐ１和 ｄｐ２，因此不是相互独立的，只
有其中４个是相互独立的．

用未知函数Ｗ，Ｑ，Ｒ，Ｓ，Ｔ和Ｕ分别乘式（４ａ）
（４ｆ），求和可得（其中未知函数 Ｗ，Ｑ，Ｒ，Ｓ，Ｔ和 Ｕ
都是关于ｑ１，ｑ２，ｐ１，ｐ１的函数）

ω＝Ｗ（ｐ２ｄｑ１－ｐ１ｄｑ２）＋Ｑ（Ｖｑ１ｄｑ１＋ｐ１ｄｐ１）＋
　Ｒ（Ｖｑ２ｄｑ１＋ｐ１ｄｐ２）＋Ｓ（Ｖｑ１ｄｑ２＋ｐ２ｄｐ１）＋
　Ｔ（Ｖｑ２ｄｑ２＋ｐ２ｄｐ２）＋Ｕ（Ｖｑ２ｄｐ１－Ｖｑ１ｄｐ２）＝
　Ａ１ｄｑ１＋Ａ２ｄｑ２＋Ａ３ｄｐ１＋Ａ４ｄｐ２＝０ （５）

其中Ａｉ（ｉ＝１，２，３，４）均是关于 ｑ１，ｑ２，ｐ１，ｐ２的函
数，且

Ａ１＝Ｗｐ２＋ＱＶｑ１＋ＲＶｑ２，
Ａ２＝－Ｗｐ１＋ＳＶｑ１＋ＴＶｑ２
Ａ３＝Ｑｐ１＋Ｓｐ２＋ＵＶｑ２，Ａ４＝Ｒｐ１＋Ｔｐ２－ＵＶｑ１．
若存在Ｉ（ｑ１，ｑ２，ｐ１，ｐ２）使
ｄＩ＝Ａ１ｄｑ１＋Ａ２ｄｑ２＋Ａ３ｄｐ１＋Ａ４ｄｐ２＝ω （６）

则由式（５）知ｄＩ＝０，即Ｉ为守恒量．
由微分几何［２２］知ｄ·ｄ＝０．即若存在Ｉ（ｑ１，ｑ２，

ｐ１，ｐ２）使ｄＩ＝ω，则ｄ（ｄＩ）＝ｄω＝０．反之，由Ｐｏｉｎｃａ

ｒｅ′引理［２２］知，若ｄω＝０，则ω在哈密顿函数Ｈ的定
义域内恰当．式（１）中的ｑ１，ｑ２为笛卡尔坐标，ｐ１，ｐ２
是与广义坐标ｑ１，ｑ２相应的广义动量，故 ｐ１Ｒ，ｐ２
Ｒ．但由于ｑ２≠０，系统的相空间为Ｒ

４－｛ｑ２＝０的
平面上的点｝，即 ｑ２＝０的平面将相空间分为不连
通的两个流形Ｍ＋（ｑ２＞０）和Ｍ－（ｑ２＜０）．可通过１

－１可微映射 珓ｘ１＝ｑ１，珓ｘ２＝±ｔａｎ（ｑ２－
π
２），珓ｘ３＝ｐ１，

珓ｘ４＝ｐ２分别将 Ｍ＋和 Ｍ－映射到 Ｒ
４．由文献［２３］

知，ω在Ｒ４上闭则一定恰当，则 ω在 Ｍ＋和 Ｍ－上
闭则一定恰当，即 ω在系统的相空间闭则一定恰
当．因此，存在Ｉ（ｑ１，ｑ２，ｐ１，ｐ２）使ｄＩ＝ω成立的充要
条件为

ｄω＝０ （７）
令ｘ１≡ｑ１，ｘ２≡ｑ２，ｘ３≡ｐ１，ｘ４≡ｐ２，则

ｄω＝ｄ（∑
４

ｉ＝１
Ａｉｄｘｉ）＝∑

４

ｉ＝１
ｄＡｉ∧ｄｘｉ＝

　∑
４

ｉ＝１
∑
４

ｊ＝１

Ａｉ
ｘｊ
ｄｘｊ∧ｄｘｉ＝（

Ａ２
ｘ１
－
Ａ１
ｘ２
）ｄｘ１∧ｄｘ２＋

　（
Ａ３
ｘ１
－
Ａ１
ｘ３
）ｄｘ１∧ｄｘ３＋（

Ａ４
ｘ１
－
Ａ１
ｘ４
）ｄｘ１∧ｄｘ４＋

　（
Ａ２
ｘ３
－
Ａ３
ｘ２
）ｄｘ２∧ｄｘ３＋（

Ａ２
ｘ４
－
Ａ４
ｘ２
）ｄｘ２∧ｄｘ４＋

　（
Ａ４
ｘ３
－
Ａ３
ｘ４
）ｄｘ３∧ｄｘ４＝０

的充要条件（即存在Ｉ（ｑ１，ｑ２，ｐ１，ｐ２）使 ｄＩ＝ω的充
要条件）为

Ａ２
ｑ１
＝
Ａ１
ｑ２
，
Ａ３
ｑ１
＝
Ａ１
ｐ１
，
Ａ４
ｑ１
＝
Ａ１
ｐ２
，

Ａ２
ｐ１
＝
Ａ３
ｑ２
，
Ａ２
ｐ２
＝
Ａ４
ｑ２
，
Ａ４
ｐ１
＝
Ａ３
ｐ２

（８）

另有

Ｖｑ１ｑ２＝Ｖｑ２ｑ１，Ｖｑ１ｐ１＝Ｖｑ１ｐ２＝Ｖｑ２ｐ１＝Ｖｑ２ｐ２＝０．
可得末知函数应满足的６个相互耦合的偏微分方
程组

Ｗ
ｑ２
ｐ２＋
Ｗ
ｑ１
ｐ１＋
Ｑ
ｑ２
Ｖｑ１＋

Ｒ
ｑ２
Ｖｑ２－

Ｓ
ｑ１
Ｖｑ１－

　Ｔ
ｑ１
Ｖｑ２＝ＳＶｑ１ｑ１＋（Ｔ－Ｑ）Ｖｑ２ｑ１－ＲＶｑ２ｑ２ （９ａ）

Ｗ
ｐ１
ｐ２＋
Ｑ
ｐ１
Ｖｑ１＋

Ｒ
ｐ１
Ｖｑ２－

Ｑ
ｑ１
ｐ１－

Ｓ
ｑ１
ｐ２－

　Ｕ
ｑ１
Ｖｑ２＝ＵＶｑ２ｑ１ （９ｂ）

Ｗ
ｐ２
ｐ２＋
Ｑ
ｐ２
Ｖｑ１＋

Ｒ
ｐ２
Ｖｑ２－

Ｒ
ｑ１
ｐ１－

Ｔ
ｑ１
ｐ２＋

　Ｕ
ｑ１
Ｖｑ２＝－Ｗ－ＵＶｑ１ｑ１ （９ｃ）

－Ｗ
ｐ１
ｐ１＋

Ｓ
ｐ１
Ｖｑ１＋

Ｔ
ｐ１
Ｖｑ２－

Ｑ
ｑ２
ｐ１－

Ｓ
ｑ２
ｐ２－

　Ｕ
ｑ２
Ｖｑ２＝Ｗ＋ＵＶｑ２ｑ２ （９ｄ）

－Ｗ
ｐ２
ｐ１＋

Ｓ
ｐ２
Ｖｑ１＋

Ｔ
ｐ２
Ｖｑ２－

Ｒ
ｑ２
ｐ１－

Ｔ
ｑ２
ｐ２＋

　Ｕ
ｑ２
Ｖｑ２＝－ＵＶｑ１ｑ２ （９ｅ）

Ｑ
ｐ２
ｐ１＋

Ｓ
ｐ２
ｐ２＋
Ｕ
ｐ２
Ｖｑ２－

Ｒ
ｐ１
ｐ１－

Ｔ
ｐ１
ｐ２＋

　Ｕ
ｐ１
Ｖｑ２＝－Ｓ＋Ｒ （９ｆ）

由式（９ａ）～（９ｆ）可解得末知函数 Ｗ，Ｑ，Ｒ，Ｓ，Ｔ和
Ｕ，并将解代入式（６）可得守恒量 Ｉ．理论上说，式
（９ａ）～（９ｆ）的解有多组，但由于式（３ａ），（３ｂ）的复
杂性，未知函数Ｗ，Ｑ，Ｒ，Ｓ，Ｔ和 Ｕ不易求得．本文
只考虑一组特殊的解，取

Ｗ＝－ｐ２，Ｑ＝０，Ｒ＝Ｓ＝ｑ２，Ｔ＝－２ｑ１，Ｕ＝０

（１０）

４１３
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则微扰Ｋｅｐｌｅｒ系统的守恒量为

Ｉ＝ｐ２（ｐ１ｑ２－ｐ２ｑ１）＋
Ｋｑ１

（ｑ２１＋ｑ
２
２）
１／２＋

Ａ
２ｑ

２
２－
２Ｂｑ１
ｑ２２
（１１）

下面用Ｎｏｅｔｈｅｒ方法确定守恒量，引进相空间
的群的无限小变换

ｔ ＝ｔ＋εξ０（ｔ，ｑ，ｐ）　ｑｓ ＝ｑｓ＋εξｓ（ｔ，ｑ，ｐ）

ｐｓ ＝ｐｓ＋εηｓ（ｔ，ｑ，ｐ）（ｓ＝１，２） （１２）
这里ε是无限小参数，ξ０，ξｓ和 ηｓ是无限小变换生
成元．其无限小生成元向量为

Ｘ（０）＝ξ０

ｔ
＋∑
２

ｓ＝１
ξｓ

ｑｓ
＋∑
２

ｓ＝１
ηｓ

ｐｓ
． （１３）

式（１３）的一次扩展为

Ｘ（１）＝Ｘ（０）＋∑
２

ｓ＝１
（ξ
·

ｓ－ｑｓξ
·

０）

ｑｓ
＋

　∑
２

ｓ＝１
（ηｓ－ｐｓξ

·

０）

ｐｓ

（１４）

如果无限小生成元满足Ｎｏｅｔｈｅｒ恒等式［１］

∑
２

ｓ＝１
ｐｓξ
·

ｓ－
Ｈ
ｔξ０

－∑
２

ｓ＝１

Ｈ
ｑｓ
ξｓ－Ｈξ

·

０＝－Ｇ
·

（１５）

其中Ｇ是规范函数，根据广义 Ｎｏｅｔｈｅｒ定理［１］，系

统具有守恒量

Ｉ＝∑
２

ｓ＝１
ｐｓξｓ－Ｈξ０＋Ｇ （１６）

由式（１５）可得一组特殊解

ξ０＝ｑ１，ξ１＝ｑ１ｐ１＋ｑ２ｐ２，ξ２＝－ｑ１ｐ２＋ｑ２ｐ１，

Ｇ＝－
ｑ１ｐ

２
１

２ －ｑ２ｐ１ｐ２＋
ｑ１ｐ

２
２

２ ＋
Ａｑ２２
２ ＋Ａｑ

２
１－
Ｂｑ１
ｑ２２
（１７）

将式（１）和 （１７）代入式（１６），我们得到守恒量

Ｉ＝ｐ２（ｐ１ｑ２－ｐ２ｑ１）＋
Ｋｑ１

（ｑ２１＋ｑ
２
２）
１／２＋

Ａ
２ｑ

２
２－
２Ｂｑ１
ｑ２２
（１８）

显然，用两种方法得到的守恒量是一致的．
众所周知，Ｋｅｐｌｅｒ系统有三个守恒量：能量（即

Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数）、角动量和 ＲｕｎｇｅＬｅｎｚ矢量．由于
微扰Ｋｅｐｌｅｒ系统的势能函数中存在微扰项，因此，
角动量不再守恒．除 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数 Ｈ仍守恒外，由
式（１８）表示的另一守恒量 Ｉ具有与 ＲｕｎｇｅＬｅｎｚ矢
量相同的量纲，但其表达式与 ＲｕｎｇｅＬｅｎｚ矢量不
同，因此可以称守恒量 Ｉ为“类 ＲｕｎｇｅＬｅｎｚ矢量守
恒量”．另外，比较式（１８）与式（１）可知，守恒量 Ｉ
不能表示成 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数 Ｈ的函数，守恒量 Ｉ与

Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数Ｈ是相互独立的．

２　微扰 Ｋｅｐｌｅｒ系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性、Ｌｉｅ
对称性和Ｍｅｉ对称性

根据Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性理论，式
（１２）表示的无限小变换的生成元 ηｓ可由下式得

到［１］

ηｓ＝
ｐｓ
ｔξ０

＋∑
２

ｓ＝１

ｐｓ
ｑｋ
ξｋ＋∑

２

ｓ＝１

ｐｓ
ｑｋ
（ξ
·

ｋ－ｑｋξ
·

０）

　　　（ｓ＝１，２） （１９）
将式（１７）代入式（１９），可得

η１＝ξ
·

１－ｑ１ξ
·

０＝ｑ１ｐ１＋ｑ２ｐ２＋ｐ
２
２

η２＝ξ
·

２－ｑ２ξ
·

０＝－ｑ１ｐ２＋ｑ２ｐ１－ｐ１ｐ２ （２０）
因此，相空间的无限小变换（１２）是 Ｎｏｅｔｈｅｒ对

称变换．
根据Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的Ｌｉｅ对称性理论，式（２ａ）

（２ｄ）保持不变的充要条件是［１］

ξ
·

ｓ－ξ
·

０ｇｓ＝Ｘ
（０）（ｇｓ）

ηｓ－ξ
·

０ｈｓ＝Ｘ
（０）（ｈｓ）（ｓ＝１，２） （２１）

这里 ｇｓ，ｈｓ由式（２ａ）（２ｄ）给出．可以证明式
（１７）、（２０）表示的生成元 ξ０，ξｓ，ηｓ满足式（２１），
这表明无限小变换（１２）是系统的Ｌｉｅ对称变换．

根据 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的 Ｍｅｉ对称性理论［４６］，若

在无限小变换（１２）下，Ｈ（ｔ，ｑ，ｐ）变成 Ｈ ＝Ｈ

（ｔ，ｑ，ｐ），方程（２ａ）（２ｄ）的形式保持不变，即

　
ｄｑ１
ｄｔ＝

Ｈ

ｐ１
，
ｄｑ２
ｄｔ＝

Ｈ

ｐ２
，
ｄｐ１
ｄｔ＝－

Ｈ

ｑ１
，
ｄｐ２
ｄｔ＝－

Ｈ

ｑ２
．

（２２）
则这种不变性为系统在相空间的 Ｍｅｉ对称性．也即
对于系统（２ａ）（２ｄ），若无限小生成元 ξ０，ξｓ，ηｓ满
足


ｐｓ
（Ｘ（０）（Ｈ））＝０，－

ｑｓ
（Ｘ（０）（Ｈ））＝０．

　　　　　（ｓ＝１，２） （２３）
则相应的不变性是Ｍｅｉ对称不变性，相应的变换为
系统的Ｍｅｉ对称变换．

可以证明式（１７）、（２０）表示的生成元ξ０，ξｓ，ηｓ
满足式（２３），这表明无限小变换（１２）也是系统的
Ｍｅｉ对称变换．

３　结 语

本文用直接积分法和 Ｎｏｅｔｈｅｒ法研究微扰
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Ｋｅｐｌｅｒ系统的守恒量，而且两种方法得到了相同的
守恒量（不同于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数）．所得守恒量 Ｉ具
有与 ＲｕｎｇｅＬｅｎｚ矢量相同的量纲，但其表达式与
ＲｕｎｇｅＬｅｎｚ矢量不同，因此可以称守恒量 Ｉ为“类
ＲｕｎｇｅＬｅｎｚ矢量守恒量”．文中还讨论了守恒量的
Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性、Ｌｉｅ对称性与 Ｍｅｉ对称性，结果表
明：与守恒量相应的无限小变换同时是 Ｎｏｅｔｈｅｒ对
称变换、Ｌｉｅ对称变换、Ｍｅｉ对称变换．因此，本文的
结论对于研究微扰 Ｋｅｐｌｅｒ系统具有理论和实际意
义．
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