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Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的精确孤立波解的符号计算
闻小永

（北京信息科技大学理学院数学系，北京　 １０００８５）

摘要　 借助于符号计算Ｍａｐｌｅ，给出了一种构造非线性波动方程行波解的直接代数方法，该方法的主要特
点是充分利用Ｒｉｃｃａｔｉ方程． 使用此方法得到Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的多组精确行波解，其中包括一些新的孤立波解，
这种方法也适用于求解其它的非线性波动方程（组）．
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引言
求解非线性波动方程的精确解，尤其是孤立子

解，长期以来一直是物理学家和数学家研究的重
点课题，孤立子解在光纤通信、流体力学、等离子
体和一维磁性等物理领域中有着广泛的应用，因此
寻找非线性波动方程的孤立子解具有重要的理论
和实践意义．近年来，随着计算机技术的发展，人
们提出和发展了许多以计算机符号计算为基础的
求解非线性方程精确解的有效方法，如齐次平衡
法［１］、双曲正切函数展开法［２３］、ｓｉｎｅｃｏｓｉｎｅ法［４］、
Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数展开法［５］等． 本文借助符号计算
Ｍａｐｌｅ和Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解，通过构造一个新的尝试
解，得出非线性波方程的多组新的精确孤立波解，
作为例子我们将考虑著名的Ｂｕｒｇｅｒｓ方程，Ｂｕｒｇｅｒｓ
方程是物理学和力学中经常出现的重要的非线性
波方程之一，其标准形式为：

ｕｔ ＋ ｕｕｘ ＋ βｕｘｘ ＝ ０ （１）
其中β为耗散系数．该方程是是物理和力学中重要
的非线性的耗散（热传导、扩散和黏性）方程，首次
由Ｂｕｒｇｅｒｓ于１９４８年得到，并用来描述河道中湍流
现象，另外一维冲击波的传播也可用该方程来描
述． 关于Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的研究，已取得部分研究成
果［６１２］，文献［６７］求得了该方程的孤波解，文献
［８９］得到了该方程的冲击波解，文献［１０１２］得到
了该方程的一般形式的行波解和奇异行波解． 本
文借助符号计算Ｍａｐｌｅ和Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解，通过
构造一个新的尝试解，得出该方程的多组新的精确

孤立波解，这些解不仅进一步丰富了Ｂｕｒｇｅｒｓ方程
解的结果，而且也为进一步理解和研究该方程所描
述的物理现象提供了新的线索和帮助．

１　 方法介绍
具体步骤如下：

步骤１：对于给定的非线性波动方程
Ｐ（ｕ，ｕｘ，ｕｔ，ｕｘｘ，ｕｘｔ，ｕｔｔ，…）＝ ０ （２）

进行行波变换：
ｕ ＝ ｕ（ξ），ξ ＝ ｋ（ｘ － λｔ） （３）

其中ｋ是波数，λ是波速． （２）式化为如下的常微
分方程

Ｇ（ｕ，ｄｕｄξ，
ｄ２ｕ
ｄξ２
）＝ ０ （４）

步骤２：定义ｕ的阶数为ｎ，则通过平衡（４）中的最
高阶项和非线性项得到ｕ的阶数ｎ的值．
步骤３：设方程（４）中ｕ（ξ）可以表示为的φ（ξ）下
列形式新的有限级数解

ｕ（ξ）＝ ａ０ ＋∑
ｎ

ｉ ＝ １
ａｉ（ξ）－ ｉ ＋

　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｂｉ

（ξ）ｉ
（１ ＋ μ（ξ）＋ ｒ（ξ）２）ｉ （５）

而（ξ）满足Ｒｉｃｃａｔｉ方程：
ｄφ（ξ）
ｄξ

＝ ａ ＋ ｂφ（ξ）２ （６）
其中ａｉ，ｂｉ，μ，ｒ是待定常数，ａ，ｂ是常数．
步骤４：把（５）式代入方程（４ ）并利用（６）式，通分
令分子为零，约化合并同次幂，得到一个关于φ（ξ）
的一元方程，令φｉ（ξ）（ｉ是整数）的系数为零，得到
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一个关于ａｉ，ｂｉ，ｋ，λ，μ，ｒ的超定代数方程组，利用
Ｍａｐｌｅ下解此方程组，得到ａ ｉ，ｂｉ，ｋ，λ，μ，ｒ的值．
步骤５：方程（６）的解如下：
（ｉ）当ａ ＝ １２ ，ｂ ＝ －

１
２时，

φ（ξ）＝ ｔａｎｈ（ξ）±ｉｓｅｃｈ（ξ），φ（ξ）＝ｃｏｔｈ（ξ）±ｃｓｃｈ（ξ），
φ（ξ）＝ １

ｔａｎｈ（ξ）±ｉｓｅｃｈ（ξ），φ（ξ）＝
１

ｃｏｔｈ（ξ）±ｃｓｃｈ（ξ）；（７）
（ｉｉ）当ａ ＝４，ｂ ＝ －１时，φ（ξ）＝ ｔａｎｈ（ξ）＋ｃｏｔｈ（ξ）； （８）
（ｉｉｉ）当ａ ＝１，ｂ ＝ －４时，φ（ξ）＝ １

ｔａｎｈ（ξ）±ｃｏｔｈ（ξ）；（９）
（ｉｖ）当ａ ＝１，ｂ ＝ －１时，φ（ξ）＝ｔａｎｈ（ξ），φ（ξ）ｃｏｔｈ（ξ）（１０）
（ｖ）当ａ ＝ １２ ，ｂ ＝

１
２时，

φ（ξ）＝ ｔａｎ（ξ）± ｓｅｃ（ξ），φ（ξ）＝ － ｃｏｔ（ξ）± ｃｓｃ（ξ），
φ（ξ）＝ １

ｔａｎ（ξ）±ｉｓｅｃ（ξ），φ（ξ）＝
１

ｃｏｔ（ξ）±ｃｓｃ（ξ）； （１１）
（ｖｉ）当ａ ＝ ４，ｂ ＝ １时，φ（ξ）＝ ｔａｎ（ξ）－ ｃｏｔ（ξ）；

（１２）
（ｖｉｉ）当ａ ＝１，ｂ ＝４时，φ（ξ）＝ １

ｃｏｔ（ξ）－ ｔａｎ（ξ）；（１３）
（ｖｉｉｉ）当ａ ＝ ｂ ＝ １时，φ（ξ）＝ ｔａｎ（ξ）； （１４）
（ｉｘ）当ａ ＝ ｂ ＝ － １时，φ（ξ）＝ ｃｏｔ（ξ）； （１５）
（ｘ）当ａ ＝ ０和ｂ≠０时，φ（ξ）＝ １

ｂξ ＋ ｃ０
（１６）

其中ξ ＝ ｋ（ｘ － λｔ），ｉ ＝ －槡１和ｃ０是任意常数．
步骤６：把步骤４中得到的ａｉ，ｂｉ，ｋ，λ，μ，ｒ和步骤５
中的不同情况回代到（５）中，得到方程（２）的精确
孤立波解．
注：当ａ１ ＝…＝ ａｎ ＝ μ ＝ ｒ ＝ ０，φ（ξ）＝ ｔａｎｈ（ξ），就是
文献［６］的方法． 另外步骤４是关键的一步，其计
算过程都可以通过符号计算Ｍａｐｌｅ来完成．

２　 Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的孤立波解
对于Ｂｕｒｇｅｒｓ方程（１）由上述方法，进行行波

变换ｕ ＝ ｕ（ξ），ξ ＝ ｋ（ｘ － λｔ）得：
－ λ ｄｕｄξ

＋ ｕ ｄｕｄξ
＋ ｋβ ｄ

２ｕ
ｄξ２
＝ ０ （１７）

通过平衡（８）中的最高阶项和非线性项，可得阶数
ｎ ＝ １，由步骤３，假设

ｕ（ξ）＝ ａ０ ＋ ａ１φ（ξ）＋
ａ２φ（ξ）

μφ（ξ）＋ ｒφ（ξ）２ （１８）
借助符号计算Ｍａｐｌｅ，将（１８）和（６）代入到

（１７）中，经整理得到一个关于φｉ（ξ）（ｉ是整数）的

代数方程，令方程的系数为零，得到关于ａ０，ａ１，ａ２，
ｋ，λ，μ，ｒ的超定代数方程组，由于方程较多，在此
省略，利用Ｍａｐｌｅ对其求解得到如下的解：

情形１：ａ０ ＝ λ，ａ１ ＝ ２ｋβａ，ａ２ ＝ ０，
　 　 　 μ ＝ μ，ｒ ＝ ｒ，ｋ ＝ ｋ，λ ＝ λ （１９）
情形２：ａ０ ＝ λ，ａ１ ＝ ２ｋβａ，ａ２ ＝ － ２ｋβｂ，
　 　 　 μ ＝ ０，ｒ ＝ ０，ｋ ＝ ｋ，λ ＝ λ （２０）
情形３：ａ０ ＝ λ，ａ１ ＝ ２ｋβａ，ａ２ ＝ － １６ｋβｂ３ ，

　 　 　 μ ＝ ０，ｒ ＝ － ｂ３ａ，ｋ ＝ ｋ，λ ＝ λ （２１）
情形４：ａ０ ＝ ２ｋβａμ ＋ λ，ａ１ ＝ ０，
　 　 　 ａ２ ＝ － ２ｋβｂ － ２ｋβａμ

２，
　 　 　 μ ＝ μ，ｒ ＝ ０，ｋ ＝ ｋ，λ ＝ λ （２２）
情形５：ａ０ ＝ ２ｋβａμ ＋ λ，ａ１ ＝ ０，
　 　 　 ａ２ ＝ － ８ｋβｂ － ２ｋβａμ

２，
　 　 　 μ ＝ μ，ｒ ＝ － ｂａ，ｋ ＝ ｋ，λ ＝ λ （２３）
根据方程（１８）和（７）（１６），并综合考虑（１９）

（２３）五种情形，可以得到方程（１）的解，下面只列
出Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的孤立波解．

（ｉ ）当ａ ＝ １２ ，ｂ ＝ －
１
２时，得到Ｂｕｒｇｅｒｓ方程

的解如下：
ｕ１，２ ＝ λ ＋

ｋβ
ｔａｎｈ（ξ）± ｉｓｅｃｈ（ξ）；

ｕ３，４ ＝λ ＋
ｋβ

ｔａｎｈ（ξ）±ｉｓｅｃｈ（ξ）＋ｋβ（ｔａｎｈ（ξ）±ｉｓｅｃｈ（ξ））；

ｕ５，６ ＝λ ＋
ｋβ

ｔａｎｈ（ξ）±ｉｓｅｃｈ（ξ）＋
８ｋβ（ｔａｎｈ（ξ）±ｉｓｅｃｈ（ξ））
３ ＋（ｔａｎｈ（ξ）±ｉｓｅｃｈ（ξ））２；

ｕ７，８ ＝λ ＋ｋβμ ＋
（－ｋβμ２ ＋ｋβ）（ｔａｎｈ（ξ）± ｉｓｅｃｈ（ξ））
１ ＋μ（ｔａｎｈ（ξ）± ｉｓｅｃｈ（ξ）） ；

ｕ９，１０ ＝ λ ＋ ｋβμ ＋

　 （－ｋβμ２ ＋４ｋβ）（ｔａｎｈ（ξ）± ｉｓｅｃｈ（ξ））
１ ＋μ（ｔａｎｈ（ξ）± ｉｓｅｃｈ（ξ））＋（ｔａｎｈ（ξ）± ｉｓｅｃｈ（ξ））２；

ｕ１１，１２ ＝ λ ＋
ｋβ

ｃｏｔｈ（ξ）± ｃｓｃｈ（ξ）；

ｕ１３，１４ ＝λ ＋
ｋβ

ｃｏｔｈ（ξ）±ｃｓｃｈ（ξ）＋ｋβ（ｃｏｔｈ（ξ）±ｃｓｃｈ（ξ））；

ｕ１５，１６ ＝λ ＋
ｋβ

ｃｏｔｈ（ξ）±ｃｓｃｈ（ξ）＋
８ｋβ（ｃｏｔｈ（ξ）±ｃｓｃｈ（ξ））
３ ＋（ｃｏｔｈ（ξ）±ｃｓｃｈ（ξ））２；

ｕ１７，１８ ＝λ ＋ｋβμ ＋
（－ｋβμ２ ＋ｋβ）（ｃｏｔｈ（ξ）±ｃｓｃｈ（ξ））
１ ＋μ（ｃｏｔｈ（ξ）±ｃｓｃｈ（ξ）） ；

ｕ１９，２０ ＝ λ ＋ ｋβμ ＋

３１
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　 （－ｋβμ２ ＋４ｋβ）（ｃｏｔｈ（ξ）±ｃｓｃｈ（ξ））
１ ＋μ（ｃｏｔｈ（ξ）±ｃｓｃｈ（ξ））＋（ｃｏｔｈ（ξ）±ｃｓｃｈ（ξ））２；
ｕ２１，２２ ＝ λ ＋ ｋβ（ｃｏｔｈ（ξ）± ｃｓｃｈ（ξ））；
ｕ２３，２４ ＝ λ ＋ ｋβ（ｃｏｔｈ（ξ）± ｃｓｃｈ（ξ））＋

８ｋβ（ｃｏｔｈ（ξ）± ｃｓｃｈ（ξ））
１ ＋ ３（ｃｏｔｈ（ξ）± ｃｓｃｈ（ξ））２；

ｕ２５，２６ ＝ λ ＋ ｋβμ ＋
－ ｋβμ２ ＋ ｋβ

ｃｏｔｈ（ξ）± ｃｓｃｈ（ξ）；
ｕ２７，２８ ＝ λ ＋ ｋβ（ｔａｎｈ（ξ）± ｉｓｅｃｈ（ξ））；
ｕ２９，３０ ＝ λ ＋ ｋβ（ｔａｎｈ（ξ）± ｉｓｅｃｈ（ξ））＋

８ｋβ（ｔａｎｈ（ξ）± ｉｓｅｃｈ（ξ））
１ ＋ ３（ｔａｎｈ（ξ）± ｉｓｅｃｈ（ξ））２；

ｕ３１，３２ ＝ λ ＋ ｋβμ ＋
－ ｋβμ２ ＋ ｋβ

ｔａｎｈ（ξ）± ｉｓｅｃｈ（ξ）
（ｉｉ ）当ａ ＝ ４，ｂ ＝ － １时，得到Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的

解如下：
ｕ３３ ＝ λ ＋

８ｋβ
ｔａｎｈ（ξ）± ｃｏｔｈ（ξ）；

ｕ３４ ＝λ ＋
８ｋβ

ｔａｎｈ（ξ）±ｃｏｔｈ（ξ）＋２ｋβ（ｔａｎｈ（ξ）±ｃｏｔｈ（ξ））；

ｕ３５ ＝λ ＋
８ｋβ

ｔａｎｈ（ξ）±ｃｏｔｈ（ξ）＋
６４ｋβ（ｔａｎｈ（ξ）±ｃｏｔｈ（ξ））
１２ ＋（ｔａｎｈ（ξ）±ｃｏｔｈ（ξ））２；

ｕ３６ ＝λ ＋８ｋβμ ＋
（－８βμ２ ＋２ｋβ）（ｔａｎｈ（ξ）±ｃｏｔｈ（ξ））
１ ＋μ（ｔａｎｈ（ξ）±ｃｏｔｈ（ξ）） ；

ｕ３７ ＝ λ ＋ ８ｋβμ ＋

（－３２ｋβμ２ ＋３２ｋβ）（ｔａｎｈ（ξ）±ｃｏｔｈ（ξ））
４ ＋４μ（ｔａｎｈ（ξ）±ｃｏｔｈ（ξ））＋（ｔａｎｈ（ξ）±ｃｏｔｈ（ξ））２
（ｉｉｉ ）当ａ ＝ １，ｂ ＝ － ４时，得到Ｂｕｒｇｅｒｓ方程

的解如下：
ｕ３８ ＝ λ ＋ ２ｋβ（ｔａｎｈ（ξ）± ｃｏｔｈ（ξ））；
ｕ３９ ＝λ ＋２ｋβ（ｔａｎｈ（ξ）±ｃｏｔｈ（ξ））＋６４ｋβ（ｔａｎｈ（ξ）±ｃｏｔｈ（ξ））４＋３（ｔａｎｈ（ξ）±ｃｏｔｈ（ξ））２；

ｕ４０ ＝ λ ＋ ２ｋβμ ＋
－ ２ｋβμ２ ＋ ８ｋβ

μ（ｔａｎｈ（ξ）± ｃｏｔｈ（ξ））；
ｕ４１ ＝ λ ＋ ２ｋβμ ＋

（－２ｋβμ２ ＋３２ｋβ）（ｔａｎｈ（ξ）±ｃｏｔｈ（ξ））
４ ＋μ（ｔａｎｈ（ξ）±ｃｏｔｈ（ξ））＋（ｔａｎｈ（ξ）±ｃｏｔｈ（ξ））２
（ｉｖ ）当ａ ＝ １，ｂ ＝ － １时，得到Ｂｕｒｇｅｒｓ方程

的解如下：
ｕ４２ ＝ λ ＋ ２ｋβｃｏｔｈ（ξ）；
ｕ４３ ＝ λ ＋

２ｋβ
ｔａｎｈ（ξ）＋ ２ｋβｔａｎｈ（ξ）；

ｕ４４ ＝ λ ＋
２ｋβ
ｔａｎｈ（ξ）＋

１６ｋβｔａｎｈ（ξ）
３ ＋ ｔａｎｈ（ξ）２；

ｕ４５ ＝ λ ＋ ２ｋβμ ＋
（－ ２ｋβμ２ ＋ ２ｋβ）ｔａｎｈ（ξ）

１ ＋ μｔａｎｈ（ξ） ；

ｕ４６ ＝ λ ＋ ２ｋβμ ＋
（－ ２ｋβμ２ ＋ ８ｋβ）ｔａｎｈ（ξ）
１ ＋ μｔａｎｈ（ξ）＋ ｔａｎｈ（ξ）２；

ｕ４７ ＝ λ ＋ ２ｋβｔａｎｈ（ξ）；
ｕ４８ ＝ λ ＋

２ｋβ
ｃｏｔｈ（ξ）＋

１６ｋβｃｏｔｈ（ξ）
３ ＋ ｃｏｔｈ（ξ）２；

ｕ４９ ＝ λ ＋ ２ｋβμ ＋
（－ ２ｋβμ２ ＋ ２ｋβ）ｃｏｔｈ（ξ）

１ ＋ μｃｏｔｈ（ξ）
注：上述的解中，μ是任意常数，ξ ＝ ｋ（ｘ － λｔ）． 由于
篇幅所限，我们略去了Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的一些三角函
数周期解和一些有理解，其中ｕ１１，１２和ｕ４７是文献［６
７］中的两个解．上述的解经过使用Ｍａｐｌｅ代入方程
（１７）进行验证，结果是完全正确的．

３　 结论
本文借助符号计算Ｍａｐｌｅ和Ｒｉｃｃａｔｉ方程的

解，通过构造一个新的尝试解，得到Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的
多组新的精确孤立波解，这些解将为进一步了解
Ｂｕｒｇｅｒｓ方程所描述的物理现象提供了新的线索和
帮助．据我们掌握的资料，除少数解被一些作者发
现外，其余解特别是分式形式的孤立波解是本文方
法首次发现． 这种方法可以应用到其它的非线性
波动方程（组），并且易于在计算机上运行．
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