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摘要 多体系统进行数值仿真时，很多选择了微分$代数混合方程作为多体系统动力学数学模型)本文在现

有的约束稳定化理论基础上，提出了针对具有奇异位置的多体系统动力学方程的改进算法)算法通过修正

速度违约和控制稳定项，讨论了具有奇异位置的微分$代数混合方程的数值仿真问题并给出了稳定项中相关

系数的建议值，从而有效克服了求解混合方程时因为构型奇异给计算造成的困难)算例分别采用改进算法

与,-,./软件进行仿真，计算结果的比较表明了改进算法的有效性)本文给出的基于能量守恒的能量差曲

线也证明了改进算法的有效性)
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引言

微分$代数混合方程作为多体系统动力学数学
模型［%，!］)其一般形式可简写为

!（"，!）#""!0#（"，!）"$# （%）

!（"，!）$! （!）
其中 !（"，!）#%&’& 为系统广义质量阵，"#
%&’%为系统广义位移列阵，( 个系统独立约束方
程构成!（"，!）$!，!（"，!）#%(’&为系统雅可
比矩阵，"#%(’%为拉格朗日乘子列阵，##%&’%

为系统广义力列阵)式（!）对应的速度约束方程和
加速度约束方程分别为

$!（"，$"，!）$!#（"，!）$""!!（"，!）$!
（’）

#!（"，$"，#"，%）&!#（"，!）#"*
$（"，$"，!）$! （*）

其中，$（"，$"，!）$*（!#$"）#$"*!!#!$"*!!!)式
（%）为第一类拉格朗日方程，和式（*）构成封闭的
微分+代数混合方程组)
一些多体系统，常常由于系统本身的几何构型

在运动中出现奇异位置，系统自由度发生突变，对

应系统出现分叉点)利用微分+代数混合方程对其
进行动力学仿真时，系统在经过奇异位置时由于约

束方程（!）的雅可比!#$$!／$"的秩,-&.（!#）

%(，给计算造成很大困难，仿真结果与实际情况

出现较大偏差，甚至为严重的失真［’］)1)234563789
提出约束稳定化理论［%，!，*!+］，认为#! $!是不稳
定的，积分过程中位移约束方程!（"，!）$%和速
度约束方程$!（"，$"，!）$&出现的违约无法消除，
造成数值解! $!发散)1)234563789在加速度#!

$!约束方程中引入稳定项"/%$!"/!!!，将式（*）
重新定义为

#!（"，$"，#"，!）"!/%$!（"，$"，!）"

/!!!（"，!）$! （#）

即

!#（"，!）#"*$（"，$"，!）"!/%$!（"，$"，!）"

/!!!（"，!）$! （&）

其中，/%，/!为常数，满足/%&"，并建议/!$/%)稳
定项的引入使式（#）逐渐稳定，一定程度上控制了
数值解的发散，适用于违约较小的多体系统)将此
理论应用于带有奇异位置的多体系统，发现

%）/%，/!取值很难设定，受到多体系统和积分

时间!的影响，对于不同多体系统，文献［!，&］中建
议值#!#"不可取)

!）/%，/!取值太小，一些约束方程得不到很好

的控制，系统仿真很容易在较短的积分时间!内就
失真)!较长时，因为违约累积增大，/%，/!的取值
应相应增大)

’）/%，/!取值过大，在一定积分时间!内，因为
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加速度约束方程（!）违约严重，积分很慢仿真消耗
时间很长!
鉴于上述问题，本文在约束稳定化理论的基础

上通过修正速度违约和控制稳定项""#!!#"""!，
讨论了具有奇异位置的微分$代数混合方程的数
值计算问题并给出了相关系数的建议值!在速度高
精度满足速度约束方程的条件下，算法对系统的动

力学仿真结果与$%$&’计算结果进行比较!另
外，通过输入能量与系统获得能量之间的比较，验

证算法的有效性!

! 速度违约修正公式的推导

具有奇异位置的多体系统在判断雅可比!%的
秩以便剔出失去约束效应的约束方程!&，&’#，"，
⋯时，因为计算机精度问题!&在还没有到达奇异
位置已经被剔出，此时系统对!%特别敏感造成"#
发生突变!在利用预估$校正法求解时，"#的突变使
!#、#相应发生突变，造成后续仿真失真!试想，如果
发生突变前，首先对速度!#进行修正，在!#高精度
地满足了"!（#，!#，(）’"的条件下计算"#!这样即
使"#在接近奇异位置时发生突变，下一个计算步也
会因为!#要满足!!（#，!#，(）’"而得到调整!速度
违约修正的推导过程如下：

首先，在一典型时刻(’()，由预估$校正得到

的广义位移和广义速度分别为#!，!#!!给定速度
允许误差为*++,"!将!#!代入速度约束方程（(），假
设其范数

"!%!#!-!("#) #*++," （*）

则需对!#! 进行修正!令

!!#’!+%"#$+". （,）
其中!%、$我们可分别称为广义速度场的切向阵

和法向阵，它们满足!%$+’"，修正后广义速度可
以写为

!#’!#!#!!# （-）
将式（-）代入式（(），得到

!%!#!#!(’-!%!!# （#.）

把式（,）代入式（#.），得到

!%!#!#!(’-!%!+%" （##）

从式（##）可以看出式（,）等号右端项$+".被消
去，只有!+%"项对广义速度起修正作用!所以我们
在计算!!#时，可以认为

!!#’!+%" （#"）
综合式（##）和式（#"），得到

!!#’-!+%（!%!+%）-#（!%!#!#!(） （#(）
此时得到修正后的广义速度

!#’!#!-!+%（!%!+%）-#（!%!#!#!(）（#/）

将!#赋于!#!，重新判断式（*）是否成立!显然，对速
度违约的修正需要一个迭代过程!对于(’()时
刻，这个迭代过程可描述如下：

（#）由预估$校正法得到此时刻的广义位移

#! 和广义速度!#!!
（"）将!#!代入式（*）并判别是否成立!如果成
立，即认为!#! 就是理论广义速度，计算对应加速
度，然后进入下一步长的求解；否则，按照式（#(）、
（#/）分别计算!!#和修正后广义速度!#，并转到
（(）!
（(）把!#赋给!#!，重新转回到（"）!

# 稳定项的控制

约束稳定化理论没有直接考虑位移和速度的

违约问题，式（!）中引入稳定项""#!!#"""! 破坏
了系统本应满足的加速度约束方程（/）!带有奇异
位置的多体系统在接近奇异点时，"#变得对违约很
敏感，很小的违约量可能引起加速度很大的变化，

约束稳定化理论的相关文献并没有对雅可比!%奇
异和"#在奇异点处对违约的敏感性进行分析!可以
考虑引入控制系数/适当控制稳定项，减小违约对
加速度"#的影响!将式（!）重新改写为
"!（#，!#，"#，(）#/［""#!!（#，!#，(）#
"""!（#，(）］’" （#!）

或

!%（#，(）"#-#（#，!#，(）#/［""#!!（#，!#，(）#

"""!（#，(）］’" （#0）

综合式（#）和式（#0），得到改进算法对应的带有奇
异位置的多体系统动力学方程

% !+%
!%

$

%

&

’"

"#｛ ｝$ ’
%

#-/（""#!!#"""!
［ ］）

（#*）
其中，控制系数/调节违约对加速度的影响，因此
可以在位移、速度违约决定的稳定项""#!!#"""!
与加速度违约"! 之间寻找一种关系来定义/的取
值!本文从两者各自范数 "·"#) 的比例关系给
出了/值，即
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#，当
!"##"!$#""!!$!

!!!!$!
#

$

%

& #

（#$）

式（#$）中，关系式 !"##"!$#""!!$!／!!!!$!
反映了稳定项对加速度违约的贡献程度，为让式

（#%）与约束稳定化理论统一起来，人为设定常数#
来判断!值%注意到!"##"!$#""!!$!／!!!!$!
不太可能过大，赋予#过大的值意味着式（#%）趋于
约束稳定化理论的数学模型，#可初选取值在#&&’

!#&’之间%
改进算法直接对速度"#进行了修正，速度约束

方程（(）和约束方程（"）的违约程度已经很小，符
合了约束稳定化理论只适用于违约较小的条件，使

##，#"的值可以适当放宽%而取值过大造成仿真效
率低，他们可取在(!)&%

! 数值算例

下面通过约束稳定化理论和改进算法对同一

算例仿真结果的比较，表明改进算法可以较好地解

决带有奇异位置的多体系统的数值求解问题%
算例的几何描述如图#所示，多体系统由#、"、

(杆组成，可在铅锤平面内运动%#杆受到""#&&
*·+的力矩，初始时系统静止，##",&-，#""
#"&-，#("#"&-，%系统的参数如表#%

表# 平面四杆机构参数

./012# .324/5/+2625786328795:1;<=41/</5>?>62+

07@? A/>>／=B 12<B63／+
A7+2<678
;<256;/／=BC+"

# #"%& "%& ’%&
" "’%& ’%& ("%&
( #"%& "%& ’%&

图# 平面四杆机构

D;BC# E8795:1;<=41/</5+2F3/<;>+

根据图#列系统速度约束方程，得到

>;<#" &>;<## &［ ］
# & #

’##
’#"
’#

$
%

&
’
(

)(

"$
%

&
’
(

)

&
&
&

（#G）

从理论上分析，当#杆处于水平位置时，三根杆重
合，这时##"!$，#""&，!"&，#，"，⋯，式（#G）中
雅可比矩阵的秩()*!（!+）"#，显然!+奇异，即
算例为具有奇异位置的多体系统%本文以EHEAI
仿真结果作为参考，利用上述两种方法对算例进行

数值仿真%其中，首先选择约束稳定化常数［##"

#"］)&］、改进算法常数［#"#&"，##"#"""&］，考

察算例在&!(>内#杆质心在,向的位置，仿真结
果的比较见图"%从图中可以看到，约束稳定化数
值解在(>时已经失真，改进算法的解很好地吻合
了EHEAI仿真结果%失真的原因是系统在接近奇
异位置时某些约束方程被认为失效，造成加速度突

变（如图(），以致下一计算步的位移和速度严重违
约超出约束稳定化的解决范围%

图" 约束稳定化理论、改进算法和EHEAI软件仿真结果比较

D;BC" J7+4/5;>7<78F7<>65/;<6K;71/6;7<>6/0;1;L/6;7<+2637@，+7@;8;2@+2637@/<@EHEAI>786
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图! 利用约束稳定化求得的"杆质心加速度

#$%&! ’()*++),)-*.$/0/1.()2*33+)0.)-/1.()".(,$04

/5.*$0)657+/03.-*$0.8$/,*.$/03.*5$,$9*.$/02).(/6

图: 输入的能量

#$%&: ’()$0;<.)0)-%7

图= 输入能量与获得能量之间的能量差

#$%&= ’()5*,*0+)5).>))0.()$0;<.)0)-%7*06

.()373.)2)0)-%7/5.*$0)6

另外，也可以从能量守恒的角度来验证改进算

法的有效性!对于算例所描述的多体系统，在任意
时间段内，外力给系统的能量应等于系统获得的能

量!图:为在广义力! 作用下输入能量曲线，图=

给出了输入能量与利用改进算法求得的系统获得

能量之间的能量差曲线!从两曲线可以看出，在同
一时刻能量差相对外力功很小，这说明改进算法获

得的数值解是可以接受的!
为进一步说明改进算法在求解具有奇异位置

的多体系统动力学方程时优于约束稳定化理论，我

们选择不同的常数"，""，"?数值，利用两种方法对
上述算例进行仿真!为便于比较，本文只列出了"
杆质心在!3时刻的#向位置和@"!3系统仿真消
耗时间，及ABACD仿真结果，数据见表?!

表? 约束稳定化、改进算法与ABACD软件的计算数据

’*5,)? E<2)-$+*,-)3<,.3/1+/03.-*$0.8$/,*.$/03.*5$,$9*.$/0

2).(/6，2/6$1$)62).(/6*06ABACD3/1.

2).(/6 " ""$"? ),*;3)6
.$2)／3

6$3;,*+)2)0.$0
76$-)+.$/0／2

?@ FG!F=:@ %@!H@@G?I
!@ "@"!:==@ @!@G=@FFI

+/03.-*$0.8$/,*.$/0 :@ "??!@:I@ %@!=:@GH"
3.*5$,$9*.$/02).(/6 =@ "@F!!F=@ %@!!"G=@:

"@@ "@:!I"@@%@!@?I=???
?@@ "@F!:H=@%@!@?I:G!?
:@@ "??!G:I@%@!@?I:G::

ABACD %@!@?I:HII
"@%? ! !H!?F=@%@!@?I:IFH
"@? ! !=!?F"@%@!@?I:IFH
"@%" = !!!"IH@%@!@?I:IFH
"@%: H !?!!FF@ %@!@?I:IH
"@%? "@ ?H!I??@%@!@?I:IFH
"@%! ?@ ?H!G@?@%@!@?I:IFG

2/6$1$)62).(/6 "@? ?@ ?H!!?"@%@!@?I:H!:
"@ !@ ?G!@H?@%@!@?I:IFG
"@%: :@ ?H!::"@%@!@?I:H:H
"@%? :@ ?H!G?"@ %@!@?I:H=
"@: :@ !@!"!:@%@!@?I:IHF
"@%? =@ !"!"?=@ %@!@?I:IH
"@! =@ !"!G?I@%@!@?I:GHI

从表?中的数据可以看出，在较小的""，"?取
值下约束稳定化理论计算的"杆质心位置与好的

ABACD仿真结果相比已经发散，虽然在较大的取
值"@@、?@@、:@@下能得到较好的结果，但完成仿真
所消耗的时间很长!多种"，""，"?取值下，改进算
法得到的数据与&’&()结果相差很小，且仿真所
需要的时间很短!

! 结论

本文在现有的约束稳定化理论基础上修正速

度违约和控制稳定项?""!!*"??!，提出了针对带
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有奇异位置的多体系统的改进算法!给出了相关系
数的建议值!算例表明改进算法能够消除奇异构型
给计算造成的困难，验证了算法的有效性!
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