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摘要 应用动力系统分岔理论和定性理论研究了一类非线性,-./01-230$4256-03方程的行波解及其动力学性

质，并结合可积系统的特点，利用哈密尔顿系统的能量特征，通过7/18-软件绘出 其相轨图，再根据行波与

相轨道间的对应关系，揭示了不同类型的行波解间的转变与参数变化的关系，并且给出了不同行波间相互

转换的参数分岔值，从根本上解释了4-/95:产生的原因(数值模拟验证了该方法的正确性(最后给出了相应

行波解的表达式(
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引言

本文中，我们来考虑,-./01-230$4256-03方程

!"#!"$$%)!!&;!$!$$%!!$$$ （&）

对于该方程的背景我们可以参考文献后的相关文

献，在以前的文献中都没有完整解释1-/95:产生

的原因’首先令!（$，"）&!（$#("）&!（!），其

中(波速，把它代入式（&）中，可以得到

（!#(）!!!&!!
!#(!%)#!!! （!）

其中)是积分常数’方程（!）等价为下面的二维

系统

<!
<!
&*，<*<!

&!!
!#(!%)#*!
!#(

（;）

假定!（!）#(&"（!），式（;）变成

<"
<!
&*，<*<!

&!"
!%;("%)%(!#*!

"
（)）

式（)）有首次积分

+（"，*）&"
!

!
（*!#"!#!("#)#

(!）&, （#）

方程（)）是依赖于参数（(，)）的平面动力系统，由

于系统（)）定义的向量场的的相轨决定了系统（&）

的行波解’因此我们来研究（"，*）平面中随着参数

（(，)）变动而引起行波解变动的分岔图’
注 （&）本文仅讨论有界行波’
（!）相轨和行波之间的对应关系可参考文献［+］’

! 式（"）的相图

本节中我们将考虑（)）的相图’首先令<!&
"<#，式（)）可化为

<"
<#&*"

，<*
<#&!"

!%;("%)%(!#!*!

（+）

除去"&"，式（+）和式（)）有相同的的相轨’由式
（+）知"&"是它的不变解’显然，当$&(!#%)
#"，在 " 轴上，式（+）有两个平衡点 -.

#;.$$
)
，（ ）" ’当)%(!#"时，在*轴上有两个

平衡点/. "，. )%($（ ）! ’假定（"0，*0）是式（+）

的平衡点，它的线性化矩阵为1（"0，*0）&!*!0#

)"!0#;("0’显然/.是鞍点’根据动力系统理论知

道，当1%"时，平衡点是鞍点；当1&"时，平衡点
是中心；当1&"并且庞家莱指标等于"时，平衡点
是尖心’通过上面的分析，可以得到下面的分岔曲

线：2.&3(&. %$)’(.&；2.!3)&"，(&"52(

%"’(.!；2.;3(&. #$ )’(.;’这样（(，)）平

面被分为下面的区域43"%(%(%&；53(&(%&；

63(&(%;；73"%(%(%;3(4，(5，(6，(7是4，5，

6，7关于)轴的对称区域’
运用平面动力系统理论，我们可得到平衡点的

动力学行为（见图&）’
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图! 方程（"）的分岔曲线

#$%&! ’()*$+,-./0$12.,-3)41+56&（"）
（!）（!，"）!#

（7）（!，"）!$%! （8）（!，"）!& （9）（!，"）!$%7

（:）（!，"）!’ （"）（!，"）!$%8 （;）（!，"）!(

图7 方程（"）的相轨图

#$%&7 ’()<(/4)1+56&（"）

注 由于分岔曲线关于"对称，因此我们仅 给出!"=时的图)当!#=时，对应于对称参数空
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间中的相图关于!轴对称!

! 系统（"）的光滑和非光滑行波解及其相
关性质

本节中，我们将考虑式（!）的行波解的动力学
性质并指出!""是非光滑行波解存在的原因!为
了解释是非光滑行波解存在的原因，我们首先考虑

（#，$）!%&# 的情况!记’!"’#"(（)*）!当’
"’!""，随着’增加并接近"时，围绕中心)&
（或) ）的周期轨将接近!""!令""!，其中

"""!!那么在奇线!""的小邻域内，式（$）成

为

%!
%#
"+，"%+%#

"+#&$&##&,（"） （&）

类似于文献［#］中引理$!!的证明，我们有
引理!!" 当’#"，围绕)&（) ）的周期

轨趋于三角形边界!假定（!，+）是周期轨上的一点

$’，当’充分接近于"时!在!""附近，+"!#在
非常小的时间间隔内迅速跳跃!
从引理#!!知，周期轨$’上的点（!，+）运动

时，+"!#快速跳跃（它的符号快速从“&”变到
“-”），!快速改变它的运动方向形成尖波!

（!）光滑周期波 （#）周期尖波 （’）孤立尖波

（!）()**+,-./0*%012*34+0*5 （#）-./0*%01142-678. （’）2*30+7/9142-678.

图’ 数值模拟行波随参数变化图

:0;<’ =,.87/07+0*5*>+/78.305;678.72+,.-7/7).+./

注 本文中-.7?*5，8733.9*5和142-*5的定义请参
考文献［@］!
由此可以得到下面的结论：

（0）假定（#，$）!.，方程（!）有一族光滑的周
期波和一个峰状的孤立波!当$#"&，光滑的周期
波和一个峰状的孤立波将逐渐失去光滑性成为周

期尖波和-.7?*5（即（#，$）!%&#）!
（00）假定（#，$）!.，方程（!）有一族光滑的
周期波和一个谷状的孤立波!当$#"&，光滑的周
期波和一个谷状的孤立波将逐渐失去光滑性成为

周期尖波和8733.9*5（即（#，$）!%-#）!
（000）假定（#，$）!/$%/，方程（!）有一族光
滑的周期波，它将从光滑的周期波变成周期尖波并

最终成为!当$ #"&，142-*5将分别发展成为

012345或62771+45，（即（#，$）!%#）!
为了理解上述性质，我们给出其具体的解的表

达式：

（!）当（#，$）!.，光滑的周期波有下面的隐
式表达式

%#!8（&，3’）&（%#-%#!）&（&，%#，3’）"
%#
!$$’
（9-#:） （A）

其中!;，;"!，⋯，$，是!$&##!’&（$&##）!#&

#’""的根，$’"
#

（!$-!#）（!’-!!’ ）
，3#’"

（!’-!#）（!$-!!）
（!$-!#）（!’-!!）

，%# "
!$-!!
!’-!!
，%#! "%#

!’
!$
，

&"7/1205
（!’-!!）（!-!$）
（!$-!!）（!-!’’ ）

当3#!，光滑的周期波趋向于峰状的孤立波

+75&&2.1&".B-
9-#:
!$$（ ）

’
（C）

（#）当（#，$）!%.，光滑的周期波有下面的隐
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式表达式

!!"!（"，"#）#（!!$!!"）!（"，!!，"#）%
!!
#!&#
（’$()） （"$）

其中#*，*%"，⋯，#，是###!(#%#（&#(!）#!#

!+%$的根，&#%
!

（##$#!）（#%$#"" ）
，"!#%

（#%$#!）（##$#"）
（##$#!）（#%$#"）

，!! %
#%$#!
#%$#"
，!!" %!!

#"
#!
，

"%&’()*+
（#%$#"）（#$#!）
（#%$#!）（#$#"" ）

当"#"，光滑的周期波趋向于峰状的孤立波

,&+"#)-("%-./
’$()
#!&（ ）

#
（""）

（%）当（(，&）$,!，01-/-&23+&+45&66-73+
分别有下面的表达式

#（’$()）%$(#(!-./
（-（’$()））（"!）

这种情况下的周期尖波的表达式分别同式（8）
或式（"$）.
（#）当（(，&）$ / %&/，具有弓形轨道

(9)/3+（见:*;<"（=））有下面的参数表示

#（’$()）%$(# $" &(3)1（’$()）（"%）
这种情况下的周期尖波的表达式分别同式（8）

或式（"$）.
注 （"）该方程的所有行波解都可以根据上

述分析利用椭圆函数积分表［%］隐式给出，并且根
据椭圆积分表达式，我们还可以计算出周期波的

周期.
（!）关于(9)/3+，/-&23+，5&66-73+的定义可以
参考文献［#］.

! 结论

从上面的分析可知道（"）的行波解的全局动
力学性质.这个方法也可运用到其它的非线性波方

程中.
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