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摘要　 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程与 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程之间的勒让德变换理论和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程的正则变换理论在分析力学中

具有重要的地位，从局域坐标的角度很难找到勒让德变换和正则变换之间的相关性． 本文主要基于辛流形

的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形理论从全局上给出正则变换理论和勒让德变换理论的统一几何解释，进而在几何力学的

角度清晰的描述 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的正则变换和 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程与 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程之间的勒让德变换的几何结构．
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ＤＯＩ：　 １０．６０５２ ／ １６７２⁃６５５３⁃２０１９⁃０７０

引言

分析力学是研究约束系统动力学问题的近代

方法，被广泛应用于量子力学、统计物理、广义相

对论、场论以及工程力学领域［１－１６］ ． 这个最初由

Ｅｕｌｅｒ、Ｌａｇｒａｎｇｅ、Ｈａｍｉｌｔｏｎ 等人创立的理论体系成

功地解决了无约束系统以及完整约束（几何约

束）系统的动力学问题． 分析力学的美妙之处就

在于通过引入虚功原理对约束力的处理，或者说

是如何确定约束力问题的处理． 因此，牛顿定律

与虚功原理结合成为 ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 原理、
Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理和 Ｇａｕｓｓ 原理，从而这种起源于经

典力学的理论———分析力学，其适用范围突破了

经典力学的局限，能够被广泛应用于量子论、场论

和广义相对论及其相关学科领域［６－８］ ．究其本质

原因就需要从几何力学的观点分析，根据微分方

程的 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 可积性定理，受到 ｌ 个几何约束或

者完整微分约束的 ３ｎ 维位形空间上的约束动力

学系统就蜕变为 ３ｎ－ ｌ 维位形子空间上的无约束

系统．由此可见，约束力就像“一双 ｌ 维的手”，把
动力学系统从 ３ｎ 维欧氏空间约化到 ｓ＝ ３ｎ－ｌ 维的

流形上，约束力表现为位形空间的弯曲，约束力本

身却置身于约束子空间之外．此时动力学系统的

状态空间是其位形流形的切丛，即 ６ｎ－２ｌ 维的辛

流形．从而，不论是宏观的还是微观的或者宇观

的［１－１０，１７－２０］ 、确定性的还是随机性的［２１］ 、连续的

还是离散的［１－１０］ 、解析的还是数值的［１－１０，２２，２３］ ，只
要是受到完整约束的动力学系统的问题，其状态空

间就具有辛几何结构，因此，都可以应用分析力学

方法来处理．从这个角度考虑，辛流形及其子流形

理论在现代力学和现代物理学的理论研究或者工

程应用研究就显得尤为重要．根据 Ｗｅｉｎｓｔｅｉｎ 的辛

信 条［２４，２５］： ＥＶＥＲＹＴＨＩＮＧ ＩＳ Ａ ＬＡＧＲＡＮＧＩＡＮ
ＳＵＢＭＡＮＩＦＯＬＤ，因此，辛同胚也可以利用 Ｌａｇｒａｎｇｅ
子流形来解释． 由于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的正则变换和

Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程与 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程之间的勒让德变换

都是辛同胚映射．因此，借助于辛流形的拉格朗日

子流形就可以给出正则变换和勒让德变换理论统

一的几何解释． 总之，利用辛流形的拉格朗日子流

形理论可以从几何上阐述清楚约束力学系统的

Ｌａｇｒａｎｇｅ动力学、Ｈａｍｉｌｔｏｎ 动力学和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ⁃Ｊａｃｏｂｉ
动力学之间的关系．

本文第一部分主要阐述了辛流形的 Ｌａｇｒａｎｇｅ
子流形的基本知识，第二部分主要应用辛流形的

Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形理论解释了约束力学系统的正则

变换问题和勒让德变换问题．



动　 力　 学　 与　 控　 制　 学　 报 ２０１９ 年第 １７ 卷

１　 辛流形的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形理论

１．１　 辛向量空间及其特殊子空间

辛向量空间是被赋予了辛结构的向量空间，而
辛结构是一种斜对称的结构最早在数学领域被 Ａ⁃
ｂｅｌ 研究过，但是与复结构混名，后被 Ｗｅｙｌ 于 １９３８
年正式更为此名，中文翻译是由华罗庚先生音译而

得． 其实分析力学的相空间就是辛空间，只是早期

的分析力学大师们主要关注力学系统运动的解析

表达，并给出了研究辛结构局部特征十分实用的解

析方法，但是很少关注力学系统的几何结构．
定义 １．１：已知 ２ｎ 维向量空间 Ｖ，如果给定该

空间上的辛形式为非退化的 ２－形式 Ω：Ｖ×Ｖ→ℝ ，
满足：

（１）Ω（ｕ，ｖ）＝ －Ω（ｕ，ｖ），∀ｕ，ｖ∈Ｖ；
（２）Ω（ｕ，ｖ）＝ ０，∀ｖ∈Ｖ⇒ｕ＝ ０；

则定义了辛形式 Ω 的向量空间记为（Ｖ，Ω），被称

为辛向量空间．
根据辛向量空间上辛形式的内积运算 Ω：Ｖ×Ｖ

→ℝ ，我们可以定义辛向量空间的正交子空间和辛

向量空间的特殊子空间．
定义 １．２：设（Ｖ，Ω）是 ２ｎ 维辛向量空间，若两

个矢量∀ｕ∈Ｖ 和∀ｖ∈Ｖ 满足 Ω（ｕ，ｖ）＝ ０，则称它

们是斜正交的． 设 Ｗ 和 Ｗ′是辛向量空间 Ｖ 的两个

子空间，若 Ｗ⊂Ｖ 的每一个矢量 ｕ∈Ｗ⊂Ｖ 与 Ｗ′⊂Ｖ
的每一个矢量 ｖ∈Ｗ′⊂Ｖ 斜正交，则称这两个子空

间是斜正交的子空间．
显然，如果给定了一个子空间Ｗ⊂Ｖ，其在 Ｖ 中

的最大斜正交空间为

Ｗ⊥
Ω  ｕ∈Ｖ Ω（ｕ，ｖ）＝ ０，∀ｖ∈Ｗ{ } （１）

根据辛向量空间的子空间 Ｗ⊂Ｖ 与其斜正交

子空间的关系可以定义四类特殊的子空间．
定义 １．３：设 Ｗ⊂Ｖ 是 ２ｎ 维辛向量空间（Ｖ，Ω）

的子空间，Ｗ⊥
Ω ⊂Ｖ 是其斜正交子空间． 则

（１）若 Ｗ⊥
Ω ⊂Ｗ，则 Ｗ 是余迷向子空间；

（２）若 Ｗ⊂Ｗ⊥
Ω ，则 Ｗ 是迷向子空间；

（３）若 Ｗ⊥
Ω ＝Ｗ，则 Ｗ 是 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子空间；

（４）若 Ｗ⊥
Ω ∩Ｗ＝ ０{ } ，则 Ｗ 是辛子空间．

１．２　 辛流形的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形

根据辛向量空间的特殊子空间的定义 ２．３，我
们可以辛流形的四种特殊子流形如下．

定义 １．４：若 Ｎ 是 ２ｎ 维辛流形 Ｍ，Ω( ) 的子流

形，并且在 Ｎ 的任意点∀Ｐ∈Ｎ⊂Ｍ，我们有：
（１）若 ＴＰＮ 是 ＴＰＭ 的迷向子空间，则 Ｎ 是辛

流形 Ｍ，Ω( ) 的迷向子流形；
（２）若 ＴＰＮ 是 ＴＰＭ 的余迷向子空间，则 Ｎ 是

辛流形 Ｍ，Ω( ) 的余迷向子流形；
（３）若 ＴＰＮ 是 ＴＰＭ 的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子空间，则 Ｎ

是辛流形 Ｍ，Ω( ) 的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形；
（４）若 ＴＰＮ 是 ＴＰＭ 的辛子空间，则 Ｎ 是辛流

形 Ｍ，Ω( ) 的辛子流形．
２ｎ 维辛流形 Ｍ，Ω( ) 的子流形理论在辛约化以

及动力学系统的对称约化中具有重要应用，尤其是

辛流形的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形理论在约束力学系统的

动力学问题研究和几何结构研究中具有重要意义．

２　 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形在正则变换中的应用

２．１　 辛同胚映射与 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形

定义 ２． １： 设两个 ２ｎ 维的辛流形分别为

Ｍ１，Ω１( ) 和 Ｍ２，Ω２( ) ，存在同胚映射 φ：Ｍ１→Ｍ２，当

且仅当 φ∗Ω２ ＝Ω１ 时，同胚映射是辛同胚映射．
设存在两个投影映射 Ｐ１ 和 Ｐ２ 分别是：
Ｐ１：Ｍ１×Ｍ２→Ｍ１ 和 Ｐ２：Ｍ１×Ｍ２→Ｍ２ （２）

则

Ω＝Ｐ∗
１ Ω１＋Ｐ∗

２ Ω２

是流 形 Ｍ１ × Ｍ２ 上 闭 的 辛 ２⁃形 式． 显 然 对 于

∀λ１，λ２∈ℝ ０{ } ，则

Ω＝λ１Ｐ∗
１ Ω１＋λ２Ｐ∗

２ Ω２ （３）
一定是流形 Ｍ１ ×Ｍ２ 上闭的辛 ２⁃形式． 如果令

λ１ ＝ １，λ２ ＝ －１，则
Ω＝Ｐ∗

１ Ω１－Ｐ∗
２ Ω２ （４）

称为流形 Ｍ１×Ｍ２ 上的扭曲辛 ２⁃形式．
定义 ２． ２：微分同胚映射 φ：Ｍ１ →Ｍ２ 在流形

Ｍ１×Ｍ２中的图 Ｇφ 是 Ｍ１×Ｍ２ 的 ２ｎ 维子流形：
Ｇφ ｐ，φ（ｐ）( ) ∀ｐ∈Ｍ１{ } （５）
显然，同胚映射 φ：Ｍ１ →Ｍ２ 诱导了嵌入映射

ϕ：Ｍ１→Ｍ１×Ｍ２，即图 Ｇφ 是 Ｍ１ 在 Ｍ１×Ｍ２ 中的嵌入

子流形． 特别地，如果图 Ｇφ 是 Ｍ１×Ｍ２ 中的Ｌａｇｒａｎｇｅ
子流形，则有如下命题．

命题 ２．３：微分同胚映射 φ：Ｍ１→Ｍ２ 是辛同胚

映射，当且仅当图 Ｇφ 是 Ｍ１×Ｍ２，Ω( ) 的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子

０４４
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流形．
证明：图 Ｇφ 是 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形，当且仅当

ϕ∗Ω＝０． 因为

ϕ∗Ω ＝ϕ∗ Ｐ１
∗Ω１－Ｐ∗

２ Ω２( )

＝ϕ∗Ｐ１
∗Ω１－ϕ∗Ｐ∗

２ Ω２

＝ Ｐ１°ϕ( ) ∗Ω１－ Ｐ２°ϕ( ) ∗Ω２

＝ Ｉｄ∗Ω１－φ∗Ω２

所以

ϕ∗Ω＝０ ⇔ φ∗Ω２ ＝Ω１

证毕．
所以，Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形和辛同胚映射之间存在

密切关系，进而如果辛同胚映射恰好是正则变换，
我们就可以通过 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形来构造余切丛化

辛流形之间的正则变换．
２．２　 根据 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形构造正则变换

如果 Ｑ１ 和 Ｑ２ 是 ｎ 维流形，其余切丛分别为

Ｍ１ ＝Ｔ∗Ｑ１ 和 Ｍ２ ＝Ｔ∗Ｑ２，并且余切丛 Ｔ∗Ｑ１ 和Ｔ∗Ｑ２

上的 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ １－形式和正则 ２－形式分别为 α１，α２

和 Ω１，Ω２ ．
辛流形的直积为

Ｍ１×Ｍ２ ＝Ｔ∗Ｑ１×Ｔ∗Ｑ２≃Ｔ∗ Ｑ１×Ｑ２( )

余切丛 Ｔ∗ Ｑ１×Ｑ２( ) 上的 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ １－形式是

α＝Ｐ∗
１ α１＋Ｐ∗

２ α２ （６）

其中，Ｐ１：Ｔ∗Ｑ１ ×Ｔ∗Ｑ２→Ｔ∗Ｑ１ 和 Ｐ２：Ｔ∗Ｑ１ ×Ｔ∗Ｑ２→
Ｔ∗Ｑ２ 是 两 个 投 影 映 射． 因 此， 可 得 余 切 丛

Ｔ∗ Ｑ１×Ｑ２( ) 上的正则 ２－形式

Ω＝－ｄα＝ －ｄ∗Ｐ１α１－ｄＰ∗
２ α２ ＝Ｐ∗

１ Ω１＋Ｐ∗
２ Ω２ （７）

由 （４） 式可得余切丛 Ｔ∗ Ｑ１×Ｑ２( ) 上的扭曲正则 ２
－形式

Ω＝－ｄα＝ －ｄＰ∗
１ α１＋ｄＰ∗

２ α２ ＝Ｐ∗
１ Ω１－Ｐ∗

２ Ω２ （８）

如果定义余切丛 Ｔ∗Ｑ２ 上的映射

σ：Ｔ∗Ｑ２→Ｔ∗Ｑ２，即 σ： Ｑ，Ｐ( ) Ｑ，－Ｐ( )

显然，σ∗α２ ＝ －α２ ． 从而可以定义映射

τ＝ ｉｄＭ１
×σ：Ｔ∗Ｑ１×Ｔ∗Ｑ２→Ｔ∗Ｑ１×Ｔ∗Ｑ２ （９）

并且有

τ∗Ω ＝ ｉｄ∗ －ｄα１( ) ＋σ∗ｄα２

＝ ｉｄ∗ －ｄα１( ) ＋ｄ σ∗α２( )

＝Ω１＋Ω２ ＝Ω （１０）
显然，如果 Γ 是 Ｍ１×Ｍ２，Ω( ) 的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形，则

Γτ 是扭曲积辛流形 Ｍ１×Ｍ２，Ω( ) 的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流

形．
由命题 ２．３ 可知，辛积流形的 Ｍ１ ×Ｍ２ 任意一

个 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形 Γ 都有唯一的辛同胚映射

φ：Ｍ１→Ｍ２与之对应． 例如积流形 Ｑ１×Ｑ２ 上的余切

丛 Ｔ∗ Ｑ１×Ｑ２( ) 的 四 类 特 殊 的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子 流 形

Ｑ１×Ｑ２，Ｑ１×Ｔ∗
ＱＱ２，Ｔ∗

ｑ Ｑ１ ×Ｑ２，Ｔ∗
ｑ Ｑ１ ×Ｔ∗

ＱＱ２ 上的四类

函数就可以生成四类辛同胚映射———四类正则变

换．
２．２．１　 余切丛 Ｔ∗ Ｑ１×Ｑ２( ) 的第一类 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流

形和第一类正则变换

对于积流形 Ｑ１×Ｑ２ 的余切丛 Ｔ∗ Ｑ１×Ｑ２( ) 的零

截面 Ｑ１ ×Ｑ２ 就是第一类特殊的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形

Ｑ１×Ｑ２ ． 对于∀Ｓ１∈Ｃ∞ Ｑ１×Ｑ２( ) ，则 ｄＳ１ ｑ，Ｑ( ) 是积

流形 Ｑ１×Ｑ２ 上闭的 １⁃形式． 由闭的 １⁃形式

ｄＳ１ ｑ，Ｑ( ) ：Ｑ１×Ｑ２→Ｔ∗ Ｑ１×Ｑ２( ) （１１）
生成的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形 Γ１

Γ１ ∶ ＝ ｑ，Ｑ( ) ， ｄＳ１ ｑ，Ｑ( )( )( ) ｑ，Ｑ( ) ∈Ｑ１×Ｑ２{ }

（１２）
Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形 Γ１ 也可以表示为

Γ１ ∶ ＝ ｑｉ，Ｑｉ，∂Ｓ
１

∂ｑｉ
ｄｑｉ，∂Ｓ

１

∂ＱｉｄＱ
ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ ｑｉ，Ｑｉ( ) ∈Ｑ１×Ｑ２{ }

（１３）
则与 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形 Γ１ 对应的扭曲 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流

形 Γτ
１ 为

Γτ
１ ∶ ＝

ｑｉ，Ｑｉ，∂Ｓ
１

∂ｑｉ ｄｑ
ｉ，－∂Ｓ

１

∂ＱｉｄＱ
ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ ｑｉ，Ｑｉ( ) ∈Ｑ１×Ｑ２{ }

（１４）
显然， Ｌａｇｒａｎｇｅ 子 流 形 Γ１

τ 作 为 辛 同 胚 映 射

φ：Ｔ∗Ｑ１→Ｔ∗Ｑ２ 的图，也就是由 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形

Ｑ１×Ｑ２上的光滑函数 Ｓ１ ｑ，Ｑ( ) 生成的正则变换为：

φ：Ｔ∗Ｑ１→Ｔ∗Ｑ２，即 φ： ｑ，ｐ( ) Ｑ，Ｐ( )

从 （１４）式可得

ｐｉ ＝
∂Ｓ１

∂ｑｉ

Ｐ ｉ ＝ －∂Ｓ
１

∂Ｑｉ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１５）

通过求解方程组（１５） 式可得

Ｑｉ ＝φ１ ｑｉ，ｐｉ( ) ， Ｐ ｉ ＝φ２ ｑｉ，ｐｉ( )

也就可以得到正则变换

φ ｑｉ，ｐｉ( ) ＝ φ１ ｑｉ，ｐｉ( ) ，φ２ ｑｉ，ｐｉ( )( ) （１６）

１４４
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因此， Ｌａｇｒａｎｇｅ 子 流 形 Ｑ１ × Ｑ２ 上 的 光 滑 函 数

Ｓ１ ｑ，Ｑ( ) 也被称为生成第一类正则变换 φ：Ｔ∗Ｑ１→
Ｔ∗Ｑ２ 的母函数（也称第一类生成函数） ．

２．２．２　 余切丛 Ｔ∗ Ｑ１×Ｑ２( ) 的第二类 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流

形和第二类正则变换

余切丛 Ｔ∗ Ｑ１×Ｑ２( ) 的第二类 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形

Ｑ１×ＴＱ
∗Ｑ２ 上的光滑函数∀Ｓ２∈Ｃ∞ Ｑ１×ＴＱ

∗Ｑ２( ) ，则

ｄ Ｓ２ ｑ，Ｐ( ) －ＱｉＰ ｉ( ) 是积流形 Ｑ１×ＴＱ
∗Ｑ２ 上的闭的 １⁃

形式． 由闭的 １⁃形式

ｄ Ｓ２ ｑ，Ｐ( ) －ＱｉＰ ｉ( ) ：Ｑ１×ＴＱ
∗Ｑ２→Ｔ∗ Ｑ１×Ｑ２( )

生成的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形 Γ２

Γ２ ∶ ＝ { ( ｑ，Ｐ( ) ，ｄ Ｓ２－ＱｉＰ ｉ( ) )

ｑ，Ｐ( ) ∈Ｑ１×Ｔ∗
Ｑ Ｑ２ }

（１７）
显然 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形 Γ２ 也可以表示为

Γ２ ∶ ＝ { ( ｑｉ，Ｐ ｉ，∂Ｓ２ ／ ∂ｑｉｄｑｉ， ∂Ｓ２ ／ ∂Ｐ ｉ－Ｑｉ( ) ｄＰ ｉ，

－Ｐ ｉｄＱｉ ) ｑ，Ｐ( ) ∈Ｑ１×Ｔ∗
Ｑ Ｑ２ }

（１８）
Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形 Γ２ 相对应的扭曲 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子

流形为

Γτ
２ ∶ ＝ { （ｑｉ，Ｐ ｉ， －∂Ｓ２ ／ ∂Ｐ ｉ＋Ｑｉ( ) ｄＰ ｉ，－Ｐ ｉｄＱｉ）

ｑ，Ｐ( ) ∈Ｑ１×Ｔ∗
Ｑ Ｑ２ }

（１９）
显然

ｐｉ ＝
∂Ｓ２

∂ｑｉ

Ｑｉ ＝∂Ｓ２

∂Ｐ ｉ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２０）

则与 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形 Γτ
２ 对应的辛同胚映射，即由

Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形 Ｑ１ ×Ｔ∗
Ｑ Ｑ２ 上的光滑函数Ｓ２ ｑ，Ｐ( )

生成的正则变换为：
φ：Ｔ∗Ｑ１→Ｔ∗Ｑ２，即 φ： ｑ，ｐ( ) Ｑ，Ｐ( )

因此，分别由式（２０）的第一式和第二式可得

Ｐ ｉ ＝φ１ ｑｉ，ｐｉ( ) ， Ｑｉ ＝φ２ ｑｉ，ｐｉ( )

也就可以得到

φ ｑｉ，ｐｉ( ) ＝ φ２ ｑｉ，ｐｉ( ) ，φ１ ｑｉ，ｐｉ( )( ) （２１）

因此， Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形 Ｑ１ × Ｔ∗
Ｑ Ｑ２ 上的光滑函数

Ｓ２ ｑ，Ｐ( ) 也被称为生成第二类正则变换的母函数

（也称第二类生成函数） ．

２．２．３　 余切丛 Ｔ∗ Ｑ１×Ｑ２( ) 的第三类 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流

形和第三类正则变换

余切丛 Ｔ∗ Ｑ１×Ｑ２( ) 的第三类 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形

Ｔ∗
ｑ Ｑ１×Ｑ２ 上的光滑函数∀Ｓ３∈Ｃ∞ Ｔ∗

ｑ Ｑ１×Ｑ２( ) ，则

ｄ Ｓ３ ｐ，Ｑ( ) ＋ｑｉｐｉ( ) 是积流形 Ｔ∗
ｑ Ｑ１ ×Ｑ２ 上的闭的 １－

形式． 由闭的 １－形式

ｄ Ｓ３ ｐ，Ｑ( ) ＋ｑｉｐｉ( ) ：Ｔ∗
ｑ Ｑ１×Ｑ２→Ｔ∗ Ｑ１×Ｑ２( )

生成的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形 Γ３

Γ３ ∶ ＝ { ｐ，Ｑ( ) ，ｄ Ｓ３ ｐ，Ｑ( ) ＋ｑｉｐｉ( )( )

ｐ，Ｑ( ) ∈Ｔ∗
ｑ Ｑ１×Ｑ２ } （２２）

Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形 Γ３ 也可以表示为

Γ３ ∶ ＝ { ｐ，Ｑ( ) ， ( ｑｉｄｐｉ， ∂Ｓ３ ／ ∂ｐｉ＋ｑｉ( ) ｄｐｉ，

∂Ｓ３ ／ ∂ＱｉｄＱｉ ) ｐ，Ｑ( ) ∈Ｔ∗
ｑ Ｑ１×Ｑ２ }

与 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形 Γ３ 对应的扭曲 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子

流形 Γτ
３ 为

Γτ
３ ∶ ＝ { ｐ，Ｑ( ) ， ｑｉｄｐｉ， ∂Ｓ３ ／ ∂ｐｉ＋ｑｉ( ) ｄｐｉ，(

－∂Ｓ３ ／ ∂ＱｉｄＱ) ｐ，Ｑ( ) ∈Ｔ∗
ｑ Ｑ１×Ｑ２ } （２３）

显然

ｑｉ ＝ －∂Ｓ
３

∂ｐｉ

Ｐ ｉ ＝ －∂Ｓ
３

∂Ｑｉ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２４）

则与 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形 Γτ
３ 对应的辛同胚映射，也就

是由 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形 Ｔ∗
ｑ Ｑ１ × Ｑ２ 上的光滑函数

Ｓ３ ｐ，Ｑ( ) 生成的正则变换为：
φ：Ｔ∗Ｑ１→Ｔ∗Ｑ２，即 φ： ｑ，ｐ( ) Ｑ，Ｐ( )

因此，分别由式（２４）的第一式和第二式可得

Ｑｉ ＝φ１ ｑｉ，ｐｉ( ) ， Ｐ ｉ ＝φ２ ｑｉ，ｐｉ( )

也就可以得到

φ ｑｉ，ｐｉ( ) ＝ φ１ ｑｉ，ｐｉ( ) ，φ２ ｑｉ，ｐｉ( )( ) （２５）

因此， Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形 Ｑ１ × Ｔ∗
Ｑ Ｑ２ 上的光滑函数

Ｓ３ ｐ，Ｑ( ) 也被称为生成第三类正则变换的母函数

（也称第三类生成函数） ．
２．２．４　 余切丛 Ｔ∗ Ｑ１×Ｑ２( ) 的第四类 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流

形和第四类正则变换

余切丛 Ｔ∗ Ｑ１×Ｑ２( ) 的第四类 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形

Ｔ∗
ｑ Ｑ１×Ｔ∗

Ｑ Ｑ２ 上的光滑函数∀Ｓ４∈Ｃ∞ Ｔ∗
ｑ Ｑ１×Ｔ∗

Ｑ Ｑ２( ) ，

则 ｄ Ｓ４ ｐ，Ｐ( ) ＋ｑｉｐｉ－ＱｉＰ ｉ( ) 是积流形 Ｔ∗
ｑ Ｑ１×Ｔ∗

Ｑ Ｑ２ 上

的闭的 １⁃形式． 由闭的 １⁃形式

２４４
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　 ｄ Ｓ４ ｐ，Ｐ( ) ＋ｑｉｐｉ－ＱｉＰｉ( ) ∶Ｔ∗
ｑＱ１×Ｔ∗

Ｑ Ｑ２→Ｔ∗ Ｑ１×Ｑ２( )

生成的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形 Γ４

Γ４ ∶ ＝ { ｐ，Ｐ( ) ，ｄ Ｓ４ ｐ，Ｐ( ) ＋ｑｉｐｉ－ＱｉＰ ｉ( )( )

ｐ，Ｐ( ) ∈Ｔ∗
ｑ Ｑ１×Ｔ∗

Ｑ Ｑ２ } （２６）

Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形 Γ４ 也可以表示为

Γ４ ∶ ＝ { ｐ，Ｐ( ) ， ∂Ｓ４ ／ ∂ｐｉ＋ｑｉ( ) ｄｐｉ，(

∂Ｓ４ ／ ∂Ｐ ｉ－Ｑｉ( ) ｄＰ ｉ，ｐｉｄｑｉ，－Ｐ ｉｄＱｉ )

ｐ，Ｐ( ) ∈Ｔ∗
ｑ Ｑ１×Ｔ∗

Ｑ Ｑ２ }

Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形 Γ４ 对应的扭曲 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形为

Γτ
４ ∶ ＝ { ｐ，Ｐ( ) ， ∂Ｓ４ ／ ∂ｐｉ＋ｑｉ( ) ｄｐｉ，

－∂Ｓ４ ／ ∂Ｐ ｉ＋Ｑｉ( ) ｄＰ ｉ， ｐｉｄｑｉ，－Ｐ ｉｄＱｉ( )

ｐ，Ｐ( ) ∈Ｔ∗
ｑ Ｑ１×Ｔ∗

Ｑ Ｑ２ }

显然

ｑｉ ＝ －∂Ｓ
４

∂ｐｉ

Ｑｉ ＝∂Ｓ４

∂Ｐ ｉ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２７）

则与 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形 Γτ
４ 对应的辛同胚映射，也就

是由 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形 Ｔ∗
ｑ Ｑ１ ×Ｔ∗

Ｑ Ｑ２ 上的光滑函数

Ｓ４ ｐ，Ｐ( ) 生成的正则变换为：
φ：Ｔ∗Ｑ１→Ｔ∗Ｑ２，即 φ： ｑ，ｐ( ) Ｑ，Ｐ( )

所以，分别由式（２７）的第一式和第二式可得

Ｐ ｉ ＝φ１ ｑｉ，ｐｉ( ) ， Ｑｉ ＝φ２ ｑｉ，ｐｉ( )

也就可以得到

φ ｑｉ，ｐｉ( ) ＝ φ２ ｑｉ，ｐｉ( ) ，φ１ ｑｉ，ｐｉ( )( ) （２８）
Ｌａｇｒａｎｇｅ 子 流 形 Ｔ∗

ｑ Ｑ１ × Ｔ∗
Ｑ Ｑ２ 上 的 光 滑 函 数

Ｓ４ ｐ，Ｐ( ) 也被称为生成第四类正则变换的母函数

（也称第四类生成函数） ．
２．３　 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形在 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 变换中的应用

勒让德变换及其逆变换是分析力学中的重要

理论，它主要应用于 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程

之间的相互转化． 如果勒让德变换 ＦＬ：ＴＱ→Ｔ∗Ｑ
是局部微分同胚映射，则称 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数 Ｌ 是正则

的，也称正则的勒让德变换，它能实现切丛 ＴＱ 的

辛结构和余切丛 Ｔ∗Ｑ 的辛结构之间的辛同构． 进

一步要求勒让德变换 ＦＬ：ＴＱ→Ｔ∗Ｑ 是整体的微分

同胚映射，则称 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数 Ｌ 是超正则的，也称

为超正则的勒让德变换，它能实现切丛 ＴＱ 和余切

丛 Ｔ∗Ｑ 的微分同胚． 利用辛流形的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流

形理论还可以给出勒让德变换的几何解释．

如果令 ＴｑＱ＝Ｘ１，Ｔ∗
ｑ Ｑ＝Ｘ２，则积流形 Ｘ１×Ｘ２ 的

余切丛为 Ｔ∗ Ｘ１×Ｘ２( ) ． 设积流形 Ｘ１ ×Ｘ２ 上的函数

∀ｆ ｑ̇，ｐ( ) ∈Ｃ∞ Ｘ１×Ｘ２( ) ，则
ｄｆ ∶Ｘ１×Ｘ２→Ｔ∗ Ｘ１×Ｘ２( ) （２９）

由映射 （２９） 生成余切丛 Ｔ∗ Ｘ１×Ｘ２( ) 的 Ｌａｇｒａｎｇｅ
子流形

Γ ｆ ∶ ＝ ｑ̇，ｐ( ) ， ｄｆ ｑ̇，ｐ( )( )( ) ｑ̇，ｐ( ) ∈Ｘ１×Ｘ２{ }

（３０）
余切丛 Ｔ∗ Ｘ１×Ｘ２( ) 的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形 Γ ｆ 也可

以表示为

Γ ｆ ∶ ＝ ｑ̇，ｐ，
∂ｆ
∂ｑ̇

ｄｑ̇，∂ｆ
∂ｐ
ｄｐæ

è
ç

ö

ø
÷ ｑ̇，ｐ( ) ∈Ｘ１×Ｘ２{ }

（３１）
Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形 Γ ｆ 对应的扭曲 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流

形为

Γτ
ｆ ∶ ＝ ｑ̇，ｐ，

∂ｆ
∂ｑ̇
ｄｑ̇，－∂ｆ

∂ｐ
ｄｐæ

è
ç

ö

ø
÷ ｑ̇，ｐ( ) ∈Ｘ１×Ｘ２{ }

（３２）
显然

ξｉ ＝
∂ｆ
∂ｑ̇ｉ

ηｉ ＝ － ∂ｆ
∂ｐｉ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（３３）

通过求解方程组 （３３） 式就可以得到辛同胚

映射，即勒让德变换

ＦＬ ｑ̇ｉ，ξｉ( ) ＝ ｐｉ，ηｉ( ) ＝φ ｑ̇ｉ，ξｉ( )

＝ φ１ ｑｉ，ｐｉ( ) ，φ２ ｑｉ，ｐｉ( )( ) （３４）
若积流形 Ｘ１ ×Ｘ２ 上的函数 ｆ ＝ ｑ̇ｉｐｉ －Ｌ ｑ̇( ) ，从

（３３）式的第一式可以得到

ｐｉ ＝
∂Ｌ
∂ｑ̇ｉ＋ξｉ （３５）

如果 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数为 Ｌ ｑ̇( ) ，则 （３５） 式退化为

ｐｉ ＝
∂Ｌ
∂ｑ̇ｉ （３６）

从 （３６） 式可以求出

ｑ̇ｉ ＝ ｑ̇ｉ ｐｉ( ) （３７）

把 （３７） 式代入 ｆ＝ ｑ̇ｉｐｉ－Ｌ ｑ̇( ) 可得

Ｈ（ｐ）＝ ｑ̇ｉｐｉ－Ｌ ｑ̇( ) （３８）
同理，如果令 ｆ ＝ ｑ̇ｉｐｉ －Ｈ（ ｐ），可得勒让德逆变

换

ｑ̇ｉ ＝ ∂Ｈ
∂ｐｉ

， Ｌ ｑ̇( ) ＝ ｐｉ ｑ̇ｉ－Ｈ（ｐ） （３９）

３４４



动　 力　 学　 与　 控　 制　 学　 报 ２０１９ 年第 １７ 卷

３　 结论

由于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的正则变换和 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方

程与 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程之间的勒让德变换都是辛同胚

映射，因此，借助于辛流形的拉格朗日子流形就可

以给出正则变换和勒让德变换理论统一的几何解

释．利用辛流形的拉格朗日子流形理论可以从几何

上阐述清楚约束力学系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 动力学、
Ｈａｍｉｌｔｏｎ 动力学和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ⁃Ｊａｃｏｂｉ 动力学之间的

关系． 并且根据 Ｈａｍｉｌｔｏｎ⁃Ｊａｃｏｂｉ 动力学的拉格朗日

子流形几何结构这一本质几何特征，可以实现非保

守约束系统和非完整约束系统的广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ⁃Ｊａ⁃
ｃｏｂｉ 理论，并将其应用于非保守约束系统和非完整

约束系统的动力学问题研究．
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