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Abstract: The research of its convergence of Mean Shift algorithm is the foundation of its application. Comaniciu 
and Li Xiang-ru have respectively provided the proof for the convergence of Mean Shift but they both made a 
mistake in their proofs. In this paper, the imprecise proofs existing in some literatures are firstly pointed out. Then, 
the local convergence is proved in a new way and the condition of convergence to the local maximum point is 
offered. Finally, the geometrical counterexamples are provided for explanation about convergence of Mean Shift 
and the conclusion is further discussed. The results of this paper contribute to further theoretical study and extensive 
application for Mean Shift algorithm. 
Key words: Mean Shift algorithm; convergence; kernel function; kernel density estimation; gradient ascent method 

摘  要: 作为迭代算法,Mean Shift的收敛性研究是应用的基础,而 Comaniciu和李乡儒分别证明了 Mean Shift
的收敛性,但证明过程存在错误.首先指出了 Comaniciu 和李乡儒的证明过程存在错误;然后,从数学上重新证明
了 Mean Shift 算法的局部收敛性,并指出其收敛到局部极大值的条件;最后,从几何上举反例分析了 Mean Shift
的收敛性,并进行了深入比较和讨论.这为 Mean Shift算法的深入研究及应用奠定了基础. 
关键词: Mean Shift算法;收敛性;核函数;核密度估计;梯度上升方法 
中图法分类号: TP301   文献标识码: A 

Mean Shift算法是由 Fukunaga和 Hostetler在 1975年提出来的,直到 1995年,Cheng[1]的论文发表才引起人

们的研究兴趣,掀起了研究和应用 Mean Shift算法的热潮.作为一种有效的统计迭代算法,近年来,Mean Shift算
法已广泛应用于计算机视觉与模式识别等领域,例如目标跟踪[2−4]、图像分割[5,6]、模式识别与聚类分析[7,8]、滤
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波[9]、信息融合[10]、特征空间分析[11]等.除了 Mean Shift算法的应用研究以外,Mean Shift算法的基础研究主要
集中在以下 3个方面: 

(1) Mean Shift算法的形式.学者们提出了不同的 Mean Shift算法,如 Cheng[1]提出了如下 Mean Shift算法: 
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k(x)是文献[1]定义的轮廓函数.文献[11]的Mean Shift算法在上式中引入了窗宽(又称带宽 bandwidth)参数
h,表示如下: 
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文献[12]在 Mean Shift算法中引入权重参数,提出了如下 Mean Shift算法: 
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其中:g(x)=−k′(x); xhxxxxkc
i i
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,, ∫ ∑− −−= ;h>0,为常数;k(x)是核函数.实际上,文献[12]的核函数和

文献[1,11]的轮廓函数都满足相同的条件:函数 k(x)在[0,∞]上非负,单调递减 连续并且﹑ 这样的
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数有很多,比较常用的函数有:① 高斯核函数 k(x)=e−x,x≥0;② 截断的高斯函数;③ 单位平坦(unit flat)函数 
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本文沿用文献[12]的核函数概念. 
(2) 窗宽的选择.对于 Mean Shift 算法的应用来说,窗宽的选择很重要.核窗宽的大小起着非常重要的作用.

它决定了参与 Mean Shift迭代的样本数量,直接影响迭代速度.有许多学者对此进行了大量的研究,得到一些好
的成果,可参考文献[13−15]. 

(3) 收敛性.Mean Shift 算法作为一种迭代算法,其收敛性的研究是非常重要的.Cheng[1]讨论了 3 种形式的
Mean Shift算法,其中主要对模糊过程(blurring process)作了理论研究.假设有限样本集 S的数据是 d维Euclidean
空间 X,T⊂X为迭代过程中产生的有限数据集.当 T=S时,则该 Mean Shift算法为模糊过程,即每迭代一次后循环
修改输入数据.为此,Cheng 给出了数据半径和直径的概念,并证明其数据直径的收敛速度及模糊过程经过有限
次迭代后到达一个稳定点.然而,在整个Mean Shift算法迭代过程中,当 S固定、T初始化为 S时就不再是 blurring 
process,超出了 Cheng的理论范围.文献[3,11]从密度估计方法出发推导出Mean Shift算法,并证明了它的单调递
增收敛性.文献[14]证明了可变带宽Mean Shift算法的收敛性.在Mean Shift算法迭代过程中,S固定,T不等于 S,
这恰好是 Cheng未完成的理论.文献[12]发现文献[11]在证明 Mean Shift算法单调递增收敛性时,其关键步骤存
在失误,并举反例进行了说明;在 Comaniciu 的文献[3,14]中也存在着相同的问题.针对这些问题,文献[12]在
Mean Shift算法中引入权重参数,并重新从数学上严格地证明了更一般意义下的Mean Shift算法的收敛性.事实
上,文献[3,11,12,14]的单调递增收敛性证明的关键步骤都存在错误.文献[12]给出的收敛条件是:核函数 k(x)是
凸的,满足 k(x2)−k(x1)>k′(x1)(x2−x1),x1>0,x2>0,k′(x1)为 k(x)在 x1的导数且连续、有界,该条件的实质是 k(x)为凸函
数;文献[3,11,14]的假设条件是:k(x)为凸的且单调递减的轮廓函数,其实质也是 k(x)为凸函数.文献[3,11,12,14] 

在证明 ,t=1,2,...序列收敛并且严格单调递增时,利用 k(x)的凸函数性质来进行单调性证明,但其实际的 )(ˆ
, tkh yf

表达形式为 k(||yj−xi||2),而 k(||yj−xi||2)不一定是凸函数,可能为凹函数或两者都不是,而当 k(x)为凸函数时,序列 

)(ˆ
, tkh yf 也不一定能收敛到局部极大值. 

本文针对Mean Shift算法的收敛性,首先指出文献[11,12]在 ,t=1,2,...序列收敛并且严格单调递增的 )(ˆ
, tkh yf

证明过程中存在错误,并从理论上进行了证明;然后,从数学上重新证明了Mean Shift算法的收敛性,指出其收敛
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到局部极大值的条件;最后,从几何上分析了本文结论的正确性,为 Mean Shift 算法的深入研究及应用奠定了 
基础. 

本文第 1节给出Mean Shift算法.第 2节指出文献[11,12]的错误,并重新给出Mean Shift算法的收敛性证明.
第 3节讨论第 2节的结论.第 4节为全文的结束语. 

1   Mean Shift算法 

核密度估计(又名 Parzen 窗估计)是一个很流行的密度估计方法,给定在 d 维空间 Rd的 n 个样本数据 xi, 
i=1,…,n,多维变量的核密度估计可写成 
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其中:ck,d为归一化常数;k(x)在文献[12]中称为核函数,在文献[11]中称为轮廓函数(profile);H 为 d×d 维的带宽矩 
阵(bandwidth matrix).完整的参数表示 H 会增加估计的复杂性,在实际中,H 可以为对角矩阵   ],...,[ 22

1 dhhdiagH =

或为 h2I,I为 d×d单位矩阵.为了简单起见,本文使用后一种 H,则核密度估计为 
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其中,核函数 k(x)满足下列条件: 
1) k(x)为非负; 
2) k(x)非单调递增:假如 a<b,则 k(a)≥k(b); 

3) k(x)为连续函数且有界:  .d)(
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当 k(x)(x>0)可微时,从式(1)可得到的梯度: 
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定义 g(x)=−k′(x),式(2)中引入 g(x)变为 
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式(3)的第 2部分就是 Mean Shift算法,设 
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其中,cg,d为归一化常数,则式(3)可变为 
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其中,c=cg,d/ck,d.式(4)说明局部均值朝附近数据样本密集区域移动,所以有迭代公式: 
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 yt+1=yt+∇mh,g(yt) (5) 

式(5)经过一些转换得到 Mean Shift算法的迭代式(6),具体过程见算法 1. 
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式(4)代入式(5),得到 
 yt+1=yt+λt⋅dt (7) 

其中: 0)(ˆ2 ,
2 >= tght yfchλ ; ) .式(7)表明,Mean Shift算法沿梯度方向迭代,使每个待处理的点“漂移” (ˆ

, tkht yfd ∇=

到分布密度函数的局部极大值点处,其步长λt随迭代过程自适应地变化:在低密度区,迭代步长较长;在局部极大
值附近,迭代步长较短. 

 算法 1. 
1) 设置初始值 y0,结束条件ε; 
2) 用式(6)计算 yt+1的值; 
3) 判断是否满足| yt+1−yt|≤ε,如果满足,则退出; 
否则,用 yt+1替代 yt,转至 2). 

 
 
 
 

2   Mean Shift算法的收敛性 

文献[11,12]在证明 ,t=1,2,...序列收敛并且严格单调递增时,假设其核函数 k(x)是凸的,在其证明过程 )(ˆ
, tkh yf

中利用凸函数性质:k(x2)−k(x1)>k′(x1)(x2−x1),x1>0,x2>0(这里,x1,x2为单个变量,其他情况为向量).但是,在证明过程
中,核函数的形式为 k(||yj−xi||2),这时,k(||yj−xi||2)不一定是凸的,可能是凹的或两者都不是(xi 为常数).下面给出严
格的证明,有关凸集﹑凸函数﹑凹函数的定义及相关性质请参考文献[16]或其他相关文献. 

定理 1. 如果函数 k(x)是凸函数,则核函数 k(||x−c||2)是凸的,或凹的,或两者都不是,其中,c为常数向量. 
证明:函数 k(x)在定义域内的 x1处用 Taylor公式二阶展开,然后用 x2代替 x(不妨设 x1<x2),得到: 

k(||x2−c||2)=k(||x1−c||2)+∇k(||x1−c||2)T(x2−x1)+(x2−x1)T∇2k(||θ||2)(x2−x1)/2, 
其中,x1<θ<x2. 

当∇2k(||θ||2)为半正定矩阵时,k(||x2−c||2)≥k(||x1−c||2)+∇k(||x1−c||2)T(x2−x1),则 k(||x−c||2)为凸函数; 
当∇2k(||θ||2)为负定矩阵时,k(||x2−c||2)<k(||x1−c||2)+∇k(||x1−c||2)T(x2−x1),则 k(||x−c||2)为凹函数; 
当∇2k(||θ||2)为其他情况时,k(||x−c||2)既不是凸函数也不是凹函数. □ 
根据定理 1,文献[11,12]的单调性证明是错误的,原因是不能使用 k(x)为凸函数的条件来证明 Mean Shift算

法收敛.因此我们可以看出,Mean Shift 算法的收敛应是有条件的收敛.下面从数学上严格证明文献[11,12]的单
调收敛证明是错误的. 

定理 2. 文献[11,12]的定理(文献定理[11]中的定理为:如果核函数是凸的,则 ,t=1,2,...序列收敛并且 )(ˆ
, tkh yf

严格单调递增;文献[12]有类似的定理)证明过程是错误的. 

证明:可参考文献[11,12]中的详细证明过程.假设文献[11,12]的证明过程成立,则序列 收敛并且严

格单调递增的定理成立.由文献[11,12]知 y

)(ˆ
, tkh yf

t收敛,设收敛于 y ,则有 0)(ˆ
, =yf kh∇ . 

文献[12]证明时根据凸函数的性质:k(x2)−k(x1)>k′(x1)(x2−x1),有下式成立(为了更清楚证明过程,这里使用原
文的表达形式): 
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这里 ,无意识地认为 是凸函数 (文献 [11]的证明与文献 [12]类似 ),写成本文表达方式 : )||(|| 2
1 iHij xyk −+

)||)((|| 2hxyk i− 为凸函数.根据凸函数的性质, 为凸函数且∇ 为半正定矩阵. )(ˆ
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所以,存在 yt,使得 为负定矩阵.这与∇ 为半正定矩阵矛盾.所以定理 2成立. □ )(ˆ
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从定理 2 的证明我们可以猜想,如果 ,t=1,2,...序列收敛并且严格单调递增,则相应的 Hessian 矩阵

为负定矩阵.因此有下面的定理 3.为了证明该定理,首先给出引理. 
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引理. 当 k(⋅)为高斯核函数时,令由 Mean Shift算法产生的点列为{yt},则有下式成立: 
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将式(4)代入,得到: 
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该引理说明:相邻两步之间迭代方向的夹角在(0°,90°)内,保证沿着梯度上升的方向收敛. 

定理 3(收敛性定理). 设 S⊆Rd为非空开凸集, 在 S 上具有二阶连续偏导数,如果∀yRSf kh →:ˆ
, t∈S,k(⋅)为高

斯核函数且 在 ykhf ,
ˆ

t处的 Hessian 矩阵 (t=1,2,...)为负定矩阵,则 序列收敛并且严格单调递增, )(ˆ
,

2
tkh yf∇ )(ˆ

, tkh yf

而且序列{yt}收敛. 

证明:从核函数的性质可知 k(x)有界,由式(1)可知 有界,只需证明 单调递增,就已说明 的 khf ,
ˆ )(ˆ

, tkh yf )(ˆ
, tkh yf

收敛性. 

对 t≥0, 在 y)(ˆ
, tkh yf t处一阶 Taylor公式展开,并令 y=yt+λtdt∈S,得到: 
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ϕ(θ)连续且可导,则 
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0)()(ˆ)()(ˆ)( 1,

2
1,

22 <−+∇−=+∇=′ ++ tt
T

tttkh
T

ttt
T

ttkh
T
tt yydyfyyddyfd θλθλθϕ (易知 yt+θλtdt∈S). 

易知ϕ(θ)单调递减且ϕ(θ)>0,∀θ∈(0,1),即 . )(ˆ)(ˆ
,1, tkhtkh yfyf >+

所以, )序列严格单调递增且收敛,设收敛于(ˆ
, tkh yf )(ˆ

, yf kh 点, Sy∈ ,故 0lim
)(ˆ)(ˆ

,,
=

→ yfyf khtkh
. 

又 0<ϕ(1)<ϕ(θ),得到: 

 0)(ˆ)(ˆlim ,1,)(ˆ)(ˆ
,,

=∇∇ +→ tkh
T

tkhyfyf
yfyf

khtkh
 (8) 

 0)(ˆ)(ˆlim 1,,)(ˆ)(ˆ
,,

=∇∇ +→ tkh
T

tkhyfyf
yfyf

khtkh
 (9) 

式(8)和式(9)的左边相乘,得到: 

,0||)(ˆ||||)(ˆ||lim 2
,

2
1,)(ˆ)(ˆ

,,
=∇⋅∇ +→ tkhtkhyfyf

yfyf
khtkh

 

则 0)(ˆlim ,)(ˆ)(ˆ
,,

=∇
→ tkhyfyf

yf
khtkh

,即 0)(lim 1)(ˆ)(ˆ
,,

=−+→ ttyfyf
yy

khtkh
,所以,yt收敛. 

考虑到连续性,易知 yt收敛于 y ,且 0)(ˆ
, =∇ yf kh . □ 

3   结果讨论 

定理 3 假设条件的实质是要求 为凹函数,∀y∈S,对 k(·)的凸凹性不作要求;而文献[11,12]的假设条 )(ˆ
, yf kh

件是 k(·)为凸函数,在 Mean Shift算法中,k(||x−xi||2)可能为凸函数,或凹函数,或两者都不是.定理 3的假设条件保
证初始点∀y0∈S,则 Mean Shift 算法一定会收敛到局部极大值;如果不具有定理 3 的假设条件,否则 Mean Shift
算法不一定会收敛到局部极大值,可能收敛到鞍点.下面从几何的角度进一步说明上面的定理的正确性. 

假设核函数 k(x)为高斯函数 exp(−x),则 y=exp(−x)在定义域内为凸函数,如图 1(a)所示.函数为 y=exp(−x2)时,

当 x<a和 x>b时分别为凸函数,x∈(a,b)区间为凹函数,如图 1(b)所示,其中,a=− 2 /2,b= 2 /2.当 x=0时,y取极大 
值,此时,x∈(a,b).函数为 y=exp(−(x−3)2)时,在 x∈(−∞,c)和 x∈(d,+∞)区间分别为凸函数,在 x∈(c,d)区间为凹函数, 

如图 1(c)所示,其中,c=3− 2 /2,d=3+ 2 /2.当 x=3时,y取极大值,此时,x∈(c,d).函数为 y=exp(−(x1−3)2−(x2−7)2)的 
三维图形如图 2(d)所示.当 2.5<x1<3.5,6.5<x2<7.5 时为凹函数,如图 1(d)深色部分所示;当 x1=3,x2=7 时,y 取极大 

值,此时,2.5<x1<3.5,6.5<x2<7.5.从图上看,当初始点落在凹函数区间内时,则序列 沿着梯度方向递增且一

定会收敛到局部极大值.而当初始点落在凸函数区间内时,序列 也会沿着梯度方向递增,如果沿着梯度 

)(ˆ
, tkh yf

)(ˆ
, tkh yf

方向能进入凹函数区,则会收敛到局部极大值,否则会收敛到鞍点.上面是从单个数据点的角度用几何的方法来
分析收敛条件,没有考虑 h对图形的影响.对于有多个数据点的情况,有相同的收敛结论,只不过多个数据点的图
形更为复杂,在定义域内将会有多个峰值,也可能有多个鞍点.如图 1(e)和图 1(f)所示为 h=2和 h=2.5的多个数据 

点的二维高斯核函数的密度估计图形,灰色点表示局部极值点,黑色点表示鞍点,深色部分表示 在该区

域为凹函数.带宽 h 仅仅决定观测到的峰值个数

)(ˆ
, tkh yf

[7]和 为凹函数区域的大小.一般来说,峰值的个数随着 h )(ˆ
, tkh yf

的增大而减少,而 为凹函数区域随 h的增大而向四周扩张,如图 1(f)的深色部分在 x)(ˆ
, tkh yf 1,x2平面的投影区大 

于图 1(e)在 x1,x2平面的投影区.图 1中的图形显然是文献[11,12]的假设条件的反例. 
Mean Shift算法的收敛性在文献[1]中也得到讨论,但该文献所有的讨论都是针对 blurring process的:每一

步迭代后,要循环地修改输入,与本文讨论的 Mean Shift算法不同.Mean Shift算法的收敛性归功于式(7)的梯度
上升属性,但是,朝局部梯度方向移动仅仅保证以无限小迭代步收敛.迭代算法的步长尺寸对于算法的整体性能
是非常重要的:假如步长太大,算法将会发散;步长太小,则收敛速度太慢.而 Mean Shift 算法采用自适应步长,不
需要增加另外的步骤来搜索合适的步长(如最速下降法需要搜索最优步长),这是 Mean Shift 算法的优点.文献
[17,18]指出:极大熵聚类算法(maximum entropy clustering algorithm)不一定收敛到局部极值点,有时收敛到鞍
点,这与本文得出的结论是一致的.这主要是因为它们都是迭代算法,形式上很相似,且文献[1]指出最大熵聚类
算法是Mean Shift算法的一种特殊情况.Comaniciu在文献[7]中指出:Mean Shift保证在密度估计的零梯度附近
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收敛,需要一种方法来检验是否收敛于局部极大;而且他还提供了判断是否为鞍点的算法,这进一步为我们的结
论提供了佐证.文献[1]认为,K-均值聚类算法是Mean Shift算法的一种极限形式,但众所皆知,K-均值聚类是一种
收敛到局部稳定点的算法,且很多学者试图采用优化算法来使 K-均值聚类算法收敛于全局稳定点,如文献[19]
采用遗传算法来选择初始聚类中心.从这一点来看,Mean Shift 算法和 K-均值聚类算法应具有相同的局部收敛
性,而本文 Mean Shift算法的收敛性定理为此提供了理论. 
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图 1  几何图形 

4   结束语 

本文针对 Mean Shift算法的收敛性,首先指出文献[11,12]证明过程的错误,并从理论上进行了证明;然后,从
数学上重新证明了 Mean Shift算法的收敛性,指出其收敛到局部极大值的条件;最后,通过几何举例和对比讨论
分析了本文的结论,为 Mean Shift算法的深入研究及应用奠定了基础. 

当然,该算法还有许多需要进一步研究的问题.例如:Cheng[1]指出,Mean Shift 是自适应步长的梯度增长方
法 ,但是步长的理论一直不清楚;另外 ,文献[20]证明了基于分段常数轮廓函数(piecewise constant profile)的
Mean Shift 算法是 Newton 的迭代,但基于高斯函数的 Mean Shift 的收敛速度一直不清楚;最后,能否在 Mean 
Shift算法的迭代过程中增加某些限制来加快算法的收敛速度.到目前为止,人们对 Mean Shift算法的内部机制
还缺乏了解,需要有更多的研究成果来推动Mean Shift算法的发展.我们期待本文的成果会推动Mean Shift算法
的深入研究. 

致谢  在此,我们向对本文的工作给予支持和建议的同行,尤其是中南大学智能机器人实验室的全体老师和同
学表示感谢. 
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