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由矩形确定摄像机内参数与位置的线性方法
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Abstract:  In this paper, a linear approach is proposed to determine the camera’s intrinsic parameters as well as its 
pose. At first, the images of the two circular points are derived from the images of two unparallel coplanar 
rectangles in space, then some linear constraints on the intrinsic parameters are established via the obtained images 
of the circular points. In addition, the necessary and sufficient condition of the constraint system for a unique 
solution is also provided. Having obtained intrinsic parameters, the camera’s pose can be computed from the 
homography between the image plane and the space plane. Besides, a linear approach is also presented to retrieve 
the metric information (i.e., the Euclidean one up to a scale) of the rectangles by means of the Laguerre theorem. 
The main advantage of these approaches lie in that neither the metric information of the rectangles nor the 
correspondences between images are required, and the involved algorithms are all linear. Extensive simulations and 
experimental results with real images show that these proposed approaches are both accurate and robust. 
Key words:  camera calibration; camera’s pose; circular point; rectangle; 3D reconstruction 
 
摘  要:  提出了一种求解摄像机内参数及确定摄像机位置的线性方法.首先通过空间平面上两个非平行矩形

的图像来计算圆环点的图像,进而由圆环点对摄像机内参数的约束方程标定摄像机内参数,并给出了此约束方

程具有惟一解的充要条件.摄像机方位是通过计算图像与空间平面间的单应矩阵来确定的.另外,还给出了在相

差一个比例因子的情况下,由拉盖尔定理恢复矩形欧氏度量信息的线性方法.该方法的特点在于,无须知道矩形

的任何几何信息,也不涉及图像匹配问题,而且所有计算方法均是线性的.大量的模拟和真实图像实验结果表明,
所给出的方法具有求解精度高、鲁棒性强的优点. 
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从二维图像获取空间三维信息(如估计运动参数、恢复 3D 形状等),摄像机标定(确定摄像机内参数)是必不

可少的步骤.传统的标定方法需要设计一个高精度的几何物体(标定块),然后利用标定块的精确数据与其图像

数据进行匹配,再求出摄像机内参数.1992 年,Hartley[1]和 Faugeras[2]首次提出摄像机自标定的思想.所谓摄像机

自标定,是指仅通过摄像机运动所获取的图像序列来标定内参数,而不需要知道场景中物体的几何数据.摄像机

自标定已成为计算机视觉领域的研究热点之一[1~13].如果对场景的几何知识与摄像机的运动信息一无所知,所
有的自标定算法都是非线性的,从而需要非常复杂的计算,而且标定结果是非常不鲁棒的.是否存在一种简单、

灵活且鲁棒的标定方法呢?张正友在文献[14]中提出了一种较为简单、灵活的标定方法,这种方法是用一个具有

精确定位的点阵模板代替传统定标块,然后使模板和摄像机作相互运动,获得 3 个以上不同方位的模板图像,通
过模板数据和图像数据计算出图像与模板间的单应矩阵(homography),最后利用单应矩阵来线性求解摄像机内

参数.该方法的不足之处是需要绘制精确定位的点阵模板.对此,孟晓桥、胡占义等人在文献[15]中提出一种新方

法,用一种由圆和通过圆心的若干条直线所构成的平面模板来代替精确定位的点阵模板,然后利用圆环点图像

来确定摄像机的内参数.该方法在模板制作过程中也需要对圆心进行精确定位,但该文的最大贡献在于提出了

基于圆环点来标定摄像机的一般方法.本文在此基础上提出了基于空间平面上两个非平行矩形(矩形的边长和

位置均是未知的),通过计算两个圆环点的图像来标定摄像机的方法,同时给出了通过图像来恢复矩形的欧氏度

量及摄像机方位(即旋转矩阵及平移向量)的方法.大量的模拟和真实图像实验表明,本文所提出的标定方法原

理简单,不涉及图像匹配问题,而且具有较高的定标精度和鲁棒性,是一种较为理想、实用的摄像机标定方法.本
文所提出的恢复矩形的欧氏度量及摄像机方位的方法也具有较高的求解精度. 

1   基于矩形的摄像机内参数线性求解方法 

1.1   平面上的圆环点 

设 Π 是空间上的一张有限远平面,分别取平面 Π 上两条相互正交的直线为 x 轴和 y 轴,以通过两个轴的交

点 O 且与平面正交的直线为 z 轴,建立坐标系 O-xyz.于是平面 Π 的方程为:z=0.Π 上的无穷远直线为平面 Π 与

无穷远平面的交线,其方程为 
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其中 为圆上点的齐次坐标. Twzyx ),,,(
无穷远直线与圆的交点即为圆环点.由式(1)和式(2)可解出两个圆环点的坐标为 

 , (3) TT ii )0,0,,1(,)0,0,,1( −== ji

其中 1−=i .由此可见,圆环点是一对共轭点,且与圆的位置和半径大小无关. 
不难验证圆环点 是绝对二次曲线 上的点. TT ii )0,0,,1(,)0,0,,1( −== ji }0|{ == ∞∞∞ xxx Tω

1.2   从两个矩形图像确定圆环点图像 

设 ( )是矩形 A(B)的两组对边.令 ( )是矩形 A(B)对应的图

像 A
4321 ,;, llll 4321 ,;, kkkk

∞

4321 ,; mmmm lll,l

43 , ll

2p 21,qq i qp ,

4321 ,;, mmmm kkkk
p

i

m(Bm)的两组对边,它们可以从图像中确定.记 与 所确定的无穷远点分别为 , 与

所确定的无穷远点分别为 q ,它们的像分别为 与 . 是相应矩形图像四边形对边的交点, 
21, ll
p

21, ∞∞ p 21,kk 43 ,kk

21, ∞q 1,

因此 
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 432211 , mmmm llpllp ×=×= , 432211 , mmmm kkqkkq ×=×= . (4) 
显然, , 在无限远直线的像直线上,如图 1 所示. 21 , pp 21,qq

  

l1 l2 

l3 

l4 

lm1 lm2
lm3

lm4 p1 

p2

q1 

q2 

k3 

k4 

k1 

k2 
km1 

km2 

km3 

lm4 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.1  The rectangles on the world plane (left) and their corresponding image (right) 

图 1  空间平面上的两个矩形(左)及其对应的图像(右) 
因为两个圆环点 i,j 是一对共轭点,所以其对应的图像点 也是一对共轭点,因此可记为 JI mm ,

  (5) ,)1,,(,)1,,( 21212121
T

J
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令 .由于两个无穷圆点 ( )与两个圆环点 i,j 调和共轭)1,,(),1,,( )()()()( q
i

q
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i

p
ii vuvu == qp 21 , pp 21 ,qq [16],即 

 , (1),( 21 −=∞∞ jipp ,1),21 −=∞∞ jiqq  (6) 
其中, 表示 这 4 个点的交比.由射影变换下交比的不变性可知: ),( dcba dcba ,,,
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从式(7)和式(8)可推知 
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求解上述方程组,可得到 的如下 4 个可能的解 Im
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不难看出,这 4 个可能解正好分成两组(式(11)和式(12)),每组中的两个解互为共轭.因此,如果组中有一个是

的解,则另一个必然是 的解.下面我们将证明在这两组解中,只有一组是合理的. Im Jm

假定两组解都是合理的,则 与 均在 两点所确定的直线上,因此必有 )2()1( , II mm )4()3( , II mm 21 , pp
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于是 
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在退化情况下,即当矩形所在的平面与像平面某个坐标轴平行时,矩形所在的平面与像平面的交线平行于

像平面的 u 轴或 v 轴,方程组(9)或(10)中的方程是同解的,此时无法确定圆环点的图像.当矩形所在的平面与像

平面的每一个坐标轴都不平行时 ,因平面上无穷远直线的像直线平行于这个平面与像平面的交线 ,因
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于是,在式(11)和式(12)中, 0 .这样,圆环点图像必为实点,这是不可能的.因此,在式(11)和式(12)两组

解中,仅有一组是圆环点的合理解. 
,0 *

2
*
2 == yx

从上面的讨论可以看出:通过验证 和 是否与 共线即可确定圆环点的图像. )2()1( , II mm )4()3( , II mm 21 , pp

算法 1. 从两个矩形图像确定圆环点图像. 
(1) 检测矩形 A(B)的图像 Am(Bm)的两组对边: ( ); 4321 ,;, mmmm llll 4321 ,;, mmmm kkkk
(2) 利用式(4)计算两组对边的交点: , ; 21 , pp 21 , qq

(3) 利用式(11)和式(12)计算 , ; )2()1( , II mm )4()3( , II mm
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,则 是两个圆环点的图像;否则 是两个圆环点的图像. )2()1( , II mm )4()3( , II mm

注:从一个矩形和两条正交直线的图像仍可确定圆环点图像.因为从矩形的两组对边的图像我们可以确定

无穷远直线的图像直线 l ,两条正交直线的两个远点的图像 必在直线 l 上,所以 是两条正交直

线的对应图像 与无穷远直线 l 的交点,如图 2(左)所示.这样,我们仍可得到式(7).特别地,仅从一个正方形图

像即可确定圆环点图像,如图 2(右)所示,这是因为正方形有一对正交的对角线. 
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Fig.2  Determining circular points from one rectangle and two orthogonal lines (L) or from one square (R) 
图 2  由矩形和两条正交直线的图像确定圆环点图像(左)或由正方形图像确定圆环点图像(右) 
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1.3   摄像机内参数的线性求解方法 

令摄像机内参数矩阵为 K,摄像机关于世界坐标系的运动为 ,空间点的齐次坐标记为 ,

对应的图像点齐次坐标记为 ,则必有

),( tR Twzyx ),,,(=x
Tvu )1,,(=m xtRKm ],[=λ ;令 m 是绝对二次曲线上点 ω∈x 的像点,则可 

推知 
  (14) .01 =−− mKKm TT

这说明绝对二次曲线的像也是图像空间上一条二次曲线 ,并且与摄像机的方位无关 .由于圆环点

在绝对二次曲线上,它们的像 必满足二次曲线的方程(14),即有 TT ii )0,0,,1(,)0,0,,1( −== ji JI mm ,

 ,  (15) 0,0 == J
T
JI

T
I CmmCmm

其中 , 是一对共轭点.所以,上述两个方程只能提供下面两个关于摄像机内参数的线性约束 1−−= KKC T
JI mm ,

  (16) ,0)Im(,0)Re( == I
T
II

T
I CmmCmm

其中 Re,Im 分别表示实部与虚部. 

摄像机在 3个不同方位 ,获得 3幅图像,计算每幅图像上圆环点的图像坐标 m ,得到

如下线性方程组: 
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J
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求解线性方程组(17)可得到 C 的解,最后对矩阵 C 进行乔里斯基(Cholesky)分解即可确定摄像机的全部 5
个内参数. 

众所周知,平面上 5 个点惟一确定一条非退化二次曲线的充要条件是这 5 个点的任意 3 点不共线.因此不

难看出,方程组(17)有惟一解的充要条件是对任意的 4 点 不共线. )(,,, )()()()( jij
J

j
I

i
J

i
I ≠mmmm

2   摄像机方位的确定 

2.1   恢复矩形的欧氏度量 

本节我们讨论在相差一个比例因子的情况下,如何从图像恢复矩形的欧氏度量. 
如图 3 所示,令 是通过 o 两点的直线, 是通过 两点的直线,记Il i, Jl jo, ),( 65 llθ 为矩形的两条对角线的夹

角,则由拉盖尔(Laguerre)定理[16]可得 

 ),( 65 llθ ),,ln(
2
1

65 JIi
llll=  (18) 

其中 为矩形对角线 l 与直线 , 的交比.由交比的不变性可知 ),( 65 JI llll 65 , l Il Jl
  (19) ),,(),( 6565 mJmImmJI llllllll =

其中 JmmJJmmI molmol ×=×= , .于是 

 ),( 65 llθ ).,ln(
2
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这样,我们就可以从图像求解矩形两对角线的夹角.令矩形的对角线长为 r,则矩形两个相邻的边长分别为 
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Fig.3  Retrieve the rectangles’ Euclidean measurement
图 3  从图像恢复矩形的欧氏度量 

Fig.4  Retrieve the camera’s pose from images 
图 4  从图像恢复摄像机的位置 

 

 

2.2   确定摄像机位置 

如图 4 所示,以矩形 A 的中心为坐标原点,矩形所在的平面 xoy 为坐标平面,并且 yx, 轴分别平行矩形的两

组对边 ,建立物体坐标系 .记摄像机关于物体的位置为 (R,t),即摄像机坐标系与物体坐标系之间的关系为

.令 r 为物体坐标系的度量单位,则矩形 4 条边所在直线可表示为 tRxx +=c
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由于图像直线 4,...,1, =imil 与空间直线 之间存在单应矩阵 H,而且在相差一个常数意义

下, .4 条直线的对应正好可以惟一确定单应矩阵 H,经过简单的计算可得 
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另外,由透视投影模型不难看出,矩形平面到像平面的单应矩阵是 ),,( 21 trrKH = ,其中 是旋转矩阵 R 的

第 j 列向量.因此,存在常数 s 使得 
jr

  (24) ).,,( 21 trrKH =s
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 ),,( 21 trr ).,,( 321 aaas=  (25) 

由于 || ,所以有 1|||||| 21 == rr
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因此,我们可以求得摄像机的旋转矩阵 R 和平移向量 t 分别为 
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Detε .显然,在两组解中,只有一组解可以保证矩形位于摄像机的前方,此解即

为摄像机方位的合理解. 
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3   模拟实验 

模拟实验中 ,摄像机的内参数设置为 : ,1300=uf 1200=vf , 5120 =u , 3840 =v

1 =n

, 0 ,图像的分辨率为

.实验采用了 3 幅图像 ,对应的摄像机姿态参数分别是 :旋转轴  

=s

0.4364,[7681024× ,]0.8729 0.2182, T

T]0.4082 0.4082, 0.8165,[2 =n , ;旋转角T]0.8165 0.4082, 0.4082,[3 =n 8π1 =α , 6π2 =α , 8π3 −=α ;平移向量

, , . T]300,10,5[1 −−=t ,0,5[2 =t T]320 T]350,5,10[3 =t

摄像机定标实验采用两个矩形作为定标模板.在矩形每条边上均匀选取 100 个点,图像噪声加在相应的投

影点上,并用最小二乘法拟合出矩形每条边所对应的直线的方程.噪声大小为 0pixel~3pixel,间距为 0.1pixel.图
5(a)~(c)分别给出了模拟实验所求出的 5 个摄像机内参数的绝对误差随噪声变化的情况,图 5(d)~(f)为 5 个内参

数在不同噪声水平下的均方差变化曲线.其中,在每一噪声水平下的结果均是 200 次独立实验的均值.以下所有

实验均采用相同的条件. 
从实验结果可以看出,本文提出的方法定标精确性很好,鲁棒性也比较强,在比较大的噪声情形下,定标的

结果仍然令人满意. 
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(d)                                 (e)                                   (f) 

Fig.5  The absolute errors and standard deviations of the 5 intrinsic parameters under different noise level 
图 5  5 个摄像机内参数的绝对误差及均方差在不同噪声水平下的变化曲线 

确定摄像机方位实验仍采用与前面相同的实验数据和条件.在恢复矩形欧氏度量时,仅利用第 1 幅图像的

信息,由于矩形边长的恢复精度直接取决于其两对角线夹角的测量精度,所以文中只给出了其中一个矩形两对

角线夹角测量的相对误差和均方差随噪声变化的曲线,如图 6(a)和图 6(e)所示.在确定摄像机位置时,我们采用

本文所介绍的方法求解摄像机内参数矩阵 K,然后用此内参数值计算摄像机第 1 幅图像摄像机的旋转矩阵 R 和

平移向量 t.为便于分析实验结果,我们将旋转矩阵分解为旋转轴和旋转角两部分,图 6(b)和图 6(f)分别为旋转角

测量的相对误差和均方差随噪声变化的曲线.对于旋转轴的比较,我们首先计算旋转轴的测量值与真实值之间

的夹角.在理想情况下,测量值与真实值相同,夹角为 0;当存在噪声时,我们在每一噪声水平下进行 200 次独立实

验并计算该夹角的均值,图 6(c)和图 6(g)分别为其均值和均方差随噪声变化的曲线.对平移向量的比较采用与

旋转轴相同的方法,计算平移向量的测量值与真实值之间的夹角,其均值和均方差变化曲线如图 6(d)和图 6(h)
所示. 
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实验结果表明,采用本文介绍的方法,即使在存在较大噪声的情况下,也能较好地恢复矩形的欧氏度量和摄

像机的位置信息.由于摄像机位置的计算是在本文定标结果和矩形欧氏度量恢复的基础上进行的,这也同时验

证了本文定标结果的精确性和鲁棒性. 
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Fig.6  The absolute errors and standard deviations of the rectangles’ Euclidean measurement 
and camera’s pose under different noise level 

图 6  矩形欧氏度量及摄像机位置确定绝对误差及均方差在不同噪声水平下的变化曲线 

4   真实图像实验 

在真实图像实验中,摄像机采用 CCD 数码相机,图像分辨率为 1024×768.实验过程中,我们没有采用专用定

标模板,而是直接拍摄了 3 幅定标块图像,通过边缘检测和曲线拟合方法,提取出每幅定标块图像顶部平面的一

个正方形,如图 7 所示.这样,利用图 2(右)所示方法确定圆环点图像,再由方程组(7)或(8)求解出摄像机内参数.定
标结果见表 1. 

Table 1  The calibration results via the technique proposed in the paper 
表 1  采用本文的方法的摄像机内参数实验定标结果 
fu fv u0 v0 s 

2 550.24 2 575.04 716.19 283.77 75.46 

 
 
 
 
 
 
 

 
Fig.7  One of the three images used           Fig.8  Two images with correspondance used 

for calibration                              for reconstruction 
图 7  用于定标的 3 幅图像之一             图 8  用于重建的两幅图像及其匹配点 

为了检验摄像机定标结果的合理性,我们采用立体视觉的方法,通过重建三维物体的结构来检验前面所得

到的摄像机内参数.首先,我们选取前面用于定标的 3幅图像中的两幅,由文献[17]的方法自动提取出 329对对应
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点,如图 8 所示.应用文献[18]的运动与结构重建算法,我们重建出定标块的 3 个面,图 9 分别给出了在不同视角

下观察重建的三维空间点、三角化及贴纹理显示后的结果.从图中可以看出,重建出的每个面上的点确实是共

面的. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.9  The reconstructed points, triangulations and texture results under different viewpoint 
图 9  重建出的三维空间点、三角化及贴纹理显示后在不同视角下的观察结果 

由重建出的三维空间点的坐标可以求出定标块 3 个面的方程分别为 
P1: ,012479.05515.00271.0 =+++− ZYX  
P2: ,012682.01127.01773.0 =++− ZYX  

P3: ,012347.01395.04279.0 =++−− ZYX  
其中,P1 为顶部平面,P2 为左部平面,P3 为右部平面.3 个定标块平面 P1 与 P2,P2 与 P3,P1 与 P3 间的夹角分别

为 90.13°,89.07°和 91.34°,这与实际值 90±0.5°是非常吻合的.实验结果说明,本文所提出的方法具有较好的定

标精度,可以比较精确地重建出物体的三维结构. 
在真实图像实验中,我们也对矩形欧氏度量的恢复算法和摄像机位置的确定算法进行了实验.由于真实图

像实验采用一个正方形进行定标,两对角线间的夹角为 90°,在 3 幅图像上所求得的夹角也正好为 90°,与真实值

完全 相 同 . 利 用本 文 的 定 标结 果 确 定 摄像 机 方 位 , 实验 结 果 分 别为 : 对 第 1 幅 图 像 , 旋 转轴 为

,旋转角为 25.0231°,平移方向为 对第 2 幅图像 ,旋转轴为 

,旋转角为 26.7237°,平移方向为 [ 对第 3 幅图像,旋转轴为 

,旋转角为 23.7492°,平移方向为 .[ 这一结果与图像的真实拍摄

情况是十分接近的. 

T0.1895] 0.4339, [0.8808,
T0.1288] 0.2851, [0.9498,
T0.2019] 0.5153, [0.8329,

;0.9982] 0.0258, 0.0538,[ T−

;0.9990] 0.0241, 0.0375, T−

0.9969] 0.0378, 0.0690, T− 

为了进一步验证本文定标结果的准确性,我们采用与上文相同的 3 幅图像,用张正友[14]的平面定标方法重

新进行标定.程序源码采用张正友提供的 Easycalibration,下载地址为 http://research.microsoft.com/~zhang/calib/.
定标时我们采用边缘提取和曲线拟合的方法在 3 幅定标图像上提取了 36 对精确匹配点,定标结果见表 2.然后

用与上文相同的图像和匹配数据重建出定标块的 3 个平面,重建出的平面方程分别为 
P1: ,012293.05638.00364.0 =+++− ZYX  
P2: ,012773.01022.01694.0 =++− ZYX  
P3: 012304.01401.04412.0 =++− ZYX− . 

3 个平面之间的夹角分别为 90.06°,88.87°和 91.84°.从重建的结果来看,本文的定标精度要略优于张正友的 
方法. 

Table 2  The calibration results via Zhang’s method 
表 2  采用张正友方法的摄像机内参数实验定标结果 
fu fv u0 v0 s 

2 603.36 2 635.75 776.52 192.04 121.53  
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5   结  论 

本文提出了基于空间平面上两个非平行矩形的图像来标定摄像机的方法,可以通过简单的线性方法求出

摄像机的内参数.同时,本文还给出了通过图像来恢复矩形的欧氏度量及摄像机方位的一般性方法.大量的模拟

和真实图像实验表明,本文所提出的标定方法原理简单,并具有较高的定标精度和较强的鲁棒性.本文所提出的

恢复矩形的欧氏度量及摄像机方位的方法也具有较高的求解精度和较大的实用价值. 
本文的方法的定标精度及后期摄像机位置的确定精度关键取决于前期图像边缘提取、直线拟和以及无穷

远点和无穷远直线的求解精度.因此,在实际应用过程中,应注意选取适当的边缘检测和曲线拟合方法,从而提

高计算结果的精度. 
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