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摘  要: 秩函数法是循环程序终止性分析的主流方法.针对一类多分支多项式循环程序,这类程序的秩函数计算

问题被证明可归结为单形上正定多项式的探测问题,从而便于利用线性规划工具 Simplex 去计算这类程序的秩函

数.不同于现有基于柱形代数分解的量词消去算法,该方法能够在可接受的时间内计算更为复杂的多项式秩函数. 
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Detection of Ranking Functions of Polynomial Loop Programs 
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Abstract:  Synthesizing ranking functions of loop programs is the dominant method for checking their termination. In this study, the 
synthesis of ranking functions of a class of loop program is reduced to the detection of positive polynomial on the standard simplex. This 
then enables the computation of the desired ranking functions by linear programming tool. Different from the existing methods based on 
cylindrical algebraic decomposition, the proposed method in the study can get more expressive polynomial ranking functions within an 
acceptable time. 
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嵌入式系统在人类生活中发挥着越来越大的作用,而作为嵌入式系统灵魂的嵌入式软件在其中所占有的

比重也越来越大.因此,嵌入式软件的可靠性将变得更加重要.诸如航空、航天、军事、交通、医疗等关键应用

领域都对嵌入式系统的可靠性和安全性要求非常高,任何错误的发生都可能带来灾难性后果.嵌入式系统具有

3 个重要属性,即可达性、终止性、不变式.可达性是指一个系统能否从一个给定状态到达另一个可接受状态.
某些混成系统的可达性被证明是能用计算机代数工具来检验的.不变式是系统变量在循环迭代时永远保持的

特性.终止性是研究系统中是否会发生死循环.不包括终止性分析的验证被称为程序的部分正确性证明.因此,
程序的终止性分析是确保程序完全正确性的必要基础. 

尽管程序的终止性问题早已被证明是不可判定的[1],但对其进行研究不仅具有理论意义,更具有实际意义.
当前,国内外主要通过计算秩函数来进行循环终止性分析.秩函数是验证循环程序终止性的一条重要途径.对给
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定的一个程序,若能找到其秩函数,则表明该程序必然是终止的.例如在 2001 年,Colon 等人[2,3]就利用多面体理

论计算线性程序的线性秩函数(ranking functions).2004 年,针对线性循环程序,Poldelski 等人[4]提出一个完备的

线性秩函数生成方法,并开发出工具 RANKFINDER.他们的方法将线性程序的线性秩函数计算问题归结为线

性规划(LP)问题.在 2005 年,针对线性程序,Manna 等人[5,6]提出了字典秩函数的概念,并利用 Farkas 引理呈现了

线性字典秩函数的计算方法. 近,文献[7,8]研究了现有几种线性秩函数生成算法的时间复杂度.文献[8]中进一

步分析了程序变量在整数集合上取值时,这类线性程序的线性秩函数合成方法,并研究了这类问题的复杂度.但
即便是线性程序,其秩函数也未必是线性的.因此,针对非线性程序,Cousot[9]通过半正定规划方法 SDP 研究了多

项式秩函数的计算问题.该方法能够找到高次数的秩函数,但由于 SDP 工具内部采用的是数值计算,因此由计算

误差导致 终得到的函数未必是真正的秩函数.同时,这个方法也不能回答一个程序是否具有预定义形式的秩

函数. 
符号计算理论方法及其工具被逐渐应用于程序自动验证.例如,我国科学家陈应华等人和杨路等人将秩函

数和不变式的计算归约为半代数系统的求解,并运用基于柱形代数分解的工具 DISCOVERER,提出了多项式不

等式型不变式和非线性秩函数生成方法[2,10].不同于文献[9]中的方法,他们的方法能够精确回答循环程序是否

有给定模板的秩函数或不变式. 
除了秩函数法以外,还出现了其他方法去进行循环程序的终止性研究.如,文献[11,12]提出了试探性方法去

探索给定循环程序的非终止性.众所周知,一般的程序终止性问题是不可判定的,但对某些类特殊的程序而言,
人们总希望能证明其终止性问题是可判定的.由此,鉴于终止性问题本身的不可判定性所带来的实际困难,证明

循环程序终止性的另一途径就是避开秩函数的合成,而采用数学方法严格证明某类或某些类循环程序的终止

性是可判定的,并建立相对完备的判定算法.这首先需要对程序进行分类.当限定程序中的赋值语句和条件语句

均为线性多项式时,2004 年,Tiwari 在文献[13]中首次证明了下列单重无分支线性循环程序在实域上的终止性

是可判定的: 
while Bx>0 do {x:=Ax} endwhile, 

这里,A,B 均是实矩阵.相似的结论在 2006 年被 Braveman[14]推广到整数环上.此外,为了避免 Jordan 标准型的浮

点计算,文献[15]中提出了精确的符号计算方法对程序 P 进行终止性判定.既然一般形式的线性程序终止性是

不可判定的[13],那么非线性多项式循环程序由于其更为复杂的动力行为使得其终止性分析将变得更加困难.一
个程序被称为非线性的,是指循环中的赋值映射或循环条件中的约束是非线性表达式.2005 年,利用有限差分树

理论,文献[16]提出了试探性算法对一类含多分支语句的多项式程序的终止性问题进行判定.2010 年,针对一类

赋值为线性且循环条件由非线性多项式不等式构成的循环程序,文献[17]分析了其终止性问题,证明了当这类

程序满足给定的 NZM条件时,其终止性是可判定的.2013年,文献[18]通过分析多项式映射 fi的发散区间讨论了

一类多项式循环(迭代赋值型如 xi:=fi(xi))的终止性问题.针对一类循环条件为多项式等式,赋值语句为多项式的

多分支循环程序,詹乃军等人在文献[19]中给出了其可终止或不可终止的充分条件. 近,针对这类多分支程序.
他们进一步证明了各条路径形成的理想具有一致上界,从而证明了这类多分支程序的终止性是可判定的.记 R
为实数域,Q 为有理数域.R[x](Q[x])表示由关于 x 的实系数(有理系数)多项式构成的多项式环. 

本文主要研究具有以下形式的多分支线性循环程序在实数域上的终止性问题. 
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这里,B∈Qn×n 为一可逆矩阵,b∈Qn,x∈Rn,Fi(x)=(fi1(x),…,fin(x))T 为关于 x 的 n 维多项式映射,fij(x)∈Q[x],i=1,...,m, 
j=1,...,n.记Ω={x∈Rn:Bx≥b}.为方便,令 P P(Ω,F1,…,Fm).在上述多分支循环程序中,我们忽略了每个分支的条件 
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判断语句,这为多分支循环的终止性研究带来了便利.这一处理方式并非新的,它早已存在于文献[19]中. 

对任意给定的 v 个 n 维多项式映射 g1(x),…,gv(x),令 1 1( ) ( ) ... ( )v
j j vg g g=⊕ =x x x 个映射的复合.我们说多分

支循环程序 P 在实域上是不可终止的,如果存在 x0∈Rn 和无穷下标列表 1[ ] ( {1,2,..., })j j ji i mΛ +∞
== ∈ ,使得对任意的 

非负整数 n,有: 

2 1 00 0 0( ) ... ( )
j n

n
j i i i i iF F F F F Ω° °=⊕ = ∈x x . 

特别地,记
0i

F I= 为恒等映射.这里,
jiF ∈{I,F1,...,Fm},j=1,2,...如果那样的 x0 不存在,则表明程序 P 是可终止 

的.目前,对程序 P,往往采用合成秩函数(ranking functions)的方法来进行终止性分析[2,3,5−9,20].也即当程序 P 中各

个分支的赋值语句都是线性表达式时,基于 Farkas 引理,文献[3,5,6,20]中的方法能够被用于计算 P 的线性秩函

数.一个线性循环程序可能存在秩函数,但其秩函数未必是线性的.更重要的是,上述基于 Farkas引理的方法并不

能计算非线性循环程序的线性(或非线性)秩函数.文献[2,9]中的方法相同点在于:事先都要设定一个带参数的

秩函数模板,然后通过不同的计算方法去计算得到参数的一个值.具体地说,给定某多项式循环程序,文献[9]将
秩函数计算问题转化为半正定规划(SDP)问题,从而利用半正定规划方法和工具去计算该循环程序的多项式秩

函数.但由于 SDP 采用浮点算法会导致计算得到的秩函数有可能并不是真正的秩函数,因此当 SDP 求解器计算

出一个参数向量的取值时,还需要 后验证其对应的函数是否为程序的秩函数.不同于文献[9]的方法,文献[2]
的方法采用柱形代数分解(CAD)算法的量词消去方法去计算参数模板的参数空间.他们的方法是纯符号的精

确方法,所有的计算都不会涉及到近似计算.但由于 CAD 算法在 糟糕情形下的复杂度被证明是双指数的,故
当秩函数模板次数稍高(大于 2 次)或变元稍多(大于 3 个)时,计算时间往往不可接受.本文中,基于 Polya 定理,
我们提出了一种新的纯符号方法去探测程序P的多项式秩函数.该方法将程序P的多项式秩函数计算问题归结

为线性规划(LP)求解问题.尽管求解LP问题存在多项式时间算法,如椭球算法和内点算法,但类似于上述的 SDP
方法,这些算法由于采用浮点计算从而导致所得到的结果未必精确可信.因此本文中,我们将采用线性规划求解

算法中的经典算法——单纯形算法,去计算得到可行域中的一个精确点.同时,采用单纯形算法,我们不仅能够

探测含次数更高,变元更多的复杂多项式秩函数,而且保证了计算所得到的函数就是程序的秩函数,从而不必像

文献[9]中的方法那样需要 后验证所求得的函数是否为秩函数. 
考虑程序 P.令 y=M −1(x)=Bx−b,Ω y={y:y≥0}.既然程序 P 中的矩阵 B 是可逆的,则 M −1 为可逆映射,记 M −1

的逆映射为 M(y)=B−1(y+b).因此,M,M −1 互为 Rn→Rn 的可逆映射.显然有,M −1 是Ω到Ω y 上的双射.同样地,M 是

Ω y 到Ω上的双射.故下面的定理表明 P 在实数域上的终止性问题等价于下列程序在实数域上的终止性问题. 
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与程序 P 的不可终止定义类似,我们说程序 U 在实域上是不可终止的,如果存在 y0∈Rn 和无穷下标列表 

1[ ] ( {1,2,..., })j j ji i m+∞
=∧ = ∈ ,使得对任意的非负整数 n,有: 

1 0

1 1 1 1
0 00

( ( )) ( ) ... ( ) ( )( ) .j n

n

i i i ij
M F M M F M M F M M F M Ω− − − −

=
⊕ = ∈ yy y  

这里,对任意的
0
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1{ }0,1,..., , ,...,

ji i mj M F M M F M I M F M M F M− − − −= ∈ = . 

定理 1. 记号同上.程序 P 在实数域上不可终止等价于程序 U 在实数域上不可终止. 

证明:若程序 P在实数域上不可终止,则必存在 x0∈Rn和无穷下标列表 1[ ] ( {1,2,..., })j j ji i m+∞
=∧ = ∈ ,使得对任意 

的 n≥0,有: 
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这里, 1,..., 1,2,.. ,{ }, .
ji mF F F j∈ = 且 ij∈Λ,j=1,2,…令 y0=M −1(x0)=Bx0−b,同时有 x0=M(y0).因此对任意的非负整数 

n≥0,有: 
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这里,ij∈Λ,j=1,2,…,
0

.iF I= 根据公式(3)、公式(4)中 0 0( ) ,
j

n
j iF Ω=⊕ ∈x 既然 M 1 是从Ω到Ωy 上的双射,我们有: 

1
0 0( )

j

n
j iM F Ω−
=⊕ ∈x . 

也即对任意的非负整数 1
0 00, ( )( )

j

n
j in M F M Ω−
=⊕ ∈≥ yy .因此 ,存在一个点 y 0 和一个无穷下标列表

1[ ] ( {1,2,..., })j j ji i mΛ +∞
== ∈ ,使得对任意 n≥0,我们有 1

0 0( )( ) .
j

n
j iM F M Ω−
=⊕ ∈ yy 根据程序不可终止的定义得知, 

程序在 y0 处不可终止. 

反之,若程序 U 在实数域上不可终止,那么必存在一点 y0 和一个无穷下标列表 1[ ] ( {1,2,..., })j j ji i mΛ +∞
== ∈ ,使

得对任意的 n≥0,我们有 1
0 0( )( ) .

j

n
j iM F M Ω−
=⊕ ∈ yy 令 x0=M(y0).根据公式(4)和 M −1 的可逆性,有: 

1 1
0 0 0 0 0 0( )( ) ( ) ( ).

j j j

n n n
j i j i j iM M F M M M F F− −
= = =⊕ = ⊕ = ⊕y x x  

既然 1
0 0( )( ) ,

j

n
j iM F M Ω−
=⊕ ∈ yy 根据 M 是从Ωy 到Ω上的双射的性质可知, 0 0( ) .

j

n
j iF Ω=⊕ ∈x 既然这里的 n 是任 

意非负整数,故按其不可终止的定义,程序 U 在 x0 上不可终止. □ 
根据定理 1 可知,P 的终止性问题总能等价归结为 U 的终止性问题.为方便分析,不失一般性,将原来 U 中的 

程序变元 y 替换为 x,M −1 Fi M(y)替换为 Ti(x),则程序 U 可被重写为以下形式. 
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这里,x=(x1,x2,…,xn)T∈Rn,Ti(x)=(ti1(x),…,tin(x))T 为关于 x 的 n 维多项式映射,tij(x)∈Q[x],i=1,…,m,j=1,…,n.记: 
Ωx={x∈Rn:x1≥0,…,xn≥0}. 

既然 P 等价于程序 U 的终止性,因此为判定 P 的终止性,我们可以先分析 U 的终止性. 
下文中,我们将通过计算多项式秩函数的方法去判定公式(5)中的程序 U 的终止性. 

1   预备知识 

本节将介绍有关秩函数、Polya 定理的相关基本知识. 
定义 1. 给定如公式(5)定义的循环程序 U.函数ρ(x)∈R[x]被称为程序 U 的秩函数,如果存在一个正数 c>0,

使得ρ(x)满足: 
• (有界):∀x,(x∈Ωx⇒ρ(x)≥0); 

• (下降):
1
( ,( ( ) ( ) ( ) )).

m

ii
T cΩ ρ ρ

=
′ ′ ′∧ ∀ ∀ ∈ ∧ = ⇒ − ≥xx x x x x x x  

注:根据定义 1 及下面的定义 3,计算程序 U 的秩函数等价于在Ωx 上探测 m+1 个半正定多项式: 
ρ(x)−ρ(Ti(x))−c. 
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众所周知,如果一个循环程序具有秩函数,那么这个程序必定是终止的.对程序 U,文献[3,5,6,20]中的方法均

不能计算其秩函数.这是因为 U 中的表达式可以是非线性多项式表达式,而上述文中基于 Farkas 引理的方法仅

能计算线性循环程序的线性秩函数.针对程序 U,目前有两种方法可以计算它的非线性多项式秩函数. 
• 一种是由杨路等人提出的基于符号计算的多项式秩函数计算方法,他们的方法是纯符号的方法,并不

涉及近似计算.这一方法的特点是能够完备判定给定的程序是否具有预设模板形式的秩函数,但该方

法是基于复杂度较高的柱形代数分解算法的,故可用以计算含变元较少、次数较低的秩函数合成问题. 
• 另一种是由 Cousot 提出的基于 SDP 的秩函数计算方法.利用 SDP 的求解是多项式时间复杂度,该方法

能够探测到含有较高次数、较多变元的秩函数.但不足之处在于,由于 SDP 采用浮点计算,从而导致

终得到的秩函数可能是不精确的,故还需要进一步验证. 
在下一节中,我们将给出一种新的多项式秩函数计算方法.我们的方法是基于下面的 Polya 定理.首先给出

一些多项式相关的定义. 
定义 2. 给定多元齐次多项式 f(x)∈R[x].我们说 f 是关于 x 的齐次多项式,如果其中的所有非零系数项的次

数都相同. 

例如, 2
1 2 1 1 2( , ) 2 6f x x x x x= − 就是关于 x1,x2 的齐次多项式,其次数为 2.特别地,如果 f 是非齐次多项式,那么 f 

中次数 高的单项式的次数被称为 f 的次数.例如,非齐次多项式 f(x1,x2)=x1x2+3x1−x2+1 中,单项式(忽略系数)有 

x1x2,x1,x2,1,其关于 x1,x2的次数分别为 2,1,1,0,因此,f的次数为 2=max{2,1,1,0}.令 1
1 1

... , | | ,n n
n ii

x x x dααα α α
=

= = = ∑ 记

1

!( )
!... !n

dc
a a

α = .根据上述记号,一个齐 d 次 n 元多项式能够被写成以下形式. 

 
| | | |

( ) ( )
d d

f x a x c b xα α
α α

α α
α

= =

= =∑ ∑  (6) 

这里,aα=c(α)⋅bα,其中,c(α)为α的函数.例如,考虑 2 元齐 2 次多项式: 

2 (2,0) (1,1) (2,0) (1,1)
1 2 1 1 2 (2,0) (1,1)( , ) 2 6 2 6 ((2,0)) ((1,1)) ,f x x x x x x x c b x c b x= − = − = ⋅ + ⋅  

其中,c((2,0))=1,b(2,0)=2,c((1,1))=2,b(1,1)=−3. 
定义 3. 给定 n 元齐次(或非齐次)多项式 f(x1,…,xn)∈R[x]和 S⊆Rn.f 在 S 上是正定的,如果对任意的 x∈S\{0},

都有 f(x)>0;同时,f 在 S 上是半正定的,如果对任意的 x∈S,有 f(x)≥0. 

显然,若 f 在 S 上是正定的,那么 f 在 S 上必然是半正定的.记单形 { }1 1
( ,..., ) : 0, 1 .n

n n i ii
x x x xΔ

=
= =∑≥  

定理 2(Polya 定理). 给定 n 元齐次多项式 f(x)∈R[x],如果 f 在Δn 上是正定的,那么当 N 充分大时,表达式

(x1+…+xn)Nf(x1,…,xn)展开后的所有系数均为正. 
例如 ,不难验证 2 2

1 2 1 1 2 2( , ) = − +f x x x x x x 在Δ2={(x1,x2):x1≥0,x2≥0,x1+x2=1}上是正定的 .这是因为 f(x1,x2)= 
22 2

2 2 1 2 1 2
1 1 2 2 2 2 2 2

x x x xx x x x
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + = + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
.因为

2 2
1 2

2 2
x x

+ 只能在原点 O(0,0)点处的值为 0,且 o(0,0)∉Δ2,故对任意的

2 2
1 2

1 2 2( , ) , 0
2 2
x xx x Δ∈ + > .又因为 1 2 0

2 2
x x⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠
≥ ,因此 f 在Δ2 上正定.尽管 f 中的系数不是全部为正,但根据 Polya

定理,存在 N,使得(x1+x2)N⋅f 的系数全为正.为此,令 N=1,展开 1 3 3
1 2 1 2( )x x f x x+ ⋅ = + ,其系数均为正. 

注:Polya 定理表明,如果给定的齐次多项式 f 在单形上是正定的,那么必然存在 N,使得 ( )1

Nn
ii

fx
=∑ 展开后

各项系数为正;反之,若存在N,使得 ( )1

Nn
ii

fx
=∑ 展开后各项系数为正,则 f在单形是半正定的(正定多项式一定是 

半正定的).因此,Polya 定理给出了 f 在单形上是正定的必要条件,同时也给出了 f 是单形上的半正定多项式的充

分条件.但 Polya 定理并没告诉我们 N 的界.在文献[21]中,Powers 等人构造了 Polya 定理中 N 的界,并证明了那

样的界仅仅依赖于多项式 f 的次数、系数和 f 在单形上的 小值. 
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定理 3[21]. 给定在单形Δn 上正定的 n 元齐 d 次多项式 f(x).如果 

 ( 1)
2

d d LN d
λ

−
> −  (7) 

那么,(x1+…+xn)Nf (x1,…,xn)的所有系数为正.其中,L=L(f )=max{|bα|:|α|=d},λ=λ(f )=min{f (x):x∈Δn}. 
注:关于定理 3 有几点说明. 
(A) 若存在正整数 N,使得(x1+…+xn)Nf (x1,…,xn)的所有系数为正 ,那么对任意的非负整数 j,有(x1+…+ 

xn)N+jf (x1,…,xn)的所有系数为正.这是因为(x1+…+xn)中各项前的系数均为正数,故(x1+…+xn)j 中各项

前的系数必为正数 .所以当(x1+…+xn)Nf (x1,…,xn)的所有系数为正时 ,(x1+…+xn)N+jf (x1,…,xn)=(x1+…+ 
xn)j(x1+…+xn)Nf (x1,…,xn)的所有系数仍然为正. 

(B) N的下界公式,即公式(7)中,N 的下界值与 L 的值成正比而与 小值成反比.在下一节中,我们将通过对

公式(7)中 L 或λ的值进行放缩来调整 N 的下界公式,并在新的下界公式下建立相应算法. 
(C) 若存在 N,使得(x1+…+xn)Nf (x1,…,xn)的所有系数为正,那么 f (x1,…,xn)至少是单形上的半正定多项式.

这是因为所有变量取值于单形,故均为非负变量;同时,每项系数都为正. 

2   程序 U 的秩函数计算 

本节中,我们将程序 U 的秩函数计算问题归结为单形上的正定多项式的探测问题,并基于 Polya 和 Powers
等人的结果,将单形上正定多项式探测的问题归结为线性规划问题. 

定义 1 中的秩函数定义是传统秩函数定义,呈现在许多文献中.在定义 1 中,秩函数定义的有界和下降两个

条件是由有限个蕴涵式刻画,且蕴涵式后件为非严格不等式.但为了便于利用正定多项式的性质,我们将定义 1
中程序 U 的秩函数定义做了稍微修改,即将定义 1 中蕴涵式后件中的非严格不等式全部替换为严格不等式. 

定义 4. 给定如公式(5)定义的循环程序 U,函数ρ(x)是程序 U 的秩函数,若存在一个正数 c>0,使得ρ(x)满足: 
• (有界):∀x,(x∈Ωx⇒ρ (x)>0); 

• (下降):
1
( ,( ( ) ( ) ( ) )).

m

x ii
x x X x T x x x cΩ ρ ρ

=
′ ′ ′∧ ∀ ∀ ∈ ∧ = ⇒ − >  

注:修改后的秩函数定义与传统秩函数定义是等价的.这可被简单证明如下. 

首先,若ρ (x)是满足定义 1 中两个条件的秩函数,即有∀x,(x∈Ω x⇒ρ (x)≥0)且
1
( , ( )

m

x ii
x x x x T xΩ

=
′ ′∧ ∀ ∀ ∈ ∧ = ⇒  

ρ(x)−ρ′(x)≥c∧c>0),进而有∀x,(x∈Ωx⇒ρ(x)≥0>−1)且
1
( , ( ) ( ) ( ) / 2

m

x ii
x x x x T x x x c cΩ ρ ρ

=
′ ′ ′∧ ∀ ∀ ∈ ∧ = ⇒ − > ∧≥  

c>0).那么令 ( ) ( ) 1,
2
cx x cρ ρ′ ′= + = ,则有:存在一个正数 c′>0,使得ρ′(x)满足定义 4 中的有界和下降两个条件.反 

之,若ρ (x)是满足定义 4 中两个条件的秩函数,那么ρ (x)显然也满足定义 1 中的两个条件.因此,根据定义 4,计算

U 的秩函数等价于在Ω x 上探测 m+1 个正定多项式.既然定义 1 与定义 4 等价,故计算 U 的秩函数⇔在Ω x 上探

测 m+1 个半正定多项式⇔在Ω x 上探测 m+1 个正定多项式.根据定义 4,要计算程序 U 的秩函数,仅需探寻函数

ρ (x),使其满足定义 4 中的有界和下降条件. 
• (有界): 

 ∀x,(x∈Ωx⇒ρ(x)>0) (8) 
• (下降): 

 
1
( ,( ( ) ))

m

x ii
x x H x cΩ

=
∧ ∀ ∈ ⇒ >  (9) 

这里,Hi(x)=ρ(x)−ρ(Ti(x)),c>0.一般地,公式(8)和公式 9)中蕴含式后件的多项式表达式未必是关于 x 的齐次多项 
式,但我们总可以引入新的变元进行齐次化,并能保证齐次化后的蕴含式与原蕴含式是等价的.令 ˆ ( , ),z=x x 记

1
ˆ 1ˆ{ : 0,..., 0, 0}n

nx x zΩ += ∈ >R ≥ ≥x x ,记 ˆ0x 为 Rn+1 中的原点.显然, ˆ ˆ0 .Ω∉x x  

命题 1. 给定非齐次多项式 G(x)∈R[x],记 G 的次数为 d,引进新变元 z,对 G 进行齐次化得到 GH(x,z).记 w1= 
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∀x,(x∈Ωx⇒G(x)>0)和 ˆ2 ˆ ˆ ˆ,( ( ) 0)Hw GΩ∀ ∈ ⇒ >xx x x ,则有 w1⇔w2. 

证明:w2⇒w1 是显然成立的.这是因为当蕴涵式 w2 成立时,令 w2 中的 z=1 即可得到 w1 也成立.下证 w1⇒w2. 

若蕴涵式 w1 成立,即∀x,(x∈Ωx⇒G(x)>0).又 1ˆ( ) ( , ) ,...,d n
H H

x xG x G x z z G
z z

⎛ ⎞= = ⋅ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,令 1
1 ,..., n

n
x xt t
z z

= = .若 z>0, 

则(x1,…,xn)∈Ωx 等价于 t1≥0,…,tn≥0.既然已知 w1 成立,因此有 t1≥0∧…∧tn≥0⇒G(t1,…,tn)>0.又因为 z>0,故 
 t1≥0∧…∧tn≥0∧z>0⇒zd⋅G(t1,…,tn)>0 (10) 

将 , 1,...,i
i

xt i n
z

= = 代入到公式(10),则有: 

 1 10 ... 0 0 ,..., ( , ) 0dn n
H

x x x xz z G G x z
z z z z

⎛ ⎞∧ ∧ ∧ > ⇒ ⋅ = >⎜ ⎟
⎝ ⎠

≥ ≥  (11) 

又因为 1
1( , ) : 0 ... 0 0 {( , ) : 0 ... 0 0}n

n
x xx z z x z x x z
z z

⎧ ⎫∧ ∧ ∧ > = ∧ ∧ ∧ >⎨ ⎬
⎩ ⎭

≥ ≥ ≥ ≥ ,将公式(11)中的前件替换为 

x1≥0∧…∧xn≥0∧z>0,即可得 w2 成立. □ 
假设公式(8)和公式(9)中的多项式ρ(x),Hi(x)−c 的次数分别为  , ,

iHd dρ 然后引入新变元 z,对ρ(x),Hi(x)−c, 

i=1,…,m 进行齐次化.记齐次化所得的表达式分别为 
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( , ), ( ) ( , ) ( ) Hid

i i iz M M z H c zρ ρ= = = − ⋅x x x x x . 

显然, ˆ ˆ ˆ( ), ( )iMρ x x 的次数分别为  ,
iHd dρ ,其中, ˆ ˆ( )iH x 是将 Hi(x)进行齐次化后所得到的表达式.根据命题 1, 

定义 4 中刻画秩函数的两个条件:公式(8)和公式(9)分别等价于以下公式. 

 
ˆ

ˆ1

ˆ ˆ ˆ ˆ,( ( ) 0)

ˆ ˆ ˆ( ,( ( ) 0)
m

ii
M

Ω ρ

Ω
=

∀ ∈ ⇒ > ⎫⎪
⎬

∧ ∀ ∈ ⇒ > ⎪⎭

x

x

x x x

x x x
 (12) 

令 1
ˆ 1ˆ{ ( , ) : 0,..., 0, 0},n

nz x x zΩ += = ∈ R ≥ ≥ ≥x x x 既然 ˆ ˆ0 Ω∉x x 且 ˆ ˆΩ Ω⊆x x ,显然有 ˆ ˆ ˆ\ {0 }Ω Ω⊆x x x . 

令 ˆ ˆ ˆ\ {0 }oΩ Ω=x x x ,即 ˆ
oΩx 中不包含原点,因此,将公式(12)中的 ˆΩx 替换为 ˆ

oΩx ,则得到: 

 
ˆ

ˆ1

ˆ ˆ ˆ ˆ,( ( ) 0)

ˆ ˆ ˆ( ,( ( ) 0))

o

m
o

ii
M

Ω ρ

Ω
=

⎫∀ ∈ ⇒ > ⎪
⎬

∧ ∀ ∈ ⇒ > ⎪⎭

x

x

x x x

x x x
 (13) 

既然 ˆ ˆ
oΩ Ω⊆x x ,因此,若公式(13)成立,则公式(12)也成立.因此,计算满足公式(8)和公式(9)的函数ρ(x)可归结 

为判定公式(13)是否成立. 
令Δn+1={(x1,…,xn,z)∈Rn+1:x1≥0,…,xn≥0,z≥0,x1+…+xn+z=1}. 

显然, ˆ 10 nΔ +∉x 且 ˆ1nΔ Ω+ ⊆ x .因此, ˆ1
o

nΔ Ω+ ⊆ x .令 

 
1

11

ˆ ˆ ˆ ˆ,( ( ) 0)

ˆ ˆ ˆ( ,( ( ) 0))

n
m

n ii
M

Δ ρ

Δ

+

+=

∀ ∈ ⇒ > ⎫⎪
⎬

∧ ∀ ∈ ⇒ > ⎪⎭

x x x

x x x
 (14) 

给定两个非零点 1ˆ ˆ, nx y +∈ R ,我们记 ˆ ˆ~y x .如果存在正数λ>0,使得 ˆ ˆλ= ⋅y x ,令 1ˆ ˆ ˆ ˆ[ ] { : ~ },n+= ∈ Rx y y x 即 ˆ[ ]x  
代表了一条从原点出发且通过点 x̂ 的射线,而 x̂ 被称为该射线的代表元.显然,射线上任一点均可被称为该射线 
的代表元,记 1ˆ( ) ... .nx x z= + + +∑ x 下面的结论表明,公式(13)与公式(14)是等价的. 

命题 2. 记号同上.公式(13)⇔公式(14). 

证明:既然 ˆ1
o

nΔ Ω+ ⊆ x ,那么公式(13)⇒公式(14)是平凡成立的.下面证公式(14)⇒公式(13)也成立.根据 ˆ
oΩx 的

定义可知, ˆ
oΩx 是由从原点出发但不包含原点的射线构成,因此,给定 ˆˆ oΩ∈ xx ,对任意的λ>0,都有: ˆ 1ˆ o

nλ Ω Δ +⋅ ∈ ⋅xx

是 ˆ
oΩx 与平面(x1+…+xn+z=1 的交集.下面证明 ˆ

oΩx 中的每一条射线均与 x1+…+xn+z=1 定义的平面相交. 

任取一点 ˆ0ˆ oΩ∈ xx ,根据 ˆ
oΩx 的定义, 0ˆ 0≠x .取 0

0

1
ˆ

λ =
∑ x

.既然 ˆ
oΩx 中的任一非零点的所有分量均非负且不
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全为 0,故λ0>0.因此, ˆ0 0ˆ oλ Ω∈ xx .同时有 0 0 0 0ˆ ˆ( ) ( ) 1λ λ= =∑ ∑x x ,故 0 0ˆλ x 落在 x1+…+xn+z+…=1定义的平面上.由此

可得, 0 0 1ˆ nλ Δ +∈x 即为交点.这就证明 ˆ
oΩx 中的每一条射线均与 x1+…+xn+z=1 定义的平面相交.其交点与从原点 

出发且过该交点的射线一一对应.因此,这样的交点实为与之对映的射线的代表元.为方便,称它们为标准代表 

元.因此, ˆ
oΩx 中的任何一点 x̂ 都在Δn+1 上存在唯一一点

ˆ
ˆ∑

x
x
与之对应.故, ˆ

oΩx 中所有射线对映的标准代表元构

成了Δn+1.给定齐 d 次多项式 ˆ( )U x ,它具有如下简单性质:若对 1ˆ nΔ +∈x 有 ˆ( ) 0,U >x 那么对任意λ>0,有 ˆ( )U λ =x  

ˆ( ) 0dUλ >x .也即若齐次多项式 ˆ( )U x 在单形Δn+1 上某点的取值为正,那么该齐次多项式也必在过该点且从原点

出发但不包含原点的射线上的任一点处取值为正.进而可得:如果齐次多项式 ˆ( )U x 在单形Δn+1 上的每一点处取

值为正,则根据上述分析得知, ˆ( )U x 在 ˆ
oΩx 的每一点处为正.因此,若公式(14)成立,即对 1ˆ ˆ ˆ ˆ,( ( ) 0)nΔ ρ+∀ ∈ ⇒ >x x x

且 1 1ˆ ˆ ˆ( ,( ( ) 0))m
i n iMΔ= +∧ ∀ ∈ ⇒ >x x x ,那么因为 ˆ ˆ( ), ( )iMρ x x 为齐次多项式且其次数分别为  , ,

iHd dρ 故有: 

1 0 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,( 0 ( ) ( ) 0) ( ,( 0 ( ) ( ) 0).Mp idd m
n i n i iM Mλ λ Δ λ ρ ρ λ λ λ Δ λ λ+ = +∀ ∀ > ∧ ∈ ⇒ = > ∧ ∀ ∀ > ∧ ∈ ⇒ = >且x x x x x x x x  

又因为集合 1ˆ ˆ{ : 0 }nλ λ Δ +> ∧ ∈x x 正好就是 ˆ
oΩx ,故公式(13)成立. □ 

注:若将公式(13)和公式(14)中的所有不等式均改为非严格不等式,则命题 2 仍然成立. 
要判定公式(14)是否成立,等价于判定齐次多项式 ˆ ˆ ˆ( ), ( )iMρ x x 在单形Δn+1 上是否正定的.根据上述分析,为 

了计算程序 U 的秩函数,需要以下 5 个步骤. 
S1. 给出秩函数模板——带参数的多项式表达式.不失一般性,可假设为ρ(x)=aT⋅Γ,其中,a 为参系数向量,Γ

是所有单项式构成的向量.如ρ(x)=a1x2y+a2x+a3y+a4,则 a=(a1,…,a4)T,Γ=(x2y,x,y,1)T. 
S2. 将ρ(x)代入到定义 4 中给出的秩函数条件中,从而构造公式(8)和公式(9).其中,可记公式(9)中的 Hi(x)= 

( ) ( ( )) T
iTρ ρ Γ ′− = ⋅ax x b .这里,ba 为一向量,其每个分量均是关于 a 的齐次线性表达式;Γ ′为单项式构成的向量.

如,给定循环程序的第 i个赋值语句 Ti(x) (x:=3x−4y2,y:=y)T,则 Hi(x)=ρ(x)−ρ(Ti(x))=−8a1x2y−2a2x+24a1y3x+4a2y2− 

16a1y5.故,a=(−8a1,−2a2,24a1,4a2,−16a1)T,Γ′=(x2y,x,y3x,y2,y5)T. 
S3. 对公式(8)和公式(9)中的ρ(x),Hi(x)−c 进行齐次化,得到: 

0 0 0
ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) , ( ) ( ) ( , ) ( , ) .H H Hi i id d dT T T T

i iM H c z c z c zΤρ Γ Γ Γ′ ′= ⋅ = − ⋅ = ⋅ − ⋅ = − ⋅a ax a x x b b  
从而构造公式(12).这里,

iHd 为 Hi(x)的次数, ,o oΓ Γ ′ 分别为Γ,Γ′齐次化后得到的向量. 

S4. 根据上述分析,因为公式(13)⇒公式(12),所以要使得公式(12)成立,只需保证公式(13)成立即可.再根据

命题 2 可知,公式(13)成立等价于公式(14)成立.进而将问题归结为保证公式(14)成立. 

S5. 探测是否存在参系数(a,ba,c)的一组取值 * * *( , , )caa b ,使得 * * * * *
0 0ˆ ˆ ˆ( ) , ( ) ( , ) ( , )HidT T T T

iM c zρ τ τ ′= ⋅ = − ⋅ax a x b 满 

足公式(14).若那样的一组取值存在,则表明程序 U 是终止的. 
从上面 5 个步骤可以看出,计算程序 U 秩函数的问题被归约为探测单形上的正定多项式 ˆ ˆ ˆ( ), ( )iMρ x x 的问

题.也即若单形上的正定多项式 ˆ ˆ ˆ( ), ( )iMρ x x 被探测到,则表明程序 U 具有秩函数,从而证明程序 U 是终止的. 

根据下面的命题可知,在上述 S5 中,存在参系数(a,ba,c)的一组取值 * * *( , , )caa b ,使得 * * *
0ˆ ˆ ˆ( ) , ( )T

iMρ Γ= ⋅ =x a x  
* *

0( , ) ( , )HidT T Tc zΓ ′− ⋅ab 满足公式 (14), 等价于存在参系数 (a,ba,c)在 [ ]1,1− 中的一组取值 ** ** **( , , ),caa b 使得

** ** ** ** **
0 0ˆ ˆ ˆ( ) , ( ) ( , ) ( , )HidT T T T

iM c zρ Γ Γ ′= ⋅ = − ⋅ax a x b 满足式 (14). 这里 , =|(a,ba,c)|为向量 (a,ba,c)中分量的个数 . 

, , ]1,1( ) [c ∈ −aa b 表明,向量(a,ba,c)中每个分量都在区间[−1,1]中取值. 

命题 3. 记号同上.存在 * *( ,,  ),c R∗ ∈aba 使得 * * * * *
0 0ˆ ˆ ˆ( ) , ( ) ( , ) ( , )HidT T T T

iM c zρ τ τ ′= ⋅ = − ⋅ax a x b 满足公式(14),等价

于存在 ** ** **( , , ) 1 ],1[c ∈ −aa b ,使得 ** ** ** ** **
0 0ˆ ˆ ˆ( ) , ( ) ( , ) ( , )HidT T T T

iM c zρ τ τ ′= ⋅ = − ⋅ax a x b 满足公式(14). 

证明:该证明非常简单.“⇐”是平凡成立的,既然 [ ]1,1 R− ⊂ .故我们仅证“⇒”. 

若存在 * * *, ,( ) lcν = ∈ Raa b ,使得 * *ˆ ˆ ˆ( ), ( )iMρ x x 满足公式(14)中的两个蕴涵式,那么我们可以令 
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* * *
** ** **( ) , , .

( (
,

( ) )
,

)abs v abs v abs
c

v
cν

⎛ ⎞
′ = = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
a

a
a ba b  

这里, ( ) | |iabs v i v= ∑ 为向量 v 的分量的绝对值之和.显然有, ,1] [ 1 lv′∈ − 且 ** * *1 1ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )
( ) ( )

T

abs v abs v
ρ ρ= = ⋅ ⋅ax x  

** * **1 1ˆ ˆ ( , ), ( ) ( )
) )

,( )
( (

HidT
o i i o

T Tc
abs v abs v

M M zτ τ⋅ − ⋅ ′= = ax x b 满足公式(14). □ 

根据定义 4、命题 1~命题 3,我们可以建立下面的结论. 

定理 4. 给定程序 U,若存在 * * *( , , )caa b 的一组取值 * * *( , , ,[ 1 1) ]c ∈ −aa b ,使得 * * * * *
0ˆ ˆ ˆ( ) , ( ) ( , )T T

iM cρ τ= ⋅ = − ⋅ax a x b  

0( , )HidT Tzτ ′ 满足公式(14),那么程序 U 必然终止. 

在 S5中,我们需要判断是否存在 * * *( , , )caa b 的一组取值 * * *( , , )caa b ,使得 * *ˆ ˆ ˆ( ), ( )iMρ x x 满足公式(14),这等价于

在单形Δn+1 上探测是否存在正定多项式 * *ˆ ˆ ˆ( ), ( )iMρ x x .我们将利用上述的定理 2(Polya 定理)和定理 3 去探测单 

形上的正定多项式.定理 2 表明,若齐次多项式 f 在单形Δn 上是正定的,则必然存在充分大的正整数 N,使得

(x1+…+xn)Nf(x1,…,xn)展开后的所有系数均为正.但 Polya 并没有给出 N 的上界.在定理 3 中,Powers 等人根据 f
的次数、系数以及 f 在单形上的 小值,构造了 N 的界. 

 ( 1)
2

d d LN d
λ

−
> −  (15) 

这里,L=L(f )=max{|bα|:|α|=d},λ=λ(f)=min{f(x):x∈Δn}.根据下面的结论,我们可以将公式(15)中的 L 替换为 1. 

命题 4. 记号同上.给定齐 d 次 n 元多项式
| | | |

( ) ,( )
d d

f a c bα α
α αα α

α
= =

== ∑ ∑x x x 这里,非负整数向量α= 

(α1,…,αn)∈Nn,则(α1+…+αn)!≥α1!…αn!. 
证明:考虑 n=2. 

(α1+α2)!=(α1−0+α2)(α1−1+α2)(α1−2+α2)…(α1−(α1−1)+α2)⋅(α2)! 
显然,(α1−0+α2)≥α1,(α1−1+α2)≥α1−1,(α1−2+α2)≥α1−2,…,(α1−(α1−1)+α2)≥1.故 

 (α1+α2)!≥α1!α2! (16) 
考虑 n=3. 
根据公式(16),有(α1+α2+α3)!=(α3+(α1+α2))!≥(α3)!(α1+α2)!≥α3!α1!α2!. 
以此类推,可得(α1+…+αn)!≥α1!…αn!. □ 
注:给定齐 d 次 n 元多项式

| | | |
 (( ) )

d d
f a c bα α

α αα α
α

= =
== ∑ ∑x x x ,在公式(15)中, 

| |( ) max | | : |
(

|
)

aL L f db
c

α
α α

α
=

⎧ ⎫
= =⎨

⎩
= ⎬

⎭
. 

根据命题 4 可知, 1

1 1

...
!...

! ( )!( ) 1.
!. !..!

n

n n

c d α αα
α α α α

+ +
= = ≥ 假如 f 的所有系数 aα均在区间[−η,η]中,那么

| |
( )c
aα η
α

≤ .

因此,倘若 f 的所有系数 aα均在区间[−η,η]中,那么
| |( ) max
(

||
)

|| :ab
c

L L f dα
α α η

α
⎧ ⎫

= = = =⎨ ⎬
⎩ ⎭

≤ .根据上面的分析,若 

系数 aα在区间[−1,1],可以得到下列结果: 

定理 5. 给定齐 d 次 n 元多项式
| |

 ( )
d

f a α
αα =

= ∑x x ,且其所有系数 aα均在区间[−1,1]中.如果 f 在Δn 上是正 

定的,则当: 

 ( 1) 1
2

d dN d
λ

−
> −  (17) 

有(x1+…+xn)Nf (x1,…,xn)的所有系数为正.其中,λ=λ(f )=min{f (x):x∈Δn. 

根据定理 4 得知,可以在系数空间 [ ]1,1− 中探测满足公式(14)的齐次多项式 0ˆ ˆ ˆ( ) , ( ) ( , )T T
iM cρ τ= ⋅ = − ⋅ax a x b  

0( , )HidT Tzτ ′ .这里, , , ]1,1( ) [c ∈ −aa b .同时,满足公式(14)的 ˆ ˆ ˆ( ), ( )iMρ x x 恰好是单形Δn+1 上的正定多项式.因此,既然
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ˆ ˆ ˆ( ), ( )iMρ x x 在单形Δn+1 上正定且其所有系数均在 [ ]1,1− 中取值,那么根据定理 5,必然存在一个 N(其值仅仅依

赖于 小值λ),使得 1 1ˆ ˆ ˆ( ... ) ( ),( ... ( ))N N
n n ix x x x Mz zρ+ + + + + +x x 的所有系数为正.因此,为了得到(a,ba,c)的一组

取值,我们可以从 1 1ˆ ˆ ˆ( ... ) ( ),( ... ( ))N N
n n ix x x x Mz zρ+ + + + + +x x 中抽取出所有系数(它们均是关于(a,ba,c)的齐次

线性表达式),并令所有系数大于 0,且加上约束 , , 1,( ) 10 [ ]cc > ∈∧ −aa b ,从而构造出关于(a,ba,c)的不等式组 Sys.

若 Sys 有实解,则它的任一组解 * * *( , , )caa b 就正好给出了单形Δn+1 上的(半)正定多项式 * *ˆ ˆ ˆ( ), ( )iMρ x x (这是因为根

据定理 2 或定理 3 的注解可知,若存在 N,使得 ( )1

Nn
ii

fx
=∑ 展开后各项系数为正,则 f 在单形是半正定的).下面的 

定理表明,若系统 Sys 有实解,则程序 U 可终止. 
定理 6. 记号同上.给定程序 U,若系统 Sys 有实解,则程序 U 是终止的. 

证明:不妨令 * * *( , , )caa b 为系统 Sys 的一组解,则有 * * * *0 ( , , ) ] ;1[ 1,c c ∈ −> ∧ aa b 且存在 N,使得 1( ... )N
n zx x+ + + ⋅ 

*
1

*ˆ ˆ ˆ( ),( ... ) ( )N
n ix x z Mρ + + +x x 的各项系数为正.这里, * * * * *

0 0ˆ ˆ ˆ( ) ( , ) ( , ) , ( ) .HidT T T T
iM c zΓ ρ Γ′= − ⋅ = ⋅ax b x a 因此,根据定

理 2 或定理 3 的注解可知, * *ˆ ˆ ˆ( ), ( )iMρ x x 是单形Δn+1 上的半正定多项式,即 

* *
1 11

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,( ( ) 0) ( ,( ( ) 0))
m

n n ii
MΔ ρ Δ+ +=

∀ ∈ ⇒ ∧ ∀ ∈ ⇒≥ 且 ≥x x x x x x . 

根据命题 2 及其注解,上式等价于 

* *
ˆ ˆ1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,( ( ) 0) ( ,( ( ) 0))
m

o o
ii

MΩ ρ Ω
=

∀ ∈ ⇒ ∧ ∀ ∈ ⇒≥ 且 ≥x xx x x x x x . 

也即 * * * * *
ˆ ˆ1

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,( ( ) 0) ( ,( ( ) ( , ) ( ) 0))Hi
m do o

i i ii
M M z H c zΩ ρ Ω

=
∀ ∈ ⇒ ∧ ∀ ∈ ⇒ = = − ⋅≥ 且 ≥x xx x x x x x x x  

在上式中令 z=1,得到: 
* * * *

1
,( ( ) 0) ( ,( ( ) ( ( )) 0))

m

ii
T cΩ ρ Ω ρ ρ

=
∀ ∈ ⇒ ∧ ∀ ∈ ⇒ − −≥ 且 ≥x xx x x x x x x . 

根据定义 1 可知,满足上式的ρ*(x)是程序 U 的秩函数.故程序 U 可终止. □ 
注:根据定理 6,若系统 Sys 有解,则能够得到一个 小值为预设定值λ*的具有预定形式的秩函数;反之,若系

统 Sys 无解,则表明在单形上没有 小值为预设定值λ*且具有预定形式的正定多项式. 

根据定理 4, *ˆ ˆ( )ρ x 的存在,表明了程序 U 是终止的.综上所述,N 的计算是关键的.在公式(17)中,N 的值仅依

赖于多项式的次数 d 和齐次多项式在单形上的 小值λ.但由于 ˆ ˆ ˆ( ), ( )iMρ x x 的所有系数均是关于参数(a,ba,c)的
线性表达式,故它们在单形Δn+1 上的 小值是关于(a,ba,c)的函数,即 ˆ ˆ )( ˆ() , , ,( ) , ),(

iMc cρλ λ λ λ= =x a x aa b a b .因此在实

际的计算中,我们需事先给定 ˆ ( )( ˆ ˆ) , iMρλ λx x 的值,然后根据公式(17)计算得到 N 的值并抽取 1 ˆ ˆ( ... ) ( ),N
n zx x ρ+ + + x  

1 ˆ( .. (. ))N
n izx x M+ + + x 的所有系数构造上述的不等式组 Sys.再根据定理 6,若 Sys 有实解,则获得一个满足预定

模板形式的秩函数;但若该不等式组没有实解,则需要再次设定新的 小值 ˆ ( )( ˆ ˆ) , iMρλ λx x ,并使其值小于上一次设 

定的 小值(这是因为根据公式(17)可知,当 小值越小时,N 所需的下界值越大).因此,上述秩函数的探测过程

是试探性(heuristic)的.当然,为了保证探测过程终止,可人为固定探测的深度 depth.根据上述过程,我们建立下列

算法 1. 
算法 1. 
输入:一个程序 U,探测深度 depth, ˆ ˆ ˆ( ( )) 0,

iMρλ λ λ== >x x 变元个数 n,次数 d. 

输出:一个具有预定形式的 n 元 d 次多项式秩函数. 
Step 1: 设定多项式秩函数模板ρ(x)=aT⋅Γ 

Step 2: 构造齐次多项式 0
ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) , ( ) ( ) HidT

i iM H c zρ Γ= ⋅ = − ⋅x a x x  

Step 3: For i=1 to depth 
Step 3.1: 根据 ˆ ( )( ˆ ˆ) , iMρλ λx x 的值以及公式(17)分别计算 ˆ ,

iMN Nρ  

Step 3.2: 抽取 ˆ
1 1ˆ ˆ ˆ( ... ) ( ),( ... () )MiNN

n n ix x x xz Mzρ ρ+ + + + + +x x 的所有系数构造不等式组 Sys 
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Step 3.3: 用线性规划工具 Simplex 计算 Sys:若 Sys 有解,则输出多项式秩函数ρ*(x);否则,转 Step 3.4 

Step 3.4: 令 ˆ ˆ ˆ(( )): ; : ; :
2 iMρ
λλ λλ λ λ= = =x x (串行赋值). 

下面通过一个例子来阐述本文的方法. 
例 1:考虑循环程序: 

 

1
3

1

2
2

 0 0 
: :  1 3 4 ;
: ;

or
: : 1;

 
: ;

 

7

U x y
x x y x

y x y

x y
y x y

τ

τ

∧
= − − −

= − −

= − −
= − +

⎫
⎪
⎪
⎪⎪
⎬
⎪
⎪
⎪
⎪⎭

while do≥ ≥

 (18) 

记 T1=(1−3x−4y−x3,−x−y),T2=(−y−1,−7x2+y). 
(a) 设定秩函数模板ρ(x)=a1x3+a2x2y+a3xy2+a4x2+a5xy+a6y2+a7x+a8y+a9,令 

H1(x)=ρ(x)−ρ(T1(x)),H2(x)=ρ(x)−ρ(T2(x)). 
(b) 对 Hi(x)−c 进行齐次化,得到 1 2ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ˆ ), ,M Mρ x x x ,其中, 

3 2 2 2 2 2 2 3
1 2 3 4 5 6 7 8 9ˆ , ,( ) .x y z a x a x y a xy a x z a xyz a y z a xz a yz a zρ = + + + ++ + + +  

由于 1 2ˆ ˆ,( ) ( )M Mx x 表达式过长,在此省略. 

(c) 判定是否存在(a1,...,a9)的一组取值 * *
1 9,...,( )a a ,使得 ˆ ,( , )x y zρ 和 M1(x,y,z),M2(x,y,z)在单形Δ2+1 上都同时 

正定 .要计算得到那样的一组(a1,...,a9)的取值 ,根据定理 5,需首先计算出 N 的值 .根据公式(17),N 依赖于

1 2ˆ , ,M Mρ 各自次数以及各自在Δ3 上的 小值λ.但这里, ˆ ,( , )x y zρ 和 M1(x,y,z),M2(x,y,z)均是参系数齐次多项式,

故其在单形上的 小值是随着参数取值的变动而变动的.因此,在 N 的实际计算中,我们需要事先固定λ的值,比

如可令
1 2ˆ

1 ,
3M Mρλ λ λ λ= = = = 然后,既然该例中 ˆ ,( , )x y zρ 和M1(x,y,z),M2(x,y,z)的次数分别为 3,9,5,那么根据公式

(17),分别计算对应的 N 的取值范围为 

1 2 2ˆ 1
1 1 16,  , 99,  , 25.
3 3

ˆ
3

, M MN N N N N NM Mρ ρ λ λ λ= = =⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞> = > = > =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

故取
1 2ˆ 7, 100, 26M MN N Nρ = = = (当然,我们也可以令

1 2ˆ 100M MN N Nρ = = = ,即取公共界).根据定理 5,分别

展开多项式 ˆ 1 2
1 2ˆ , , ,( ) , , , , ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ),M MN NNx y z x y z x y z M x y z x y z M x y zρ ρ+ + + + + + 合并同类项后,各自抽取出关 

于 x,y,z 项的所有系数(均为关于 a1,...,a9,c 的线性表达式),然后再令所有系数大于 0,构造出关于 a1,...,a9,c 的严 
格不等式组(为参系数的第 1 个约束系统),分别记为

1 2ˆ ., ,M Mcoe coe coeρ 同时,注意定理 5 成立的前提条件是, 

1 2ˆ , ,M Mρ 关于 x,y,z 的所有系数都被限定在[−1,1]时,公式(17)才成立——即 N 的值才仅与其次数 d 和其在单形

上的 小值λ相关.因此,再次分别从多项式 1 2ˆ , ,M Mρ 中提取其关于 x,y,z 的所有系数(均为关于 a1,...,a9,c 的线性

表达式),然后分别令每个系数≥−1 且≤1,由此构造出 1 2ˆ , ,M Mρ 关于 x,y,z 的系数的第 2 个约束系统,分别记为 

1 2ˆ , , .M MρΘ Θ Θ 比如,在该例中,我们有: 

ˆ 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5

6 6 7 7 8 8 9 9

: 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

         1 1 1 1 1 1 1 1.

a a a a a a a a a a

a a a a a a a a
ρΘ = − ∧ ∧ − ∧ ∧ − ∧ ∧ − ∧ ∧ − ∧ ∧

− ∧ ∧ − ∧ ∧ − ∧ ∧ − ∧

≥ ≤ ≥ ≤ ≥ ≤ ≥ ≤ ≥ ≤

≥ ≤ ≥ ≤ ≥ ≤ ≥ ≤
 

同时,根据秩函数的定义 4 可知,c>0. 后,求解不等式组
1 2 1 2ˆ ˆ: 0M M M MSys coe coe coe cρ ρΘ Θ Θ= ∧ ∧ ∧ > ∧ ∧ ∧ . 

若 Sys 有解,则表明该程序具有预定形式的 3 次秩函数.根据定理 4 可知,该程序是终止的.但是因为 Maple 自带

的线性规划工具 Simplex仅能够求解非严格的不等式组——不等式组中的所有不等式都是非严格的,所以为了 

使用工具 Simplex,在实际计算中,我们让 ˆ 1 2
1 2ˆ , , , ( ) , , , , ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ),M MN NNx y z x y z x y z M x y z x y z M x y zρ ρ+ + + + + +

合并同类项后,各自抽取出关于 x,y,z 项的所有系数,然后再令所有系数≥某个正数δ.这相当于对
1ˆ , ,Mcoe coeρ  
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2Mcoe 中的所有不等式做了一个小小的扰动,即将>0 替换为≥δ(δ>0).记扰动后的系数集为 1 2ˆ , ,M Mcoe coe coeρ .同

时,将 c>0 扰动为 c≥δ.显然,扰动后的系统 1 2 1 2
ˆ ˆ: M M M MSys coe coe coe cρ ρδ Θ Θ Θ= ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧≥ 为非严格不等式

组,如果它有解,则原系统 Sys 也必有解.为方便,我们让 Sys, Sys 不仅表示不等式系统,而且还表示不等式系统所

对应的解集.在本例中,我们取
1

1000
δ = .利用 Maple 中的线性规划工具包 Simplex,求解不等式组 Sys ,得到: 

 
1 2 3 4 5 6 7

8 9

29 51 1 43 1, , , , 0, , 0,
7000 12250 980 7000 1000

955875294522846847882517 9 1, ,
154330444367487258828048000 875 1000

a a a a a a a

a a c

⎧ ⎫= = = = − = = =⎪ ⎪⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪= = =
⎪ ⎪⎩ ⎭

 (19) 

由于采用单纯形算法,故该点是满足 Sys 的一个精确点而非浮点向量.因此,我们可以得到程序 U1 的一个 3 次秩

函数
3 2 2 2 229 51 43 955875294522846847882517 9( , ) .

7000 12250 980 7000 1000 154330444367487258828048000 875
x x y xy x yx y yρ = + + − + + + 由于单纯形算法给出

的是满足系统 ( )Sys Sys⊆ 的精确解而非数值解,故求得的函数必然是秩函数,因而不必再对其验证是否为秩函 
数.该秩函数的存在表明,该循环程序是终止的. 

注:对于该程序,文献[3,5,6,20]中的方法已不能计算其预定形式的 3 次秩函数.因为这些方法仅能计算线性

循环程序的线性秩函数,而本例中的循环是非线性的,且所要计算的秩函数也是 3 次的.此外,对该程序,我们也

尝试利用一些基于量词消去技术[22]的工具,如 Redlog、RegularChains,去计算该程序的预定形式的 3 次秩函数

(其中,RegularChains 集成了当前功能强大的实解分类工具 DISCOVERER[23],作者此前的诸多工作也是在该工

具的支持下予以开展).这等价于利用这些量词消去工具从秩函数定义 4 中的两个蕴含公式(8)和公式(9)中消去

变元 x,y 即可.但由于量词消去算法的双指数复杂度以及所处理的系统都是非线性的,从而使得这两个工具均无

法计算得到该程序的 3 次秩函数.同时,我们也尝试用 Cousot 在文献[9]中的方法——半正定规划(SDP),并借助

半正定规划求解器 YALMIP[24]计算得到一个函数: 
42.87498608+4.1519x+25.9747y+1.5329x3−0.8212y2−8.7046x2+3.9678xy−1.8358x2y+1.8393xy2. 

但经过检验发现,该函数并不满足秩函数定义中的有界条件,因此它不是程序的秩函数. 
例 2:考虑循环程序: 

1

2

2

0 0 
: :  1 ;
: 2 3;

or
: :  ;

 

: 2;

U x y
x x y

y x y

x x y
y y

τ

τ

∧
= + −

= + +

= −
= +

while do≥ ≥

 

通过本文方法,我们得到该循环的一个 3 次秩函数: 

3 2 2

2

56978573 10604929 1155787 16927733( , )
514034040000 257017020000 79082160000 171344680000

1 7408419 7 203               .
52000 26360720000 13000 26000

x y x x y xy xy

y x y

ρ = − + − +

+ − +
 

例 3:考虑循环程序: 

 

1
2

2
2

3  0 0 
: : 3 2;
: 4 1;

or
: : 1;

;

 

: 3

U x y
x x y

y x y

x x

y y x

τ

τ

∧
= − − +

= − + −

= −

= − + −

⎫
⎪
⎪
⎪⎪
⎬
⎪
⎪
⎪
⎪⎭

while do≥ ≥

 (20) 
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通过本文方法,我们得到该循环的一个 3 次秩函数 31 63( , ) .
4600 23000

x y x yρ = +  

基于 Polya 定理,算法 1 提供了一个试探性方法去探测程序 U 的多项式秩函数.下面我们将证明,给定齐 d 

次 n 元多项式
| | | |

 ( ) ,( )
d d

f a c bα α
α αα α

α
= =

== ∑ ∑x x x 若 

(A) 所有系数均为整数,即 aα∈Z, 
(B) 其系数的绝对值被界定,即存在正数η,使得|aα|≤η, 

则 Polya 定理中关于 N 的下界公式可以被改写为 

 ( 1)
2 ( , , )

d dN d
n d
η

σ η
−

> −  (21) 

显然,上述 N 的下界公式仅依赖于多项式 f(x)的次数、变元个数以及系数的绝对值上界.根据公式(21),我们

将建立不同于算法 1的新算法.在证明上述结论之前,我们首先引入文献[25]中建立的关于整系数正定多项式在

单形上的 小值下界的一个重要结果. 

定理 7[25]. 给定 d 次 n 元齐次整系数多项式
| | | |

( ) [ ]( )
d d

f a c b Zα α
α αα α

α
= =

∈== ∑ ∑x x x x ,其系数均被正数η

界定,即|aα|≤η.记 1 1{( ,..., ) : 0, 1}n
n n i iix x x xΔ

=
= =∑≥ 为单形.如果 f(x)在单形Δn 上是正定的,那么有: 

 
1

min ( ) (2 )
n n n

n

d d d ndf n d
Δ

η
+− − − −≥x  (22) 

注:因本文仅考虑单形上的正定多项式,故定理 7 只引述了文献[25]中引理 3.3 中的前部分结论,其后部分所

涉及到单形上的负定多项式的内容在此被舍去. 
根据定理 2、定理 3 及其定理 7,我们建立下列定理 8. 

定理 8. 给定 d 次 n 元齐次整系数多项式
| | | |

( ) [ ]( )
d d

f a c bα α
α αα α

α
= =

∈== ∑ ∑ Zx x x x ,且其系数均被正数η 

界定,即|aα|≤η.如果 f 在Δn 上是正定的,那么当 

 ( 1)
2 ( , , )

d dN d
n d
η

σ η
−

> −  (23) 

时,有(x1+…+xn)Nf(x1,…,xn)的所有系数为正.这里,
1

( , , ) (2 ) .
n n nd d d ndn d n dσ η η

+− − − −=  
证明:首先,根据定理 3 可知,如果 n 元齐 d 次多项式 f(x)在单形上正定,那么存在正整数 N,当其满足: 

 ( 1)
2

d d LN d
λ

−
> −  (24) 

时,有(x1+…+xn)Nf(x1,…,xn)的所有系数为正.其中,L=L(f )=max{|bα|:|α|=d},λ=λ(f)=min{f(x):x∈Δn}.再根据命题 4
及其注解可知,倘若 f 的所有系数 aα均在区间[−η,η]中,那么, 

 | |( ) max
(

||
)

|| :ab
c

L L f dα
α ηα

α
⎧ ⎫

= = = =⎨ ⎬
⎩ ⎭

≤  (25) 

同时,根据已知题设,既然 f 在单形上正定且其所有系数均为整数并均被正数η界定,那么由定理 7 可得,f 在
单形Δn 上的 小值: 

 
1

min ( ) (2 )
n n n

n

d d d nd
f f n d

Δ
λ η

+− − − −= ≥x  (26) 

根据公式(25)和公式(26)将公式(24)进行放缩,即得到公式(23). □ 
注:定理 8 中,公式(23)中 N 的下界公式仅仅依赖多项式的次数、变元个数以及系数绝对值上界. 

给定带参数的多项式 1 | |
( ,..., ) ( )n d

G y y g α
αα =

= ∑ v y (这里,v 为参数向量,gα(v)为参数 v 的齐次整系数线性函 

数),倘若我们限定其系数 gα(v)在某个区间取值,即−η≤gα(v)≤η,那么根据定理 8,完成下列两个步骤便可以构造 

出使得多项式 G 在单形Δn 上正定且其系数满足|gα(v)|≤η的参数 v 应满足的必要条件 GSys Z (与之前的 Sys 以示 

区别). 
(i) 根据公式(23)计算 N 的值,记为 NG; 
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(ii) 抽取 1 1( ... ) ( ,..., )GN
n nGyy y y++ 的所有系数 gα(v),分别令 gα(v)>0,且|gα(v)|≤η,构造不等式组 .GSys Z  

这里,gα(v)为齐次整系数线性函数这一限定具有一般性.这是因为,若多项式 G 的系数均是有理数,那么总

可以通过乘上所有有理数的分母将其系数变为整数.根据公式(5),程序 U 中的所有系数均为有理数,故参数模板 

多项式 0 | |
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) , ( ) ( , )

Mi

T
i d

gM α
αα

ρ Γ
=

= ⋅ = ∑ ax a x b c x 的所有系数均为有理数.因此,可以将所有有理数系数的分母 

(若有负号,则将负号放到分子上)都乘在一起,记为β.则在公式(14)中的不等式两端同时乘上β并不会改变不等 
式的符号,故有 ˆ ˆ ˆ( ), ( )iMβ ρ β⋅ ⋅x x 的系数均为整数.也即β⋅gα(ba,c)是关于参数 ba,c 的齐次整系数线性函数.因此,
若 ˆ ˆ ˆ( ), ( )iMρ x x 含有有理系数,则可以乘上一个正数β,使得其所有系数为整数.根据公式(23),分别计算 ˆ ,

iMN Nρ 并

抽取 ˆ
1 1 ˆ ˆ ˆ( ... ) ( ), ( . ) (.. )MiNN

n n ix x x xz Mzρ ρ+ + ++ ++ x x 的所有系数分别构造不等式组 ˆ , .
iMSys Sysρ

Z Z 令 Sys =
Z

 

ˆ 1( )
i

m
i MSys Sysρ =∧ ∧Z Z .既然所有参数均被设定为整数,故需要在整数环上求解系统 .SysZ 类似定理 6,下面的定理 9

表明,若 Sys 有整数解,则程序 U 是终止的. 
定理 9. 记号同上.给定程序 U.若系统 Sys

Z
有整数解,那么程序 U 有预定形式的且系数绝对值上界为η的秩 

函数. 
证明:该证明完全类似于定理 6 的证明.在此省略. □ 
注:定理 9 表明,若系统 Sys

Z
有整数解,则程序 U 有一个整系数多项式秩函数;反之,如果系统 Sys

Z
没有整数 

解,则表明在单形上没有预定形式的且系数在[−η,η]的正定多项式.此时需要增大上界η的值继续构造新的系统

并求解.因此,整个过程仍是试探性的. 
算法 2. 
输入:一个程序 U,变元个数 n,次数 d,系数绝对值上界η. 
输出:一个具有预定形式的 n 元 d 次整系数多项式秩函数;不确定(unknown). 
Step 1: 设定多项式秩函数模板ρ(x)=aT⋅Γ 

Step 2: 构造齐次多项式 0
ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) , ( ) ( ) HidT

i iM H c zρ Γ= ⋅ = − ⋅x a x x  
Step 3: 如果 ˆ ˆ ˆ( ), ( )iMρ x x 含有有理系数,则将所有有理数系数的分母都乘在一起,记为β.令 ˆ ˆ ˆ ˆ( ) : ( ),ρ β ρ= ⋅x x  

ˆ ˆ( ) : ( )i iM Mβ= ⋅x x ,转 Step 4; 
Step 4: 根据公式(23)分别计算 ˆ ,

iMN Nρ  

Step 5: 抽取 ˆ
1 1 ˆ ˆ ˆ( ... ) ( ), ( . ) (.. )MiNN

n n ix x x xz Mzρ ρ+ + ++ ++ x x 的所有系数构造分别构造不等式组: 

ˆ ,
iMSys Sysρ

Z Z  

Step 6: 利用整数线性规划算法计算 ˆ 1( )
i

m
i MSys Sys Sysρ == ∧ ∧Z Z

Z 中的一个整数解.若 Sys
Z
有整数解,则输出整 

系数多项式秩函数ρ*(x);否则,输出 unknown 
注:算法 2 中,我们仅是简单地使 ˆ ˆ ˆ( ), ( )iMρ x x 的所有系数绝对值具有相同的上界η.实际上,可以对它们设置

不同的系数绝对值上界.在判定 Sys
Z
是否有整数解时,可以利用 Pugh 在文献[26]中提出的 Omega test 方法. 

3   总  结 

针对一类多项式循环程序,本文给出了一种新的方法去计算这类程序的多项式秩函数.该方法将这类程序

的秩函数计算归结为单形上的正定多项式的探测问题;然后,利用 Polya 定理,将单形上的正定多项式探测问题

归结为线性不等式约束系统的可行问题.从这一角度看,我们的方法是一个“线性化”的方法.而线性不等式系统

的可行问题则可以利用(整数)线性规划工具进行求解.相对于现有诸如 Redlog、RegularChains 等基于柱形代

数分解的量词消去工具,本文的算法 1 可以在可接受时间内进行复杂秩函数的计算.同时,也不同于基于 SDP 的

方法,通过本文方法计算得到的函数是精确的秩函数,因此不必再次验证计算所得的函数是否为秩函数. 
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