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量子系统控制中状态模型的建立
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摘　要: 从控制的角度出发, 通过将量子力学系统的态矢波函数和密度矩阵算符转化为几何空间状态的演化矩阵,

对量子力学系统和系综进行了可实现的理论建模, 从而将一个抽象的物理概念的操纵问题, 转变成一个实在的易于

数学操作和控制处理的几何空间状态的控制设计问题. 最后给出了基于所建模型可进一步解决的有关量子系统控制

的 5 个基本问题.
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Establ ishm en t of sta te space m odel in quan tum system s con trol
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Abstract: A model of quan tum m echan ical system s and its ensem ble are estab lished from contro l theo ry view po in t.

T he sta te vecto r of w ave function and density m atrix of quan tum m echan ical system s are transfo rm ed in to evo lu tion

m atrix sta te of geom etry space. T he m anipu lat ion p rob lem of an abstract physical concep t is changed in to a con tro l

design p rob lem on a sta te of geom etry space, w h ich is easy to deal w ith m athem atically and su itab le fo r con tro l.

F inally, five basic p rob lem s abou t quan tum sysetm s con tro l, w h ich m ay be so lved based on the model, are

p resen ted.
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1　引　　言
　　理论和实验研究证实, 量子信息在提高运算速

度、确保信息安全、增大信息容量等方面, 可以突破

现有信息系统的极限. 正因为如此, 量子系统已引起

世界各国学术界的高度重视. 激光技术和微电子学

领域中科学与技术的进步, 激发人们不断地进行有

关量子力学系统控制的研究[1, 2 ]. 从控制理论的角度

看, 量子控制在量子计算等方面具有广阔的应用前

景. 实际上, 通过有限维数的系统复数状态所携带的

量子信息, 是通过操纵系统状态到达指定的目标态

而传递的. 物理学家在腔量子电动力学 (C2Q ED ) 场

和离子囚禁实验中, 已开发出具体的量子系统. 它能

通过极低的噪音连续不断地被监视, 可在系统的时

间域内对其量子态进行快速操纵. 因此, 自然使人们

考虑使用控制理论与技术对具体量子力学系统进行

控制的可能性. 相对于经典力学系统的控制, 量子力

学系统控制的难点主要在于以下 3 个方面:

　　1) 所涉及的数学十分复杂. 基于薛定谔方程的

系统模型在控制上是非线性的, 而且系统的物理状

态并不是落在普通的欧基里德坐标系上, 而是落在

一个投影复数空间中. 各种状态具有等价的类别, 即

所要处理的矢量并不能以经典控制的方式来表示状

态, 因为它们不是唯一确定的.

　　2) 不能以通常的方式运用经典控制理论, 因
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为在对状态的测量过程中会出现“波函数塌缩”现

象. 量子系统中每一个可以测量的量称为可观测的

量, 它与一个具有可被测量的本征值的算符相关联.

包含在薛定谔方程中的状态仅含有每一测量结果的

已知概率. 根据量子力学的解释, 当某一测量值已知

时, 系统状态的本征矢量与所测量的本征值相对应,

即在本征空间内“塌缩”. 此时就不能不慎重地考虑

用于控制过程中基本的反馈原理.

　　3) 每一个量子粒子与周围的环境 (包括外加的

控制量)相互作用, 这种相互作用是经典控制中所不

存在的, 必须慎重地考虑和对待.

　　量子力学系统控制的主要目的是寻找一条量子

系统时间演化的途径. 目前所涉及的研究方向, 具体

可分为 5 个方面: 1) 某一初始化纯态的制备; 2) 可

控性分析; 3) 驱动一个给定的初态到达事先确定的

终态 (目标态) ; 4)最优化一个可观测的目标期望值;

5) 量子状态的非破坏性测量. 无论希望达到何种目

的, 当对量子力学系统进行分析和控制时, 都必须对

控制系统进行建模, 然后针对所建立的系统模型进

行分析和控制器设计.

　　本文的目的是从控制的角度出发, 对量子力学

系统进行理论建模, 为以后的系统分析和设计作好

准备. 本文仅考虑具有有限维的量子系统模型建立

的问题.

2　量子系统模型的建立
　　量子系统控制的思想[3, 4 ] 是基于能改变系统及

控制器之间的相互作用的假定. 这意味着人们能操

纵一个 (可能是取决于时间的) 哈密顿 (算符)H , 或

系统内部的哈密顿通过与外部接触作用于系统的哈

密顿上. 有时假定至少能找到一个微扰动的哈密

顿[3 ]. 所谓微扰动是指外部所施加的控制 (扰动) 作

用的影响足够微弱, 不足以导致量子系统内部粒子

能级等特性的跃变. 这种思想在许多现实的物理系

统中已被证实是可行的.

　　为了对量子系统进行建模, 通常对一个量子系

统的状态不是仅使用一个矢量而是使用一组矢量,

即采用复希尔伯特空间H 中的一个矢量空间. 采用

D irac 符号法来表示一个状态矢量, 这个态矢的右矢

写作〈Ωû ∈H , 而与其对等空间的矢量称为左矢, 写

作〈Ωû ∈H 3 (H µ H 3 ). 左矢是右矢的共轭转置.

　　在 t 时刻, 量子力学系统的状态 ûΩ( t)〉的演化

由薛定谔方程决定, 即

ih- ûΩ
õ
〉= H ûΩ〉. (1)

其中: h- 是普朗克常数; H : H →H 3 是哈密顿算符,

且H = H 3 . 因此其本征值为实数.

　　如果 ûΩ( t)〉满足式 (1) , 则 ûΩ
～

( t)〉= e iΗûΩ( t)〉

也满足式 (1). 因此, 薛定谔方程是不随相位的变化

而变化的. 然而, 当 Η为时间的一个复函数时,

ûΩ
～

( t) 〉虽然与 Ω( t)〉代表同样的状态, 但不再是式

(1) 的解. 为解决这一问题, 本文采用一种较简单的

方 法: 选 用 归 一 化 的 矢 量 ûΩ( t)〉, 即 假 定

〈Ω( t) ûΩ( t)〉= 1, 并且要求所推导的所有结果都独

立于相位.

　　 有多种不同的图景表示方式可实现量子态的

逻辑操作, 通过对幺正演化算符的操纵达到对态矢

ûΩ( t)〉的操纵是其中一种可能的方式. 本文通过量

子系统的幺正演化算符来达到所期望的控制目的.

对于具有初始条件 ûΩ(0)〉的情况, 采用幺正演化算

符X ( t) 可得到薛定谔方程的解

ûΩ( t)〉= X ( t) ûΩ(0)〉. (2)

演化算符X ( t) 同样满足方程

ih- Xα( t) = H X ( t). (3)

因此, 演化算符X ( t) 意味着在态矢 ûΩ( t)〉上实施控

制的操作.

　　下面讨论方程 (1) 中的哈密顿算符H . 系统的

哈密顿假定由未受扰动的 (或内部的) 哈密顿H 0 与

受微扰动的 (或外部的) 哈密顿H e ( t) 之和的形式组

成, 即

H = H 0 + H e ( t). (4)

其中: H e ( t) = ∑
m

k= 1
H ku k ( t) , H k ( t) (k = 1, 2, ⋯,m )

为厄米线性算符H k: H →H ; u k ( t) 为实函数, 通常

代表外加的电磁场, 是输入的控制量.

　　在式 (4) 的作用下, 系统状态 ûΩ( t)〉的薛定谔

方程变为

ih- ûΩ
õ
〉= (H 0 + ∑

m

k= 1
H ku k ( t) ) ûΩ〉. (5)

与式 (5) 相对应的演化算符X ( t) 方程为

ih- Xα( t) = (H{ 0 + ∑
m

k= 1
H{ ku k ( t) )X ( t). (6)

此时, 可将问题转化为对具有初始条件X (0) = I 的

系统 (6) , 考虑其状态的演化或操纵问题. 对X ( t) 的

操纵是操纵系统 (5) 的状态到达期望终态的一条途

径.

　　定义A
～

: = (1öih- )H{ 0,B�k: = (1öih- )H{ k , k = 1,

2, ⋯,m . 则式 (6) 可改写为
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Xα( t) = A
～

X ( t) + ∑
m

k= 1
B�kX ( t) u k ( t) , (7)

其中 A
～

和 B
�

k (k = 1, 2, ⋯,m ) 为斜厄米矩阵, 即

A
～

+ = - A
～

,B
�+

k = - B
�

k.

　　进行如下变换:

A
～

: = D A + A ,B�k: = D B k + B k.

其中

D A : = d iag ( 1
2

T r (A
～

) ,
1
2

T r (A
～

) ) ,

D B k: = diag ( 1
2

T r (B�k ) ,
1
2

T r (B�k ) ) ,

　　　　k = 1, 2, ⋯,m .

矩阵D A 和D B k 对式 (7) 的解给出了纯相位, 而这些

项对态矢的相关相位不作贡献. 既然这些项仅在相

位上不同, 对其物理量不产生影响, 所以可以忽略.

于是, 所研究的系统形式变为

Xα( t) = A X ( t) + ∑
m

k= 1
B kX ( t) u k ( t). (8)

这就是量子力学系统的状态空间模型. 它是通过将

原系统的状态 (态矢波函数 ûΩ( t)〉) 转化为几何空

间的状态 (演化矩阵 X ( t) ) , 将一个抽象的物理概念

变成一个实在的易于数学操作和控制处理的几何空

间的状态, 为以后的控制分析与设计作好了准备.

3　 量子系综状态模型的建立
　　从第 2 节的推导中可以看出, 量子力学系统的

(纯) 状态可用归一化的波函数 ûΩ〉来表示, 它是希

尔伯特空间H 中的一个单位矢量. 实际上, 除了用

波函数û Ω〉表示外, 量子力学系统的状态还可用在

希尔伯特空间H 上的密度算符矩阵 Θ来表示. 如果

系统处于纯态 ûΩ〉, Θ则是简单的状态投影, 即 Θ=

ûΩ〉〈Ωû. 密度算符公式允许处理更为一般的系统状

态, 如量子状态的系综 (en sem b le).

　　 考虑一个由大量相同且非相互作用的粒子组

成的量子系统, 它们分别处于不同的内部量子状态,

即系统处于状态 ûΩ1〉的分量为Ξ1, 处于状态 ûΩ2〉的

分量为 Ξ2, ⋯. 系统的状态作为一个整体, 由一个具

有非负权值 Ξn 且总和为 1 的离散的量子态 ûΩn〉的

系综来描述. 这样一个量子态的系综称为混合态. 混

合态是不能用波函数表达的, 它可用纯态的希尔伯

特空间H 中具有谱表达式的密度算符 Θ来描述, 即

Θ= ∑
N

n= 1
ΞnûΩn〉〈Ωnû , (9)

其中 0 ≤ Ξn ≤ 1, ∑
N

n= 1
Ξn = 1.

　　 系统的状态必须是正交的, 一般有 N ≤

dim H . 可以假定N = dim H , 因为可通过增加概

率 Ξn = 0 的方式, 将线性独立的量子态子集扩大为

希尔伯特空间H 上的一个基. 在此仅考虑具有有限

维离散能级的量子系统. 假定所选择的本征态 ûn〉

在 H 上形成完全正交集, 因此可用相应的本征态

ûn〉来描述密度算符

Θ= ∑
N

n= 1

Θnnûn〉〈nû + ∑
N

n= 1
∑
m > n

Θnm ûn〉〈m û +

Θ3
nm ûm 〉〈nû. (10)

其中: Θnn 为对角矩阵, 代表能量本征态 ûn〉的群;

Θnm (n ≠m ) 为非对角矩阵, 用于确定本征态之间的

相干态. 后者从能量本征态Θ= ∑
N

n= 1

Ξnûn〉〈nû 的统计

系综中分辨出能量本征态的相干迭加态 ûΩ〉=

∑
N

n= 1
cnûn〉.

　　系统的密度矩阵 Θ满足量子L iouville 方程

ih-
5
5t

Θ= [H , Θ] = H Θ- ΘH , (11)

其中 H 为系统总的哈密顿. 如果系统受外部控制,

则H 取决于一个有限数量的控制函数 f m ( t) (m =

1, 2, ⋯,M ) , 它是定义在时间间隔 [ t0, tF ] 上的有界

可测量的实函数, 并且根据具体问题可能还有其他

限制. 如果与场的相互作用足够小, 则系统的哈密顿

H 可分解为

H = H 0 + ∑
M

m = 1
f m ( t)H m. (12)

其中: H 0 为系统内部的哈密顿, H m 为与场 f m 相互

作用的哈密顿.

　　密度矩阵 Θ的演化满足

Θ( t) = U ( t, t0) Θ( t0)U 3 ( t, t0) , (13)

演化算符U ( t, t0) 满足薛定谔方程

ih-
5
5t

U ( t, t0) = H U ( t, t0). (14)

将式 (12) 代入 (14) , 可得

ih-
5
5t

U ( t, t0) =

H 0U ( t, t0) + ∑
M

m = 1
f m ( t)H mU ( t, t0). (15)

令[5 ]

x ( t) = U ( t, t0) , X 0 (x ( t) ) = H 0x ( t) ,

X m (x ( t) ) = -
i
h-

H mU ( t, t0) ,m = 0, 1, ⋯,M .

则方程 (15) 变为
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dx
d t

= X 0 (x ( t) ) + ∑
M

m = 1
f m ( t)X m (x ( t) ). (16)

以此方式可将量子系综密度算符的演化方程转换成

对演化算符的操纵问题.

4　 量子力学控制的几个基本问题
　　 本文利用波函数对量子力学系统的纯态建立

了演化模型, 并用密度矩阵对量子力学系统的混合

态建立了演化模型. 在所建模型的基础上, 可重新叙

述量子系统控制的 5 个主要目标如下:

　　1) 某一纯态的初始化: 令Θ为H 上的一个任意

密度矩阵, 且 ûΩ〉∈H , 它是将要制备的状态矢量.

于是初始化包括所引起的迁移 Θ→ ûΩ〉〈Ωû.
　　2) 可控性分析: 所要设计的演化矩阵X 在 n 维

幺正矩阵的李群U (n) (或SU (n) ) 上变化. 探索这些

控制问题的数学工具较多, 其中包括代数、群理论以

及拓扑方法. 可借助于李群理论对经典系统可控性

问题的基本结果, 解决量子系统的可控性问题.

　　3) 幺正控制: 即驱动一个给定的初态到达事先

确定的终态 (目标态). 目标为设计一个幺正演化矩

阵X , 使得态矢 ûΩ〉转变成X ûΩ〉, 或将密度矩阵Θ转
变成X ΘX + .

　　4) 最优化控制: 可观测值可用H 上的厄米算符

A 来描述, 它的期望值 (系综的平均值) 为〈A ( t)〉=

T r (A Θ( t) ). 最优控制的目标就是寻找一种控制, 在

某个目标时刻 tF , 控制系统特别的量子状态群、量子

状态的子空间或系统的能量等, 达到可观测的期望

值的最大值.

　　5) 量子状态的非破坏性测量: 令 (P i) i∈I 是投影

的一个完全正交 (或可观测的) 群, H c 是希尔伯特空

间, 其上作用于作为测量仪器的任意系统. 可观测的

P i 的测量是一个幺正演化, 起始于直积态 û<〉á
ûΩ〉∈H c á H , 终止于状态∑

i

û<〉á P iûΩ〉. 其中

(û<i〉) i∈I 为测量仪器状态的正交归一化群.
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