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线性多变量离散系统全程滑模变结构控制

米　阳1, 李文林2, 井元伟1, 刘晓平1

(1. 东北大学 信息科学与工程学院, 辽宁 沈阳 110004; 2. 河南师范大学 数学与信息科学学院, 河南 新乡 453002)

摘　要: 讨论线性多变量离散不确定系统滑模变结构控制问题。利用全程滑动模态的思想, 通过构造切

换函数, 使系统的轨线一开始便落在切换面上, 缩短了到达时间, 增强了系统的鲁棒性; 利用系统的摄

动、干扰与采样时间的关系, 改进了控制律的设计, 使结论条件更符合物理意义。仿真实例说明了该方法

的有效性。
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Abstract: A sw itch ing surface fo r m ult i2variab le uncerta in discrete t im e system s is designed by using

global sliding mode m ethod. T h is app roach guaran tees that the tra jecto ry of the system arrives at the

sw itch ing surface at the very beginn ing. T he reach ing tim e is reduced and the system robustness is

imp roved. T he research also deduces the design of con tro l law via the rela t ionsh ip among the param eter

varia t ion, uncerta in distu rbance and samp ling tim e, w h ich m akes the conclusion mo re valuab le in

physics and is easy to design the con tro l law. T he sim ulation resu lts show that the app roach is

effective.
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1　引　　言
　　随着变结构系统理论[1, 2 ]的发展, 离散系统的变

结构控制得到了广泛的研究[3, 4 ]。在变结构控制系统

中, 系统的运动可分为两个阶段: 第 1 阶段是到达运

动, 即由到达条件保证系统运动在有限时间内从任

意初始状态到达切换面; 第 2 阶段是系统在控制律

的作用下保持滑模运动。变结构控制的优点在于其

滑动模态具有鲁棒性, 即系统只有在滑动阶段才具

有对参数摄动和外界干扰的不敏感性。缩短到达滑

模时间将有效地改善系统的动态性能, 而如何缩短

到达时间则是变结构控制的一个重要的研究方向。

　　文献[ 5 ]提出了全程滑模的思想, 并利用这一思

想研究了连续系统的变结构控制。离散系统与连续

系统相比有其新的特点。本文针对离散系统的滑模

控制, 在文献[ 5 ]的基础上研究不确定离散系统。选

择切换函数 s (x ) , 使系统轨线一开始就落在切换面

上, 并通过控制律的构造将系统运动保持在切换流

形附近, 使系统运动始终具有理想滑模的优良性能。

2　系统描述
　　考虑如下离散不确定系统
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　　　x (k + 1) =

　　　 (A + ∃A ) x (k ) + B u (k ) + D f (k )

　　　　　　　　　k = 0, 1, ⋯ (1)

其中: 状态变量 x (k ) ∈R n , 控制向量 u (k ) ∈R m , 外

界干扰 f (k ) ∈R l; (A ,B ) 完全能控,B 列满秩。

　　假设 1　系统的摄动和外干扰有界, 即

‖∃A ‖≤ Ωa , 　‖f ‖≤ Ωf (2)

其中 Ωa 和 Ωf 为已知正常数。

　　假设 2　矩阵 ∃A 和D 满足匹配条件, 即

rank (∃A ,B ) = rank (D ,B ) = rank (B ) (3)

3　 主要结果
3. 1　切换函数构造

　　选取切换函数

s (x , k ) = Cx (k ) - C E (k ) x (0) (4)

其中

E (k ) =
E 1 (k ) 0

0 E 2 (k )
(5)

E 1 (k ) =

Βk
1

ω
Βk

n- m

E 2 (k ) =

Βk
n- m + 1

ω
Βk

n

C 的选取参照文献[ 6 ], 令C = [C 1, C 2 ]。其中: C 1 ∈

R
(n- m )× (n- m ) , C 2 ∈R m ×m 为可逆阵; ûΒiû < 1, i = 1,

⋯, n。由式 (4) 易知 s (x (0) ) = 0, 即系统一开始便处

于理想滑动模态区。

　　利用以上构造的切换函数定义如下超平面带

S ∃
0 = {x ∈R nûsTs < ∃2} (6)

其中 ∃ 可视为切换带的宽度。

3. 2　控制律设计

　　本文用趋近律[6 ] 来构造控制 u。趋近律一般表

示为

s (k + 1) - s (k ) =

- ΕT sgn s (k ) - qT s (k ) (7)

其中: Ε和 q 均为对角阵, 对角元分别为 Εi 和 q i; T 为

采样周期, 0 < T q i < 1, Εi, q i > 0。

　　将方程 (1) 代入式 (4) , 解得控制

u (k ) =

- (CB ) - 1C ∃A x (k ) - (CB ) - 1CD f (k ) -

(CB ) - 1 [C (A - I ) x (k ) - C (E (k + 1) -

E (k ) ) x (0) + ΕT sgn s (k ) + qT s (k ) ] (8)

由于 u 中含有不确定项, 所以在实际中不能实现。为

构造可行的 u , 现给出如下假设:

　　假设 3　由假设 1 知 ∃A 和 f (k ) 有界, 不妨设

其上下界的估计值已知, 令

F +
1 = sup

‖∃A ‖≤Ωa

C ∃A x (k )

F +
2 = sup

‖f (k)‖≤Ωf

CD f (k )
(9)

F -
1 = inf

‖∃A ‖≤Ωa

C ∃A x (k )

F -
2 = inf

‖f (k)‖≤Ωf

CD f (k )
(10)

　　由此可得如下定理:

　　定理 1　选择控制

u (k ) =
u eq + u+ , 　s (k ) > 0

u eq + u - , 　s (k ) < 0
(11)

其中

u eq = - (CB ) - 1 [C (A - I ) x (k ) +

　　 C (E (k ) - E (k + 1) ) x (0) ]

u+ = (CB ) - 1 [ - ΕT sgn s (k ) -

　　qT s (k ) - F +
1 - F +

2 ]

u - = (CB ) - 1 [ - ΕT sgn s (k ) -

　　qT s (k ) - F -
1 - F -

2 ]

则系统 (1) 满足到达条件。

　　证明参见文献[ 6 ]。

　　注 1　 由定理 1 可估计出 ∃s (k ) 的一个界。当

s (k ) > 0时, 有 s (k + 1) - s (k ) ≥- ∃ - ‖s (k )‖;

当 s (k ) < 0 时, 有 s (k + 1) - s (k ) ≤ ∃ + ûs (k ) û。
两种情况皆有 ‖s (k + 1)‖ < m ax{‖s (k )‖, ∃},

所以某个时刻后系统的运动必将进入并保持在切换

带 s∃
0 内。

3. 3　稳定性分析

　　为了证明系统的稳定性, 现给出一个定义:

　　定义 1　若 x (k ) 有界且lim
k→∞

‖x (k )‖ ≤ ∃ , 则

称 x (k ) 为 ∃ 渐近稳定的。

　　 定理 2　 选择式 (2) 构造的切换函数 s (x (k ) )

和定理 1 构造的控制律, 可保证系统 (1) 具有渐近稳

定的理想滑动模态和 ∃ 渐近稳定的实际滑动模态。

　　 证明 　 首先证明系统 (1) 的理想滑动模态是

稳定的。系统 (1) 的简约型为

x 1 (k + 1) = A 11x 1 (k ) + A 12x 2 (k ) (12)

x 2 (k + 1) =

A 21x 1 (k ) + A 22x 2 (k ) +

B 2u (k ) + B 2A
�x (k ) + B 2D

�f (k ) (13)

设 x 3
1 代表理想滑动模态运动轨线, 则系统的理想滑

动模态方程为

第 4 期 米 阳等: 线性多变量离散系统全程滑模变结构控制 461



　　 x 3
1 (k + 1) = A 11x 3

1 (k ) + A 12x 3
2 (k ) (14)

　　 C 1x 3
1 (k ) + C 2x 3

2 (k ) - CE (k ) x (0) = 0

(15)

由式 (15) 得

x 3
2 (k ) = - C - 1

2 C 1x 3
1 (k ) + C - 1

2 C E (k ) x (0)

(16)

将式 (16) 代入 (14) , 可使滑动方程化为如下 n - m

维方程

x 3
1 (k + 1) =

(A 11 - A 12C
- 1
2 C 1) x 3

1 (k ) + A 12C
- 1
2 C E (k ) x (0)

(17)

记Aϖ = A 11 - A 12C
- 1
2 C 1, lγ = A 12C

- 1
2 C E (k ) x (0)。由

切换函数中C 的构造, 知 ûΚ(Aϖ) û < 1, 且Aϖ - I 可

逆。方程 (17) 两边同时加 (Aϖ - I ) - 1 lγ, 得

x 3
1 (k + 1) + (Aϖ - I ) - 1 lγ =

Aϖ[x 3
1 (k ) + (Aϖ - I ) - 1 lγ] (18)

由切换函数的构造知Aϖ 有期望的稳定极点, 所以

lim
k→∞

x 3
1 (k ) = lim

k→∞
- (Aϖ - I ) - 1 lγ =

lim
k→∞

- (Aϖ - I ) - 1A 12C
- 1
2 C E (k ) x (0) (19)

当 k →∞时, E (k ) → 0, 所以 x 3
1 (k ) → 0, 理想滑动

模态是渐近稳定的。

　　然后证明实际滑动模态是 ∃ 渐近稳定的。由前

面推导知理想滑动模态方程为

x 3
1 (k + 1) =

(A 11 - A 12C
- 1
2 C 1) x 3

1 (k ) + A 12C
- 1
2 C E (k ) x (0)

(20)

由

s (k ) = C 1x 1 (k ) + C 2x 2 (k ) + C E (k ) x (0)

(21)

可知理想切换流型附近的运动为

x 1 (k + 1) =

Aϖx 1 (k ) + A 12C
- 1
2 s (k ) + A 12C

- 1
2 C E (k ) x (0)

(22)

记 e (k ) = x 1 (k ) - x 3
1 (k ) , 则误差方程为

e (k + 1) = Aϖe (k ) + A 12C
- 1
2 s (k ) (23)

解该误差方程, 得

　　e (k ) = Aϖke (0) + ∑
k- 1

i= 1
Aϖk- i- 1A 12C

- 1
2 s ( i) (24)

所以

e (k + 1) =

Aϖk+ 1e (0) + ∑
k

i= 1
Aϖk- iA 12C

- 1
2 s ( i) (25)

由Aϖ, C 1 和C 2 的选取知

Aϖ = P

Κ1

ω
Κn- m

P - 1

其中 P 为可逆阵。不妨取 Κλ= m ax{ûΚ1û , ⋯, ûΚn- m û}

< 1, 则

e (k + 1) =

P

Κk+ 1
1

ω
Κk+ 1

n- m

P - 1e (0) +

∑
k

i= 1
P

Κk- i
1

ω
Κk- i

n- m

P - 1A 12C
- 1
2 s ( i)

由此得

‖e (k + 1)‖≤

‖P

Κk+ 1
1

ω
Κk+ 1

n- m

P - 1‖‖e (0)‖ +

∑
k

i= 1
‖P

Κk- i
1

ω
Κk- i

n- m

P - 1‖‖A 12C
- 1
2 ‖‖s ( i)‖

‖e (k + 1)‖≤

‖P ‖‖P - 1‖‖e (0)‖‖
Κk+ 1

1

ω
Κk+ 1

n- m

‖ +

‖s ( i)‖‖P ‖‖P - 1‖‖A 12C
- 1
2 ‖×

‖∑
k

i= 1

Κk- i
1

ω
Κk- i

n- m

‖

所以

‖e (k + 1)‖≤

‖P ‖‖P - 1‖‖e (0)‖ûΚλk+ 1û +

∃‖P ‖‖P - 1‖‖A 12C
- 1
2 ‖‖∑

k

i= 1
Κλk- i‖

记 M 1 = ‖P ‖‖P - 1‖‖e (0)‖, M 2 =

∃‖P ‖‖P - 1‖‖A 12C
- 1
2 ‖。因为

∑
k

i= 1

Κλk- i <
1

1 - Κλ

所以

‖e (k + 1)‖≤M 1ûΚλk+ 1û +
M 2

1 - Κ
- ∃

当 k 充分大时, û Κ
- k+ 1û → 0。于是有

‖e (k + 1)‖≤
2M 2

1 - Κλ∃
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记M 3 =
2M 2

1 - Κλ, 则得 ‖e (k + 1)‖ ≤M 3∃。因为

x 1 (k ) = x 1 (k ) - x 3
1 (k ) + x 3

1 (k ) , 所以

‖x 1 (k )‖≤

‖x 1 (k ) - x 3
1 (k )‖ + ‖x 3

1 (k )‖ =

‖e (k )‖ + ‖x 3
1 ‖≤M 3∃ + ‖x 3

1 ‖

因为理想滑模渐近稳定, 即 x 3
1 → 0, 所以当 k 充分大

时, 有‖x 1 (k )‖≤ 2M 3∃。进而有 x 2 (k ) = C - 1
2 (s (k )

- C 1x 1 (k ) ) , 所以

‖x 2 (k )‖≤‖C - 1
2 ‖∃ + ‖C - 1

2 C 1‖‖x 1 (k )‖

从而当 k 充分大时, 有

‖x (k )‖≤‖x 1 (k )‖ + ‖x 2 (k )‖≤M 4∃
其中

M 4 = 2M 3 + ‖C - 1
2 ‖ + 2‖C - 1

2 C 1‖M 3

记区域N = {x û‖x ‖ ≤M 4∃}。则当 k 充分大时,

x (k ) ∈N ∩ S ∃
0 , 即实际滑模是 ∃ 渐近稳定的。□

4　 系统仿真
　　考虑如下不确定离散系统

x (k + 1) =
(A + ∃A ) x (k ) + B u (k ) + D f (k )

其中

A =
1 1

0 0. 5
, 　∃A = 0

B = [ 0　1 ]T , 　D = [ 0　1 ]T

f (k ) 是不确定项。
　　 取常规切换函数 s1 (x (k ) ) = C x (k ) 和本文设
计的切换函数 s2 (x (k ) ) = C x (k ) - C E (k ) x (0) , 利
用极点配置选择C = [ 1　1 ], 使滑动方程具有期望
的极点 1ö2, 并设

E (k ) =
1ö2k 0

0 1ö2k

ΕT = 0. 25, 　qT = 0. 5

　　仿真结果如图 1 所示。其中: 图 1 (a) 和图 1 (b)

是当系统含有正弦不确定项时, 利用传统方法和本
文方法得到的系统切换函数变化曲线; 图 1 (c) 和图
1 (d) 是系统含有余弦不确定项时, 利用传统方法和
本文方法得到的系统切换函数变化变线。由图可以
看出, 与常规方法相比, 本文设计的方法使系统运动
一开始便落在滑动模态上, 缩短了到达时间, 增强了
系统的鲁棒性。

5　 结　　语
　　本文利用全程滑动模态的思想, 通过对不确定

离散系统构造切换函数, 使得系统一开始便能到达

滑模面, 缩短了到达过程, 充分利用了变结构系统只

有在滑动模态才具有的鲁棒性的优势; 并将切换函

(a)　传统方法切换函数的变化

(b)　本文方法切换函数的变化

(c)　传统方法切换函数的变化

(d)　本文方法切换函数的变化

图 1　切换函数 s (k)变化曲线

数和滑动模态带的构造与控制器的设计有机结合,

充分发挥了系统自身的优势, 可抑制不确定性和离

散化后对系统产生的负面影响, 保证系统的渐近稳

定性。

(下转第 467 页)
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下推论:

　　推论 2　如果存在矩阵 K 及正定矩阵 P > 0,

使得如下R iccat i 矩阵不等式成立

(A + A 1 + B 2K ) T P (A + A 1 + B 2K ) - P < 0

(11)

则采用无记忆状态反馈控制 (2) 时, 线性离散时滞

系统 (1) 是渐近稳定的。

　　注 3　 由推论 2 可以看出, 当时滞参数 d = 0

时, 所得结论与无时滞线性系统是一致的; 而对于一

般的滞后无关型控制器设计方案来说, 则得不到类

似的结论。

4　 结　　语
　　本文基于适当的L yapunov 泛函, 对于存在状

态时滞的线性离散时滞系统, 给出了滞后相关型

H ∞状态反馈控制器设计方案, 仅需求解一个相应

的线性矩阵不等式即可求得满足设计要求的控制

器, 且无需调整任何参数。当滞后常数较小时 (与系

统参数相比较而言)具有较小的保守性。
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