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不确定时滞系统的鲁棒绝对稳定性研究

高金凤, 俞　立
(浙江工业大学 信息工程学院, 浙江 杭州 310032)

摘　要: 基于L yapunov 稳定性理论, 采用线性矩阵不等式处理方法, 研究具有参数不确定性的时滞系统鲁棒绝对稳

定性问题. 导出了用线性矩阵不等式系统可行性描述的系统鲁棒绝对稳定的滞后依赖型条件, 据此可计算出最大的

允许时滞界. 通过求解一组线性矩阵不等式, 给出使得闭环系统鲁棒绝对稳定的无记忆状态反馈控制律设计方法.
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Abstract: T he p rob lem of robust abso lu te stab ility is studied fo r a class of uncerta in t im e2delay system s based on

L yapunov stab ility theo ry. A delay2dependen t sufficien t condit ion fo r the robust abso lu te stab ility is derived and is

exp ressed as the feasib ility p rob lem of a certa in linear m atrix inequality system. A nd a m axim um delay bound is

ob tained by so lving a co rresponding convex op tim ization p rob lem. Furthermo re, a p rocedure of design ing

m emo ryless sta te feedback con tro llers is p resen ted such that the clo sed2loop uncerta in system s are robustly

abso lu tely stab le.
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1　引　　言
　　关于时滞系统的分析和综合问题, 在过去几十

年中得到了广泛的研究, 并取得了一系列研究成果.

近年来, 针对具有滞后状态L u rie 系统的绝对稳定

性问题的研究, 也取得了一定的进展[1～ 5 ]. 特别是文

献 [ 5 ], 通过引进一个改进的矩阵不等式, 导出了具

有更小保守性的时滞系统的绝对稳定性条件, 并据

此给出使得闭环系统绝对稳定的状态反馈控制器设

计方法, 但没有考虑模型的参数不确定性. 在实际系

统中, 模型参数不确定性是不可避免的. 本文的目的

是将文献[ 5 ]的结论推广到具有参数不确定性的系

统.

2　问题描述与准备知识
　　考虑图 1 所示的反馈关联系统 2 , 系统 G 的状

态空间模型可描述为

图 1　反馈关联系统 2
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xα( t) = (A + ∃A ( t) ) x ( t) + (A d +

　　 　∃A d ( t) ) x ( t - d ) + D 2w ( t) ,

z ( t) = Cx ( t).

(1)

其中: x ( t) ∈R n 是系统的状态向量,w ( t) ∈R m 是输

入信号, z ( t) ∈R m 是输出信号; A ,A d , C ,D 2 是已知

的具有适当维数的实常数矩阵; d > 0是滞后时间常

数; ∃A 和 ∃A d 是不确定矩阵, 表示模型中的参数不

确定性, 假定它们是范数有界的, 且有如下形式:

∃A ( t) = D 1F ( t) E a , ∃A d ( t) = D 1F ( t) E d.

式中: F ( t) ∈ R i×j 是满足 F T ( t) F ( t) ≤ I 的未知矩

阵; D 1, E a , E d 是已知的常数矩阵, 反映了参数不确

定性的结构. 系统的反馈关联具有如下形式:

w ( t) = - Υ( t, z ( t) ). (2)

式中 Υ( t, z ) : [ 0, ∞) × R m → R m 是属于扇形区域

[V 1,V 2 ] 的非线性函数, 即 Υ( t, z ) 是满足

[Υ( t, z ) - V 1z ]T [Υ( t, z ) - V 2z ] ≤ 0,

Π t ≥ 0, Π z ∈R m. (3)

任意非线性函数,V 1 和V 2 是已知的实矩阵, 且V =

V 2 - V 1 是对称正定矩阵.

定义 1　如果对任意允许的不确定性和属于扇

形区域 [V 1,V 2 ] 的任意非线性函数 Υ( t, z ) , 反馈关

联系统 2 都是渐近稳定的, 则系统 2 在扇形区域

[V 1,V 2 ] 内是鲁棒绝对稳定的.

定义 1 将时滞系统的绝对稳定性概念推广到具

有参数不确定性的时滞系统. 在本文定理的证明中,

将用到以下引理:

引理 1[5 ]　考虑系统 (1) , 如果存在对称正定矩

阵 P , 对称矩阵Q , X , Z 和矩阵 Y , 使得对所有允许

的不确定性, 以下矩阵不等式组成立:

X Y

Y T Z
≥ 0, (4)

M PAϖd - Y PD 2 - C T (V 2 - V 1) T dAϖTZ

3 - Q 0 dAϖT
d Z

3 3 - 2I dD T
2 Z

3 3 3 - d Z

< 0.

(5)

则系统 2 在扇形区域 [V 1,V 2 ] 内是鲁棒绝对稳定

的. 其中

M = P (A - D 2V 1C ) + (A -

　　D 2V 1C ) T P + dX + Y + Y T +

　　Q + PD 1F E a + E T
a F TD T

1 P ,

Aϖ = A - D 2V 1C + D 1F E a ,

Aϖd = A d + D 1F E d.

3 表示由矩阵的对称性得到的矩阵块.

3　 主要结果
　　定理 1　考虑系统 (1) , 如果存在对称正定矩阵

P , 对称矩阵Q , X , Z 和矩阵 Y , 以及常数Ε> 0, 使得

X Y

Y T Z
≥ 0, (4)

5 1 5 2 5 3 5 4 PD 1

3 - Q + ΕE T
d E d 0 dA T

d Z 0

3 3 - 2I dD T
2 Z 0

3 3 3 - d Z d ZD 1

3 3 3 3 - ΕI

< 0. (6)

同时成立, 则系统 (1) 在扇形区域[V 1,V 2 ] 内是鲁棒

绝对稳定的. 其中

M 1 = P (A - D 2V 1C ) + (A -

　 　D 2V 1C ) TP + Y + Y T + dX + Q ,

5 1 = M 1 = ΕE T
a E a ,

5 2 = PA d - Y + ΕE T
a E d ,

5 3 = PD 2 - C TV T ,

5 4 = d (A - D 2V 1C ) TZ.

　　 证明　将Aϖ = A - D 2V 1C + D 1F ( t) E a 和Aϖd

= A d + D 1F ( t) E d 代入式 (5) , 并记

8 =

M 1 PA d - Y 5 3 5 4

3 - Q 0 dA T
d Z

3 3 - 2I dD T
2 Z

3 3 3 - d Z

. (7)

采用文献 [ 6 ] 中定理 1 的处理方法, 则矩阵不等式

(5) 可写成关于不确定性矩阵 F 的二次不等式. 根

据矩阵的 Schu r 补性质, 可知其等价于不等式 (6).

由引理 1 可得到定理 1 的结论. □

对于给定的滞后时间 d , 矩阵不等式 (4) 和 (6)

可应用求解线性矩阵不等式可行性问题的有效方

法, 求解该线性矩阵不等式系统. 进而可应用定理 1

求出使得系统 (1) 保持鲁棒绝对稳定的最大允许滞

后时间 d 3 . d 3 可通过求解如下优化问题而得到.

m ax
Ε, P ,Q , X , Y , Z

d ,

s. t. P > 0, (4) , (6). (8)

　　容易看出, 该问题是具有线性矩阵不等式约束

的广义特征值问题, 故可应用LM I 工具箱中的求解

器 gevp , 得到该问题的全局最优解.

下面应用鲁棒绝对稳定性问题的分析结果进行

控制器的综合. 为此, 考虑带有控制输入的不确定时

滞系统
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xα( t) = (A + ∃A ( t) ) x ( t) +

　 　　 (A d + ∃A d ( t) ) x ( t - d ) +

　 　　D 2w ( t) + B u ( t) ,

z ( t) = C x ( t).

(9)

目的是设计状态反馈控制律 u ( t) = K x ( t) , 使得如

下闭环系统

xα( t) = (A + ∃A + B K ) x ( t) +

(A d + ∃A d ) x ( t - d ) + D 2w ( t) ,

z ( t) = Cx ( t).

(10)

对属于扇形区域[V 1,V 2 ] 的任意非线性函数 Υ( t, z )

是鲁棒绝对稳定的. 称具有这样性质的控制律为系

统 (9) 的鲁棒绝对稳定化控制律.

定理 2　 对于系统 (9) 和给定的扇形区域[V 1,

V 2 ], 如果存在对称正定矩阵 Pδ, 对称矩阵Qδ, Xδ, Zδ和
矩阵W

δ, Y
δ以及常数Κ> 0, 使得矩阵不等式组成立:

　　

# 1 # 2 # 3 # 4 PδE T
a 0

3 - Qδ 0 d PδA T
d PδE T

d 0

3 3 - 2I dD T
2 0 0

3 3 3 - d Zδ 0 d ΚD 1

3 3 3 0 - ΚI 0

3 3 3 d ΚD T
1 0 - ΚI

< 0, (11)

Xδ Yδ

YδT PδZδ- 1Pδ
≥ 0. (12)

则 u ( t) = W
δ

P
δ- 1x ( t) 是系统 (9) 的一个鲁棒绝对稳

定化控制律. 其中

# 1 = M 2 + ΚD 1D
T
1 ,

# 2 = A d Pδ - Yδ,

# 3 = D 2 - PδC TV T ,

# 4 = d [Pδ(A - D 2V 1C ) T +

　 　WδTB T + ΚD 1D
T
1 ],

M 2 = (A - D 2V 1C ) P
δ + BWδ +

　 　Pδ(A - D 2V 1C ) T + WδTB T +

　 　Yδ + YδT + dXδ + Qδ.
　　证明　考虑闭环系统 (10) , 证明过程类似于定

理 1. 但在处理不确定性矩阵时, 令 Κ= Ε- 1, 即关于

不确定性矩阵F 的二次不等式中的Ε由Κ- 1 来代替.

根据矩阵的Schu r 补性质和引理 1, 如果存在对称正

定矩阵P , 对称矩阵Q , X , Z 和矩阵Y , 以及常数Κ>

0, 使得矩阵不等式 (4) 和下式成立:

M 3 + ΚPD 1D T
1 P PA d - Y PD 2 - C T (V 2 - V 1) T

3 - Q 0

3 3 - 2I

3 3 3
3 3 3

→

←

d (A + B K - D 2V 1C ) TZ + Κd PD 1D T
1 Z E T

a

dA T
d Z E T

d

dD T
2 Z 0

- d Z + Κd 2ZD 1D T
1 Z 0

0 - ΚI

< 0.

(13)

则闭环系统 (10) 鲁棒绝对稳定. 其中

M 3 = P (A + B K - D 2V 1C ) +

(A + B K - D 2V 1C ) T P +

Y + Y T + dX + Q.

对式 (13) 左边的矩阵分别左乘和右乘矩阵

diag{P - 1, P - 1, I , Z - 1, I }, 对式 (4) 左边的矩阵分别

左乘和右乘矩阵 diag{P - 1, P - 1}, 并记 P
δ = P - 1, W

δ

= K P - 1, Qδ = P - 1Q P - 1, Yδ = P - 1Y P - 1, Xδ =

P - 1X P - 1, Zδ= Z - 1. 再次利用矩阵的Schu r补性质,

可推出由式 (4) 和 (13) 导出的结果分别等价于式

(12) 和 (11). □

不等式 (12) 不是线性的, 故无法利用现有的

LM I工具箱对此问题直接进行求解. 若令P
δ= Z

δ, 则

可得如下推论:

推论 1　 对于系统 (9) 和给定的扇形区域[V 1,

V 2 ], 如果存在对称正定矩阵 Pδ, 对称矩阵Qδ, Xδ 和矩

阵Wδ, Yδ以及正数 Κ, 使得如下矩阵不等式组成立:

M 2 + ΚD 1D T
1 A d Pδ - Yδ D 2 - PδC T (V 2 - V 1) T

3 - Qδ 0

3 3 - 2I

3 3 3
3 3 3
3 3 3

→

←

d [Pδ(A - D 2V 1C ) T +

WδTB T + ΚD 1D T
1 ]

PδE T
a 0

d PδA T
d PδE T

d 0

dD T
2 0 0

- d Pδ 0 d ΚD 1

0 - ΚI 0

d ΚD T
1 0 - ΚI

< 0, (14)

X
δ

Y
δ

Y
δT P

δ ≥ 0. (15)

其中M 2 如定理 2 所定义, 则 u ( t) = WδPδ- 1x ( t) 是系

统 (9) 的一个鲁棒绝对稳定化控制律.

如果该线性矩阵不等式系统有解, 则可用它的

任意一个可行解构造出系统 (9) 的一个鲁棒绝对稳

定化控制律. 但该推论所得结果具有一定的保守性,

它是在假设 P
δ = Z

δ的前提下, 以结果的保守性换取

求解计算的方便性和有效性. (下转第 119 页)
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　　　V u = M (qD H + Κ
→

) ,

　　　H = [H h1　⋯　H hS
]T ,

　　　Κ
→

= Κ[ 1　⋯　1 ]T
N ×1,V cl = qM D P ,

　　　P = [c (k + h 1)　⋯　c (k + hS ) ]T ,

　　　V ck = qM D K , K = [Αh1　⋯　ΑhS ]T.

3　 数值仿真
　　针对一个二阶系统

Gm (s) =
1

10s2 + 10s + 2
,

实际被控对象为

G p (s) =
0. 6

8s2 + 5s + 1
,

跟踪幅值为 0. 5 的阶跃设定值. 当 k > 100 时, 存在

图 1　 本文预测函数控制方法的仿真曲线

图 2　 原有预测函数控制方法的仿真曲线

外部干扰 d (k ) = 0. 5.

　　采用本文的预测函数控制方法, 其仿真结果如

图 1 所示; 而用原有基于状态方程的预测函数控制

方法[1 ] , 其仿真结果如图 2 所示. 其中: 实线表示设

定值 c, 点线表示过程输出 y. 比较两图可以看出, 本

文预测函数控制方法没有超调, 具有更好的鲁棒性,

跟踪快速, 抑制干扰能力强.

4　 结　 　论
　　本文基于灰色系统模型建立了预测函数控制算

法. 通过数值仿真表明, 该算法不仅比一般基于状态

方程的算法[1 ]更优, 即鲁棒性好、跟踪快速和抑制干

扰能力强, 而且建模简单, 可描述系统的不确定性和

不完全性, 因此具有更广泛的应用范围.
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