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含正弦扰动的离散时滞系统的次优减振控制

张宝琳, 唐功友, 郑　师, 孙　亮
(中国海洋大学 信息科学与工程学院, 山东 青岛 266071)

摘　要: 研究状态变量含有时滞的线性离散系统在正弦扰动下的前馈2反馈最优减振控制问题. 将系统的最优控制

问题转化为非齐次线性两点边值问题族,利用逐次逼近法得到了系统的最优控制律. 该控制律由解析的前馈2反馈控
制律和补偿序列的极限组成. 通过截取补偿序列的有限项,得到了系统的前馈2反馈次优减振控制律. 仿真结果表明,

该方法对抑制正弦扰动的鲁棒性优于经典反馈最优控制.
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Abstract: Op tim al damp ing con tro l fo r linear discrete t im e2delay system s w ith addit ive sinuso idal distu rbances is

considered. T he o riginal op tim al con tro l p rob lem is transfo rm ed in to a sequence of nonhomogeneous linear tw o2po in t

boundary value p rob lem s. By using a successive app rox im ation app roach, the op tim al con tro l law that consists of

accurate linear term s and a lim it of a sequence of adjo in t compensation term s is ob tained. A subop tim al con tro l law is

ob tained by tak ing the fin ite2step itera t ion of the compensation sequence. Sim ulations show that the p ropo sed

algo rithm has better robustness w ith respect to addit ive sinuso idal distu rbances than that of the classical feedback

op tim al con tro l.
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1　引　　言
　　离散时滞系统的分析与综合问题是控制理论与

控制工程领域的研究热点和难点. 离散时滞系统可

以通过扩维方法将原系统等效为无时滞的高阶系

统[1 ]. 但对于时滞较大或阶数较高的系统,其最优控

制律设计的计算量将按指数规律增长,导致“维数灾

难”问题. 因此,扩维方法仅适合于时滞不大且原系

统阶数较低的系统. 另一方面,对离散时滞系统直接

求二次型性能指标的最优控制,其最优线性调节器

问题将导致求解既含有时滞项又含有超前项的两点

边值问题. 该问题无论求精确解还是数值解都很困

难[2 ]. 所以离散时滞系统最优控制的近似方法研究

是一个重要的研究课题.

在实际中存在大量带正弦扰动的系统[3, 4 ] ,如海

洋平台的实时振动控制系统等. 近年来,关于外部正

弦扰动下系统减振控制问题的研究引起了人们的广

泛重视[5～ 9 ]. 对于在外界正弦扰动力作用下系统的

最优控制问题,用初值问题得到的反馈最优控制对



正弦扰动力的鲁棒性较差[5, 6 ]. 针对含正弦扰动的线

性时滞系统,通过无滞后转换法 (逐次逼近法)得到

的前馈2反馈次优控制律[9 ]在抑制正弦扰动方面有

良好的鲁棒性.

本文研究线性离散时滞系统在外部正弦扰动下

的最优减振控制问题,利用离散系统最优控制的逐

次逼近法[10, 11 ]提出了一种近似的前馈2反馈最优控
制律. 首先构造了一族无时滞控制系统序列,并证明

这个序列的解一致收敛于原时滞系统的解; 然后将

原时滞系统的最优控制问题简化为求解一族无时滞

的最优控制序列问题,通过迭代计算得到近似的前

馈2反馈最优控制律. 仿真结果表明,与反馈最优控

制相比,本文的方法对抑制正弦扰动有更好的鲁棒

性.

2　问题的描述
　　考虑线性离散时滞系统

x (k + 1) = A x (k ) + A 1x (k - h ) +

　　　　 　B u (k ) + D v (k ) , k = 0, 1,⋯;

x (k ) = Υ(k ) , k = - h , - h + 1,⋯, 0. (1)

其中: x ∈R n为状态, u∈R r为控制输入, v∈R m 为

外部扰动,A ,A 1,B 及D 是适当维数的矩阵. Υ(k ) 是

已知的初始状态,时滞 h 是正整数. 假设 v 可表示为

v (k ) =

v 1 (k )

v 2 (k )

�
vm (k )

=

Α1 sin (Ξ1k + Υ1)

Α2 sin (Ξ2k + Υ2)

�
Αm sin (Ξm k + Υm )

. (2)

其中频率 Ξi 为已知,且具有如下关系:

- Π< Ξ1 ≤ Ξ2 ≤⋯≤ Ξm ≤ Π. (3)

　　对于有限时域最优控制问题,选取如下形式的

二次型性能指标:

J =
1
2

x T (N )Q N x (N ) +

1
2∑

N - 1

k= 0
[x T (k )Q x (k ) + uT (k )R u (k ) ]. (4)

对于无限时域的情形, 由于系统存在持续的正弦扰

动,选择通常的无限时域二次型性能指标是不收敛

的. 因此,一般可选取如下形式的二次型平均性能指

标[5, 6 ]:

J = lim
N →∞

1
N ∑

N

k= 0
[x T (k )Q x (k ) + uT (k )R u (k ) ].

(5)

其中: Q ,Q N ∈R n×n为半正定矩阵, R ∈R r×r为正定

矩阵. 系统的最优控制问题是寻找控制 u3 (k ) , 使

(4) 或 (5) 取最小值.

3　有限时域最优控制
　　为了证明方便, 先引入一个引理. 考虑时变离

散时滞系统

z (k + 1) = G (k ) z (k ) + G 1 (k ) z (k - h ) ,

k = 0, 1⋯,N ;

z (k ) = Ν(k ) , k = - h , - h + 1,⋯, 0. (6)

其中: z∈R n为状态, G (k ) 和G 1 (k ) 是适当维数的时

变矩阵, Ν(k ) 为已知的初始状态.

引理 1[10, 11 ]　定义函数向量序列{z
( j ) }为

z
(0) (k ) = ∏

k

m = 1
G (k - m ) Ν(0) ,

　　　　k = 1, 2,⋯,N ;

z
( j ) (k ) =

∏
k

m = 1

G (k - m ) Ν(0) + ∑
k- 1

i= 0
{[∏

k- i- 1

m = 1

G (k -

m ) ]G 1 ( i) z
( j - 1) ( i - h ) }, k = 1, 2,⋯,N ;

z
( j ) (k ) = Ν(k ) , k = - h , - h + 1,⋯, 0;

j = 1, 2,⋯. (7)

其中规定

∏
0

m = 1
G (k - m ) = I.

则序列{z
( j ) }一致收敛于系统 (6) 的解.

系统 (1) 关于二次型性能指标 (4) 的最优控制

问题的充要条件导致求解下列两点边值问题:

x (k + 1) = A x (k ) + A 1x (k - h ) -

　 　　　　B R - 1B T Κ(k + 1) + D v (k ) ;

Κ(k ) =

Q x (k ) + A T Κ(k + 1) + A T
1 Κ(k + h + 1) ,

　k = 0, 1,⋯,N - h - 1;

Q x (k ) + A T Κ(k + 1) , k = N - h ,⋯,N - 1;

x (k ) = Υ(k ) , k = - h , - h + 1,⋯, 0;

Κ(N ) = Q N x (N ). (8)

最优控制律由下式确定

u (k ) = - R - 1B T Κ(k + 1) ,

k = 0, 1,⋯,N - 1. (9)

　　令

Κ(k ) = P 1 (k ) x (k ) + P 2 (k ) v (k ) +

P 3 (k ) v Ξ (k ) + g (k ) , (10)

其中

v Ξ (k ) = [v 1 (k -
Π

2Ξ1
) , v 2 (k -

Π
2Ξ2

) ,

⋯, vm (k -
Π

2Ξm
) ]

T
. (11)

　　为简单起见,先给出下面一组式子:

Ω1 = diag{co s Ξ1, co s Ξ2,⋯, co s Ξm },

Ω2 = diag{sin Ξ1, sin Ξ2,⋯, sin Ξm },

S (k ) = R + B TP 1 (k )B ,

L (k ) = I - P 1 (k )B S - 1 (k )B T ,
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M 1 (k ) = P 1 (k )D + P 2 (k ) Ω1 + P 3 (k ) Ω2,

M 2 (k ) = P 3 (k ) Ω1 - P 2 (k ) Ω2. (12)

易知, v (k ) 和 v Ξ (k ) 满足

v (k + 1) = Ω1v (k ) - Ω2v Ξ (k ) ,

v Ξ (k + 1) = Ω2v (k ) + Ω1v Ξ (k ). (13)

将式 (8) 代入式 (10) ,通过比较 x (k ) , v (k ) 和 v Ξ (k )

的系数可得 P 1 (k ) , P 2 (k ) 和 P 3 (k ) 的矩阵差分方程

以及关于伴随向量 g (k ) 的差分方程如下:

P 1 (k ) = Q + A TL (k + 1) P 1 (k + 1)A ,

P 1 (N ) = Q N , k = 0, 1,⋯,N - 1;
(14)

P 2 (k ) = A TL (k + 1) [P 1 (k + 1)D +

　　　P 2 (k + 1) Ω1 + P 3 (k + 1) Ω2 ],

P 2 (N ) = 0, k = 0, 1,⋯,N - 1;

(15)

P 3 (k ) = A TL (k + 1) [P 3 (k + 1) Ω1 -

　　　　P 2 (k + 1) Ω2 ],

P 3 (N ) = 0, k = 0, 1,⋯,N - 1;

(16)

g (k ) =

A TL (k + 1) [g (k + 1) +

P 1 (k + 1)A 1x (k - h ) ] +

A T
1 [P 1 (k + h + 1) x (k + h + 1) +

P 2 (k + h + 1) v (k + h + 1) +

P 3 (k + h + 1) v Ξ (k + h + 1) +

g (k + h + 1) ], k = 0, 1,⋯,N - h - 1;

A TL (k + 1) [g (k + 1) + P 1 (k +

1)A 1x (k - h ) ], k = N - h ,⋯,N - 1;

g (N ) = 0.

(17)

　　当 P 1 (k ) , P 2 (k ) 和 P 3 (k ) 求得后,进一步可得

到系统的状态方程和最优控制律分别为

x (k + 1) =

L T (k + 1) [A x (k ) + A 1x (k - h ) ] -

B S - 1 (k + 1)B T g (k + 1) + [D -

B S - 1 (k + 1)B TM 1 (k + 1) ]v (k ) -

B S - 1 (k + 1)B TM 2 (k + 1) v Ξ (k ) ,

　　　　k = 1, 2,⋯,N - 1; (18)

x (k ) = Υ(k ) , k = - h , - h + 1,⋯, 0;

u3 (k ) =

- S - 1 (k + 1)B T {P 1 (k + 1) [A x (k ) +

A 1x (k - h ) ] + g (k + 1) +

M 1 (k + 1) v (k ) + M 2 (k + 1) v Ξ (k ) },

k = 0, 1,⋯,N - 1. (19)

显然,为了得到 u3 (k ) ,需要求解由式 (17) 和式 (18)

确定的既含有超前项又含有时滞项的两点边值问

题. 该问题无论是求精确解还是求数值解都非常困

难,所以有必要研究该类问题的近似解. 为此, 构造

关于 g (k ) 和 x (k ) 的两点边值问题族

g
(0) (k ) = 0, k = 0, 1,⋯,N ;

g
( j ) (k ) =

A TL (k + 1) [g
( j ) (k + 1) +

P 1 (k + 1)A 1x
( j - 1) (k - h ) ] +

A T
1 [P 1 (k + h + 1) x

( j - 1) (k + h + 1) +

P 2 (k + h + 1) v (k + h + 1) +

P 3 (k + h + 1) v Ξ (k + h + 1) +

g
( j - 1) (k + h + 1) ],

　k = 0, 1,⋯,N - h - 1;

A TL (k + 1) [g
( j ) (k + 1) +

P 1 (k + 1)A 1x
( j - 1) (k - h ) ],

　k = N - h ,⋯,N - 1;

g
( j ) (N ) = 0, j = 1, 2,⋯;

(20)

x
( j ) (k + 1) =

L T (k + 1) [A x
( j ) (k ) + A 1x

( j ) (k - h ) ] -

B S - 1 (k + 1)B T g
( j ) (k + 1) + [D -

B S - 1 (k + 1)B TM 1 (k + 1) ]v (k ) -

B S - 1 (k + 1)B TM 2 (k + 1) v Ξ (k ) ,

　k = 0, 1,⋯,N - 1;

x
( j ) (k ) = Υ(k ) ,

k = - h , - h + 1,⋯, 0; j = 0, 1, 2,⋯.

(21)

对应的控制序列为

u
( j ) (k ) =

- S - 1 (k + 1)B T {P 1 (k + 1) [A x
( j ) (k ) +

A 1x
( j ) (k - h ) ] + g

( j ) (k + 1) +

M 1 (k + 1) v (k ) + M 2 (k + 1) v Ξ (k ) },

k = 0, 1,⋯,N - 1; j = 1, 2,⋯. (22)

　　由于 v (k ) 和 v Ξ (k ) 有界, 根据引理 1, 序列

{g
( j ) (k ) }, {x

( j ) (k ) } 的解序列分别一致收敛于式
(17) 和式 (18) 的解. 从而控制序列{u

( j ) (k ) }的解也

一致收敛于式 (19) 的解.

综上所述,有下述定理:

定理 1　系统 (1) 满足性能指标 (4) 的前馈 2反
馈最优控制律为

u3 (k ) =

- S - 1 (k + 1)B T {P 1 (k + 1) [A x (k ) +

A 1x (k - h ) ] + g
(∞) (k ) +

M 1 (k + 1) v (k ) + M 2 (k + 1) v Ξ (k ) },

k = 0, 1,⋯,N - 1. (23)

其中: P 1 (k ) 为R icca t i差分方程 (14) 的唯一半正定

解, g
(∞) (k ) Χ lim

j→∞
g

( j ) (k ) , v Ξ和M 1 (k ) ,M 2 (k ) 分别由

式 (11) 和式 (12) 确定.

4　无限时域最优控制
　　为证明最优控制的存在唯一性,先引入如下引
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理:

引理 2[12 ]　设Aϖ∈Cm×m ,Bϖ∈C n×n , # ∈C n×m ,

则 Stein 矩阵方程

BϖX AϖT - X = # (24)

有唯一解,当且仅当下式成立:

Κi (Aϖ) Κj (Bϖ) ≠ 1,

i = 1, 2,⋯,m ; j = 1, 2,⋯, n. (25)

　　 当二次型性能指标选择为式 (5) 的形式时, 有

下面结论:

定理 2　考虑由式 (1) 和式 (2) 定义的离散时

滞系统关于二次型平均性能指标 (5) 的最优控制问

题. 假设 (A ,B ) 可控, (A ,Q 1ö2) 可观测, 则前馈 2反
馈最优控制律唯一存在,且可表示为

u3 (k ) = - S - 1B T {P 1 [A x (k ) + A 1x (k - h ) ] +

g
(∞) (k ) + M 1v (k ) + M 2v Ξ (k ) }. (26)

其中

M 1 = P 1D + P 2Ω1 + P 3Ω2,

M 2 = P 3Ω1 - P 2Ω2; (27)

P 1 为R iccat i矩阵方程

A TL P 1A + Q - P 1 = 0 (28)

的唯一正定解,这里L = I - P 1B S - 1B T , S = R +

B TP 1B ; P 2, P 3 为联立矩阵方程组

A TL P 2Ω1 - P 2 = - A TL (P 1D + P 3Ω2) , (29)

A TL P 3Ω1 - P 3 = A TL P 2Ω2 (30)

的唯一解; g
( j ) (k ) 和 x

( j ) (k ) 满足

g
(0) (k ) = 0, k = 0, 1,⋯,N ;

g
( j ) (k ) =

A TL [g
( j ) (k + 1) + P 1A 1x

( j - 1) (k - h ) ] +

A T
1 [P 1x

( j - 1) (k + h + 1) ] +

P 2v (k + h + 1) + P 3v Ξ (k + h + 1) +

g
( j - 1) (k + h + 1) ],

　k = 0, 1,⋯,N - h - 1;

A TL [g
( j ) (k + 1) + P 1A 1x

( j - 1) (k - h ) ],

　k = N - h ,N - h + 1,⋯;

g
( j ) (∞) = 0, j = 1, 2,⋯;

(31)

x
( j ) (k + 1) =

L T [A x
( j ) (k ) + A 1x

( j ) (k - h ) ] -

B S - 1B T g
( j ) (k + 1) + [D -

B S - 1B TM 1 ]v (k ) - B S - 1B TM 2v Ξ (k ) ,

　k = 0, 1, 2,⋯;

x
( j ) (k ) = Υ(k ) , k = - h , - h + 1,⋯, 0;

　j = 0, 1, 2,⋯.

(32)

　　证明　令

Κ(k ) = P 1x (k ) + P 2v (k ) + P 3v Ξ (k ) + g (k ) ,

(33)

类似于有限时域的推导过程, 容易得到式 (28)～

(32) 以及

u
( j ) (k ) =

- S - 1B T {P 1 [A x
( j ) (k ) + A 1x

( j ) (k - h ) ] +

g
( j ) (k + 1) + M 1v (k ) + M 2v Ξ (k ) },

k = 0, 1,⋯; j = 1, 2,⋯. (34)

由 (A ,B ) 可控和 (A ,Q 1ö2) 可观知, R iccat i矩阵方程

(28) 有唯一正定解. 式 (29) 和式 (30) 又可化为

A TL [P 2　P 3 ]H - [P 2　P 3 ] =

[ - A TL P 1D　0 ]. (35)

其中

H =
Ω1 - Ω2

Ω2 Ω1

.

显然H 为正交矩阵,从而 ûΚ(H ) û = 1. 由离散最优

调节器理论得 ûΚ(A TL ) û < 1. 据引理 2, 矩阵方程

(35) 有唯一解[P 2　P 3 ]. 于是,由引理 1知定理 2结

论成立. □

5　次优控制律的实现算法
　　事实上,无法求得最优控制律 (23) 和 (26) 中的

g
(∞) (k ) ,实际应用中可取 j = M (M 为某确定的自

然数) 时的结果,即将第M 次的结果近似为该问题

的解,从而得到有限时域和无限时域的M 阶前馈 2
反馈次优控制为

uM (k ) =

- S - 1 (k + 1)B T {P 1 (k + 1) [A x (k ) +

A 1x (k - h ) ] + g
(M ) (k + 1) +

M 1 (k + 1) v (k ) + M 2 (k + 1) v Ξ (k ) },

　　　k = 0, 1,⋯,N - 1; (36)

uM (k ) =

- S - 1B T {P 1 [A x (k ) + A 1x (k - h ) ] +

g
(M ) (k + 1) + M 1v (k ) + M 2v Ξ (k ) },

k = 0, 1,⋯,N - 1. (37)

　　 注 1　 最优控制律 (36) 中的 {- S - 1 (k +

1)B T [M 1 (k + 1) v (k ) + M 2 (k + 1) v Ξ (k ) ]}及 (37)

中的{- S - 1B T [M 1v (k ) + M 2v Ξ (k ) ]}是前馈控制补

偿项. 它的作用是补偿外界正弦扰动对系统性能的

影响.

注 2　对于具体的系统,M 的选取可以根据一

定的误差标准确定. 通常,预先给定控制精度 Ε> 0,

并记第 k 次迭代对应的性能指标值为 J k. 若相邻两

次的性能指标值满足

J M - 1 - J M

J M
< Ε (38)

时,将第M 次的g
(M )代入式 (36) 或 (37) 即可得到系

统的前馈 2反馈次优控制律.
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6　实例仿真
　　考虑由式 (1) 和式 (2) 描述的二阶离散时滞系

统,其中

A =
0. 95 - 0. 1

0. 2 0. 8
, A 1 =

0 0

- 0. 1 0. 1
,

B =
0

0. 15
, D =

0 0. 1

0. 1 - 1
,

x (k ) = [ 0　0 ]T , k = - h , - h + 1,⋯, 0,

v (k ) = [0. 5sin ( Π
10

k + Π)　sin ( Π
18

k ) ]
T
.

　　取有限时域二次型平均性能指标 (4) ,其中Q N

= Q = D iag{1, 3}, R = 1. 采用本文的方法得到的

前馈 2反馈次优控制在不同迭代次数下的性能指标
值 J M 见表 1. 图 1～ 图 3分别给出了当时滞 h = 3

时,采用纯反馈次优控制律和前馈 2反馈次优控制
律 (36) 的控制量 u 和对应的状态分量 x 1, x 2的仿真

结果. 其中,实线表示 5阶前馈 2反馈次优控制的控
制结果,虚线表示 5阶纯反馈次优控制的控制结果.

表 1　迭代次数不同时性能指标值 J M 比较

M 1 2 3 4 5

J M 4 919. 2 1 406. 1 1 386. 1 1 354. 4 1 348. 5

　　在表 1中,令Ε= 0. 01,由于 û (J 5 - J 4) öJ 5û <

Ε,从而 u 5 (k ) 可作为前馈 2反馈最优控制律 u3 (k ).

从图 1～ 图 3可以看到,前馈 2反馈次优控制对外界
正弦扰动的鲁棒性明显优于反馈次优控制的情形.

图 1　控制变量 u 的曲线

图 2　状态分量 x1的曲线

图 3　状态分量 x2 的曲线

另外,随着迭代次数的增多,相应的次优控制对最优

控制的逼近程度越高.

7　结　　语
　　本文利用逐次逼近方法研究了状态变量含有时

滞的线性离散系统在外部正弦扰动下的最优减振控

制问题. 提出了一种前馈2反馈近似最优减振控制器
设计的算法. 仿真结果表明,与反馈最优控制相比,

本文的结果对正弦扰动具有更好的鲁棒性.
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径实现方案排序, 从而丰富和发展了不确定群决策

理论. 值得一提的是: 文中基于美国著名学者

Yager 教授最新提出的C2OW A 集成算子, 给出了

一种适合于集成区间互反判断信息的C2OW G 算

子, 有关该算子的许多优良性质、及其在其他诸多

领域中的应用还有待于研究.
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