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AHP 中新元素导入的强保序性研究

徐 泽 水
(东南大学 经济管理学院, 江苏 南京 210096)

摘　要: 对层次分析中在单一准则下导入一组新元素的强保序条件进行了研究. 给出在原有元素中导入一组新元素

时, 保持新旧两组元素各自原有权值之比的一个充分条件, 并给出了 3 个判断矩阵 (原有元素构成的判断矩阵, 导入

的新元素构成的判断矩阵及其合成判断矩阵) 排序向量之间及其一致性之间的关系, 丰富和完善了保序性理论, 并

提高了其实用性. 最后通过算例分析验证了该条件的有效性.
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Abstract: T he condit ion of strong rank p reservation fo r adding new elem ents under a single criterion in A H P is

studied. A sufficien t condit ion is given fo r keep ing rela t ive p rio rity w eigh ts of the o riginal elem ents and the added

ones w hen a new group of elem ents are added. T he rela t ionsh ip s among the p rio rity vecto rs and among the

consistency of the juegem ent m atrix constructed w ith the o riginal elem ents, the juegem ent m atrix constructed w ith

the added elem ents and their syn thetic judgem ent m atrix are p resen ted. T he w o rk enriches and perfects the rank

p reservation theo ry and enhances its p racticality. F inally, an illustra t ive examp le is given to show the validity of th is

condit ion.
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1　引　 　言
　　 层次分析 (A H P) 中新元素导入的保序性是一

个重要的研究课题[1～ 8 ]. 近年来, 不少学者对此进行

了探讨并取得一些有意义的结果, 如: 文献[ 3 ] 给出

了在单一准则下, 导入一个新元素时, 保持原有元素

各自排序权值之比不变的一个充分条件; [ 4 ] 则给

出了导入一个新元素时保持原有元素各自排序的相

对权值不变的一个充要条件. 然而, 在实际决策过程

中, 新元素的导入往往不是一个而是一组[5 ]. [ 5 ] 推

广了 Saaty [1 ] 的保序性原理, 讨论了在单一准则下,

利用特征根排序方法导入一组新元素时, 保持新旧

两组元素各自排序的权值之比不变 (即强保序) 的

充要条件. [ 6 ] 对该条件进行了改进, 证明了

Κm ax (D C ) = Κm ax (CD ) 是与保序性条件无关的. [ 7 ]

也从另一个角度利用特征向量排序法给出了一个强

保序性条件. 但这些条件[6, 7 ] 只能对给出的判断矩

阵的保序性进行检验, 并不能构造具有保序性的判

断矩阵. 为此, [ 8 ] 对具有协调性的一类排序法 (对

数最小二乘法、梯度特征向量法、最小偏差法、广义

最小偏差法和混合最小二乘法) 在增加一组新元素

后的强保序性条件进行了研究, 然而该文未对应用

最广泛、但不具有协调性[9 ]的特征向量排序法进行
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探讨.

　　 本文尝试对特征向量排序法在增加一组新元

素后的强保序性条件进行研究, 给出了一个简洁、实

用的保序性定理. 利用此定理, 决策者可根据客观实

际情况及自己的主观意愿构造出具有保序性的判断

矩阵.

2　 预备知识
　　对于某一决策问题, 设有n + m 个方案, 分为两

组进行比较, 得到两组排序方案和权重, 在保持各

自的两两比较的情况下, 把它们放在一起比较. 设前

n 个元素的判断矩阵为A = (a ij ) n×n , 后m 个元素的

判断矩阵为B = (bij ) m ×m , 将 n + m 个元素放在一起

比较, 得到判断矩阵A 3 = (a3
ij ) n+ m , n+ m , 则有A 3 =

A C

D B
. 其中: C = (cij ) n×m ,D = (d j i) m ×n , cij =

1öd j i, i = 1, 2, ⋯, n; j = n + 1, n + 2, ⋯, n + m. 即

　　A 3 =

　　

a11 ⋯ a1n c1, n+ 1 ⋯ c1, n+ m

ω ω
an1 ⋯ ann cn, n+ 1 ⋯ cn, n+ m

d n+ 1, 1 ⋯ d n+ 1, n bn+ 1, n+ 1 ⋯ bn+ 1, n+ m

ω ω
d n+ m , 1 ⋯ d n+ m , n bn+ m , n+ 1 ⋯ bn+ m , n+ m

.

　　设判断矩阵A ,B 的排序向量分别为

Ξ = (Ξ1, Ξ2, ⋯, Ξn) T ,

v = (v 1, v 2, ⋯, vm ) T.

　　定理 1[5 ]　 在原有元素中加入一组新元素, 同

时保持两组元素各自成对比较不变时, 得到的判断

矩阵A 3 的排序权值, 保持它们各自原有权值之比

的充要条件是Κm ax (D C ) = Κm ax (CD ) , 且CD 和D C 的

主特征向量分别为A ,B 的主特征向量 Ξ, v.

　　 文献 [ 6 ] 对此条件进行了分析, 证明了

Κm ax (D C ) = Κm ax (CD ) 是与保序性无关的, 并得出下

列定理:

　　定理 2[6 ]　 在原有元素中加入一组新元素, 同

时保持两组元素各自成对比较不变时, 得到的判断

矩阵A 3 的排序权值, 保持它们各自原有权值之比

的充要条件是 CD 和A 有相同的主特征向量 Ξ, 且

D C 和B 有相同的主特征向量 v.

　　 文献[ 7 ] 对定理 1 也作出了改进, 并给出下面

定理:

　　定理 3[7 ]　在原有元素中加入一组新元素, 同

时保持两组元素各自成对比较不变时, 得到的判断

矩阵A 3 的排序权值, 保持它们各自原有权值之比

的充要条件是

C v = aΞ,D Ξ = bv , a > 0, b > 0,

并且此时还有 ΚA 3 为二次方程

Κ2 - (ΚA + ΚB ) Κ+ ΚA ΚB - ab = 0

的较大根. 其中: ΚA , ΚB , ΚA 3 分别为A ,B ,A 3 的最大

特征根; Ξ, v 分别为对应 ΚA , ΚB 的主特征向量.

　　定理 2 和定理 3 从不同的角度给出了特征向量

排序法在增加一组新元素后的强保序性条件, 具有

一定的理论价值, 但在实际应用时只能对给出的判

断矩阵保序性进行检验, 而不能直接构造具有保序

性的判断矩阵, 因而实际意义并不突出. 在下一节

中, 将给出一个简单实用的保序性条件, 此条件弥补

了这方面的缺陷.

3　 保序性条件
　　定理 4　 在原有元素中加入一组新元素, 同时

保持两组元素各自成对比较不变时, 得到的判断矩

阵A 3 的排序权值, 保持它们各自原有权值之比的

充分条件是

ci, n+ j = k
Ξi

v j
. (1)

其中: k > 0; i = 1, 2, ⋯, n; j = 1, 2, ⋯,m ; Ξ = (Ξ1,

Ξ2, ⋯, Ξn) T 和 v = (v 1, v 2, ⋯, vm ) T 分别为判断矩阵

A ,B 的主特征向量.

　　证明　由条件 ci, n+ j = k
Ξi

v j
(k > 0; i = 1, 2, ⋯,

n; j = 1, 2, ⋯,m ) 可得
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　D Cv =
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即 CD Ξ = m nΞ,D C v = m nv , 其中 Κm ax (D C ) =

Κm ax (CD ) = m n. 因此, CD 和A 有相同的主特征向量

Ξ; D C 和B 有相同的主特征向量 v. 由定理 1 的充分

性即得定理 4 成立. □

　　推论1　判断矩阵A 引入一个新元素后强保序

的充要条件是

ci, n+ 1 = kΞi, k > 0, i = 1, 2, ⋯, n.

　　从定理 4 可知, 只需知道原判断矩阵A 和导入

新元素所构成的判断矩阵B 及它们的主特征向量

Ξ, v , 就可根据式 (1) 构造具有保序性的判断矩阵

A 3 .

　　 根据定理 4 及文献 [ 8 ] 中的强保序性条件可

知, 本文的结果不仅适用于不具有协调性的特征向

量排序法, 而且适用于所有具有协调性的排序方法

(如: 对数最小二乘法、梯度特征向量法、最小偏差

法、广义最小偏差法、混合最小二乘法、ς2 法、广义 ς 2

法等) , 因而具有广泛的应用前景.

　　性质 1　设 ΚA , ΚB , ΚA 3 分别为A ,B ,A 3 的最大

特征根; Ξ = (Ξ1, Ξ2, ⋯, Ξn) T , v = (v 1, v 2, ⋯, vm ) T ,

Ξ3 = (Ξ3
1 , Ξ3

2 , ⋯, Ξ3
n+ m ) T 分别为对应 ΚA , ΚB , ΚA 3 的

主特征向量, 则 Ξ, v , Ξ3 三者之间的关系为

Ξ3 = (kΞT , Αv T ) T. (2)

其中: Α=
1

2m
[ΚB - ΚA + (ΚB - ΚA ) 2 + 4m n ]; Ξ3

为未归一化的主特征向量.

　　从式 (2) 中可以看出, k 取值越大, 在原有元素

中导入新元素之后, 对应于原有元素的权值越大, 而

对应于新元素的权值则相对地减少; 反之, k 取值越

小, 在原有元素中导入新元素之后, 对应于原有元素

的权值也越小, 而对应于新元素的权值则相对地增

大. 因此, 参数 k 的取值取决于决策者对原有元素的

重视程度, 也即取决于决策者对新、旧元素的主观偏

好.

　　利用文献[ 1 ] 中给出的衡量判断矩阵A 的一致

性程度的指标公式

C. I. (A ) =
1

n (n - 1) ∑
1≤i≤j≤n

(a ij
Ξj

Ξi
+ a j i

Ξi

Ξj
- 2) ,

易知:

　　 性质 2　 对于判断矩阵A ,B ,A 3 (与性质 1 中

相同) , 设ΚA , ΚB , ΚA 3 分别为A ,B ,A 3 的最大特征根;

Ξ = (Ξ1, Ξ2, ⋯, Ξn) T , v = (v 1, v 2, ⋯, vm ) T , Ξ3 =

(Ξ3
1 , Ξ3

2 , ⋯, Ξ3
n+ m ) T 分别为对应 ΚA , ΚB , ΚA 3 的主特征

向量; C. I. (A ) , C. I. (B ) , C. I. (A 3 ) 分别为判断矩

阵A ,B ,A 3 的一致性指标, 则 C. I. (A ) , C. I. (B ) ,

C. I. (A 3 ) 之间关系为

1) C. I. (A 3 ) =
1

(n + m ) (n + m - 1) ×

[n (n - 1)C. I. (A ) +

m (m - 1)C. I. (B ) + m nΒ];

2) C. I. (A 3 ) ≤C. I. (A ) + C. I. (B ) + Β,

其中 Β = Α+ 1öΑ- 2.

　　特别地, 若判断矩阵A ,B 均为一致性判断矩阵

(即C. I. (A ) , C. I. (B ) 都为零) , 则判断矩阵A 3 也

是一致性的.

4　 算例分析
　　 例 1　 设对于某一决策问题, 决策者对现有 4

个方案之间两两比较所得到的判断矩阵和对后导入

的 3 个新方案之间两两比较所得的判断矩阵分别为

　　　　　A =

1 2 4 7

1ö2 1 3 4

1ö4 1ö3 1 2

1ö7 1ö4 1ö2 1

,

　　　　　B =

1 1 4

1 1 2

1ö4 1ö2 1

.

利用特征向量排序法计算它们的主特征向量

Ξ = (0. 514 677, 0. 295 884,

0. 120 683, 0. 068 756) T ,

v = (0. 474 230, 0. 376 397, 0. 149 373) T.

假设决策者根据实际情况及自己的偏好设定 k = 2,

则根据定理 4 的条件构造判断矩阵
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A 3 =

1 2 4 7 2. 170 580 2. 734 756 6. 891 165

1ö2 1 3 4 1. 247 850 1. 572 191 3. 961 680

1ö4 1ö3 1 2 0. 508 964 0. 641 254 1. 615 861

1ö7 1ö4 1ö2 1 0. 289 969 0. 365 338 0. 920 595

0. 460 706 0. 801 378 1. 964 776 3. 448 645 1 1 4

0. 365 663 0. 636 055 1. 559 444 2. 737 191 1 1 2

0. 145 113 0. 252 418 1. 623 743 1. 086 254 1ö4 1ö2 1

,

其主特征向量为

Ξ3 = (0. 338 692 5, 0. 194 711 6, 0. 079 417 8,

0. 045 246 1, 0. 162 154 39, 0. 128 702 16,

0. 051 075 40) T = (aΞT , bv T ) T.

其中: a = 0. 658 1, b = 0. 341 9. 故而符合定理 4 的

结论, 即判断矩阵A 3 的排序权值, 保持它们各自原

有的权值之比.

5　 结　　语
　　文献[ 6, 7 ]所给出的新元素导入的强保序充要

条件, 虽具有一定的理论价值, 但在实际应用时只能

对给出的判断矩阵保序性进行检验, 并不能直接构

造具有保序性的判断矩阵. 本文提出的强保序条件

则弥补了这方面的缺陷. 只需知道原判断矩阵和导

入新元素所构成的判断矩阵及它们的特征向量, 应

用定理 4 中的公式, 根据实际情况及决策者的主观

偏好, 通过选择适当的参数 k , 就可构造所需要的具

有保序性的判断矩阵, 因而具有重要的实际意义.
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