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线性广义时滞系统的H∞状态反馈控制器

冯俊娥, 程兆林
(山东大学 数学与系统科学学院, 山东 济南 250100)

摘　要: 首先利用线性矩阵不等式( LM I)方法, 给出线性广义时滞系统稳定的一个充分条件;然后讨论

线性广义时滞系统的 H ∞状态反馈控制,给出控制器存在的充分条件, 同时给出控制器的设计,控制器

可由线性矩阵不等式解得;最后举例说明了所提出方法的可行性。
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H∞ state feedback control for linear singular systems

with time-delay in state

FEN G Jun-e , CH EN G Zhao-lin

( Schoo l o f Mathemat ics and System Science, Shandong U niver sity , Ji′nan 250100, China )

Abstract: U sing the method of linear matr ix inequality ( LMI ) , H ∞ state feedback contr ol problem fo r

linear singular sy st ems w ith time-delay in sta te is discussed. A sufficient condition w hich gua rantees t he

asympt otica l stabilit y o f the clo sed-lo op system is g iv en. Fur thermore, one sufficient condit ion fo r t he

ex istence of an H ∞ st ate feedback contr oller is show n. The cont ro ller can be obtained v ia so lv ing LMIs.

F inally , an example is g iv en t o illustr ate t he validity o f the propo sed method.

Key words: Singular tim e-delay sy stem; LMI ; H ∞ contr ol

1　引　　言

　　为适应近代科学技术的发展以及大型工程技术

的需要,人们提出了非传统数学模型描述的广义系

统。信息传递等因素致使系统普遍存在滞后现

象[ 1, 2] ,因而人们又提出滞后广义系统[ 3, 4]。滞后广义

系统的结构相当复杂 [ 4] , 既不同于无滞后的广义系

统,又不同于通常的滞后系统。

　　H ∞ 控制理论是鲁棒控制理论的一个重要分

支,近年来随着无滞后线性系统 H ∞理论的日趋成

熟和完善, 滞后线性系统的 H ∞ 控制理论也得到了

相应的发展[ 5, 6]。但由于广义滞后系统结构的复杂

性,致使对滞后广义系统的 H ∞ 控制问题的研究仍

处于初始阶段
[ 4]
。本文利用线性矩阵不等式方法, 讨

论一般的广义时滞系统 H ∞控制问题, 给出了问题

可解的一个充分条件以及控制器设计。

2　问题描述与预备知识

　　考虑如下线性广义时滞系统

Ex ( t ) = Ax ( t) + A x ( t - ) +

　　　　Bu( t) + Dw ( t )

z ( t ) = Cx ( t ) + C x ( t - ) +

　　　B1u( t ) + D 1w ( t )

x ( t ) = ( t ) ,　t ∈ [ - , 0]

( 1)
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其中: x ( t) ∈R
n为系统的状态向量, u( t) ∈ R

m为控

制输入, w ( t) ∈R
q 为干扰输入, z ( t) ∈ R

s为控制输

出, > 0为滞后常数, ( t) 为任一连续的满足相容

性条件的初始函数, 各系数矩阵为适维常阵。特别

地, rank E = p < n。不失一般性,假设C , B 1和 D 1

都为零矩阵, 否则可通过状态扩维方式将系统( 1)

转化为

E 0

0 0

x ( t)

 
=

A 0

0 - I s

x ( t)

 ( t)
+

A 0

C 0s

x ( t - )

 ( t - )
+

B

B 1
u( t) +

D

D 1
w ( t )

z ( t ) = [ C　I s ]
x ( t )

 ( t)
　　本文的目的是设计无记忆的状态反馈

u( t ) = K x ( t ) ( 2)

其中K ∈R
m×n
为常阵, 使得系统( 1) 与反馈控制器

( 2) 构成的闭环系统

Ex ( t ) = A
 
x ( t) + A x ( t - ) + B 1w ( t )

z ( t) = Cx ( t )

x ( t) = ( t ) ,　t ∈ [ - , 0]

( 3)

满足如下条件: 1) 内稳定; 2)‖T z w ( s)‖∞ ≤ !, 其
中: A = A + BK , T zw ( s) 表示从干扰输入w ( t ) 到被

控输出 z ( t ) 的传递函数, !> 0为给定常数。为此本

文给出如下引理:

　　引理 1
[ 7]
　存在矩阵 X ∈R

n×n
,使得

XE
T = EX

T ≥ 0,　XA
T + A X

T < 0

的充要条件是( E , A ) 是容许的, 即:

　　1) det ( sE - A ) ≠ 0, s ∈ C;

　　2) degr ee{ det ( sE - A ) } = rank E;

　　3) ( sE - A ) 的有限特征根在开左半平面。

　　另外, 本文在系统的稳定性定理证明过程中,

还将用到如下滞后广义系统稳定性的定义与引

理[ 8]。

　　设有滞后广义系统

A
~
x ( t) = f ( t, x t ) ( 4)

其中: A~ 为n× n奇异常数矩阵, x t (∀) = x ( t + ) ,

∈ [ - , 0] , > 0, f ( t , ) : [ 0, + ∞) × C( [ - ,

0] , R
n
) 且连续, f ( t , 0) = 0, t≥ t0 ≥ 0。

　　方程( 4) 的初始条件为

x t
0
= #,　#∈ C( [ - , 0] , R

n
) ( 5)

在给出稳定性概念之前, 还需引用如下记号:

　　1) 区间 T k = [ 0, t k) , 其中 0 < t k ≤+ ∞;

　　2) m维连续可微向量函数 q( t, x ) 在[ 0, + ∞)

× R
n上有定义;

　　3) S k( t 0, tk ) 为使得方程( 4) 至少在[ t0 , tk ) 上有

连续解的所有相容初始函数的全体;

　　4) B ( 0, ∃) = {%∈C( [ - , 0] , R
n
) ; ‖%‖< ∃,

∃> 0}。

　　定义1
[ 8]
　若 t0∈T k, &> 0, 总存在 ∃( t0 ,

&) > 0,使得 #∈ B( 0, ∃) ∩ Sk ( t0 , tk) ,方程( 4) 过

初始条件( t0, #) 的解 x ( t , t0 , #) 满足‖q( t, x ( t) )‖

≤ &和 t∈ [ t0 , tk ) ,则称方程( 4) 的零解关于{ q( t ,

x ) , T k} 稳定。

　　特别地, 若∃仅与&有关,而与 t0无关,则称方程

( 4) 的零解关于{ q ( t, x ) , T k } 一致稳定。

　　定义 2
[ 8]
　若方程( 4) 的零解关于{ q( t , x ) , [ 0,

+ ∞) } 是稳定的, 且 t 0∈ [ 0, + ∞) , ∋ ( t0 ) >

0, #∈ B( 0, ∋ ( t0 ) ) ∩ Sk ( t0, + ∞) ,有

lim
t→+ ∞
‖q( t, x ( t, t 0, #) )‖ = 0

则称方程( 4) 的零解关于{ q( t , x ) , [ 0, + ∞) } 渐近

稳定。

　　引理2
[ 8]　设对方程( 4)的任一解x ( t) , 存在楔

函数 u( ) 和 v ( ) ,非负非减函数w ( ) 及连续 V 泛

函 V ( t , %) : [ 0, + ∞) × C( - , 0] , R
n
→ R, 满足

　　u(‖q( t, x ( t) )‖) ≤ V ( t, x t ) ≤ v (‖x t‖)

　　D
+
V ( t , x t) ≤- w (‖q( t , x ( t ) )‖)

则方程( 4) 的零解关于{ q( t , x ) , [ 0, tk) } 一致稳定,

其中 tk ≤+ ∞。若 s > 0, w ( s) > 0,且当 q ( t, x ( t ) )

有界时, 它沿方程解的导数 q( t , x ( t ) ) 有界,则方程

( 4) 的零解关于{ q ( t, x ) , [ 0, t k) } 渐近稳定。

3　主要结果

　　首先利用引理 2给出闭环系统( 3) 内稳定的一

个充分条件:

　　定理 1　若存在矩阵 P ∈ R
n×n
和正定阵 Q∈

R
n×n满足

EP
T = PE

T ≥ 0

A
 
P

T + PA
 T + A P

T
Q

- 1
PA

T + Q < 0
( 6)

则闭环系统( 3) 是内稳定的。

　　证明　与文献[ 8] 中定理 8. 7证明方法类似。

　　由引理 1知,存在非奇异矩阵 M 和 N ,使得闭

环系统( 3) 等价于系统

y 1( t ) = A 1y 1( t ) + A 11y 1 ( t - ) +

　　　A 12y 2 ( t - ) ( 7a)

0 = y 2( t ) + A 21y 1 ( t - ) + A 22y 2( t - ) ( 7b)
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y ( t ) = N
- 1

( t ) = -( t ) =
1 ( t)

2 ( t)

　　 　t∈ [ - , 0] ( 7c)

记

E
- = MEN =

I p 0

0 0

A- = MA
 
N =

A 1 0

0 I n- p

A
- = MA N =

A 11 A 12

A 21 A 22

x ( t) = N
y 1 ( t)

y 2 ( t)

( 8)

　　注意到式( 6) 成立是 r. s . e下的不变量,因此对

于系统( 7) , 存在矩阵 P
- ∈ R

n×n
及正定矩阵 Q

- ∈

R
n×n ,满足

　　E
-

P
- T

= P
-

E
- T
≥ 0 ( 9a)

　　A
-

P
- T + P

-
A
- T + A

-
P
- T

Q
- - 1

P
-
A
- T + Q

- < 0 ( 9b)

显然满足上式的矩阵 P
- 形如

P11 P 12

0 P 22

, 且 P 11 >

0, P- E
- T

=
P 11 0

0 0
, 且P

- 可逆。定义

q ( t, y ( t ) ) = y
T
1y 1

V ( t , -) =
T
1 ( 0) P

- 1
11 1 ( 0) +

∫
0

-
[ T

1 ( s) T
2 ( s) ] P- - 1

Q-P- - T
1 ( s)

2 ( s)
ds

- ∈ S k( 0, + ∞) , 系统 ( 7) 过( 0, -) 的解记为

y ( t) ,则

V ( t, y t ) =

y
T
1 ( t) P

- 1
11 y 1 ( t) +

∫
t

t-
[ y T

1 ( s) yT
2 ( s) ] P- - 1

Q
-

P
- - T

y1 ( s)

y2 ( s)
ds ( 10)

且

(P- 1
11 ‖q( t , y ( t) )‖≤ V ( t, y t) ≤

y
T
1 ( t) P - 1

11 y 1 ( t) + ‖P- - 1
Q-P- - T‖‖y t‖2 ≤

(‖P
- 1
11‖ + ‖P

- - 1
Q
-

P
- - T
‖ )‖y t‖

2

其中 (P- 1
11
表示 P

- 1
11 的最小特征值,又式( 10) 可写为

　　 V ( t , y t) =

　　 y
T ( t) P- - 1

E-y ( t) +

　　∫
t

t-
[ yT

1 ( s) y T
2 ( s) ] P- - 1

Q
-

P
- - T

y 1( s)

y 2( s)
ds ( 11)

则

V ( t, y t) ! ( 7) =

y
T
( t ) P-

- 1
E
-
y ( t ) + y

T
( t) E-

T
P
- - T

y ( t ) +

y
T
( t ) P-

- 1
Q
-

P
- - T

y ( t) -

y
T
( t - ) P-

- 1
Q
-

P
- - T

y ( t - ) =

2y
T
( t ) P-

- 1
A
-
y ( t) + y

T
( t) P-

- 1
Q
-

P
- - T

y ( t ) +

2y
T
( t ) P-

- 1
A
-

y ( t - ) -

y
T ( t - ) P- - 1

Q
-
P
- - T

y ( t - ) =

2y T( t ) P- - 1
A
-
y ( t) + y

T( t) P- - 1
Q
-

P
- - T

y ( t ) =

y
T ( t ) P- - 1

A
-

P
- T

Q
- - 1

P
-
A
- T

P
- - T

y ( t ) -

( A-
T
P
- - T

y ( t ) -

P
- - 1

Q
-

P
- - T

y ( t - ) ) T
P
- T

Q
- - 1

P
-

( A- T
P
- - T

y ( t ) - P
- - 1

Q
-

P
- - T

y ( t - ) ) ≤

y
T
( t ) P-

- 1
( A- P

- T
+ P

-
A
- T

+

A
-

P
- T

Q
- - 1

P
-
A

T
+ Q

-) P-
- T

y ( t ) =

- y
T( t )Wy ( t) ≤- (Wy T( t) y ( t ) =

- (W ( y T
1 ( t) y 1 ( t) + y

T
2 ( t) y 2 ( t) ) ≤

- (Wy T
1 ( t) y 1 ( t)

这里(W 表示W 的最小特征值,而W = - P
- - 1

( A- P
- T

+ P
-
A
- T

+ A
-

P
- T

Q
- - 1

P
-
A
- T

+ Q
-) P-

- T
。所以由引理2知,

系统( 7) 的零解关于q ( t, y ) = y
T
1 ( t) y 1 ( t) 一致稳定,

从而有: &> 0,存在 ∃( &) ∈ ( 0, &) , 使得对 -∈

S k( 0, + ∞) ∩ B( 0, ∃) , 系统( 7) 过( 0, -) 的解满足

y
T
1 ( t) y 1 ( t) ≤ &2, 即 q ( t, y ( t ) ) 在[ 0, + ∞) 上有上

界。设其界为 M
2
, M > 0, 则对 t∈ [ 0, + ∞) , 有

‖ y 1 ( t )‖≤M。不失一般性, 可设对 t∈[ - ,

+ ∞) , 有‖y 1( t)‖≤ M 成立。

　　下证 t∈ [ 0, + ∞) , !q( t, y ( t) ) !有上界。为
此, 首先证 )( A 22) < 1, 这里 )( ) 表示矩阵的谱半

径。

　　由 Schur 补知,式( 9b) 成立当且仅当有

A
-

P
- T

+ P
-
A
- T

+ Q
-

A
-

P
- T

P
-
A
- T - Q

- ≤ 0 ( 12)

成立, 令 Q
- =

Q11 Q 12

Q
T
12 Q 22

, 将 P
- , Q- 和式 ( 8) 代入

( 12) ,得

P 22 + P
T
22 + Q22 A 22P

T
22

P22A
T
22 - Q22

< 0 ( 13)

　　由于P
- 可逆,从而P22可逆。上式两边左乘T =

diag{P - 1
22 , P - 1

22 } ,右乘T
T ,则有

P
- 1
22 + P

- T
22 + Q- 22 P

- 1
22 A 22

A
T
22P

- T
22 - Q

-
22

< 0 ( 14)

其中 Q- 22 = P
- 1
22 Q22 P

- T
22 > 0。上式两边左乘S =

[ - A
T
22 , I ] ,右乘S

T
, 则有 A

T
22Q 22A 22 - Q 22 < 0。于

是有)( A 22) < 1,所以存在正整数N 0,当n≥N 0时,
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‖A
n
22‖ < 1。由系统( 7) 知

‖q( t, y ( t) )‖ =

2‖y
T
1 ( t ) [ A 1y 1 ( t) + A 11y 1( t - ) +

A 12y 2( t - ) ]‖ ≤

2[‖A 1‖M
2
+ ‖A 11‖M

2
+

‖A 12‖M‖y 2( t - )‖]

又对 t∈ [ ( k - 1) , k ] ,由系统( 7) 有

- y 2( t ) =

A 21y 1 ( t - ) + A 22y 2( t - ) =

A 21y 1 ( t - ) - A 22 ( A 21y1 ( t - 2 ) +

A 22y 2 ( t - 2 ) ) =

A 21y 1 ( t - ) - A 22 [ A 21y1 ( t - 2 ) -

- A 22( A 21y 1 ( t - 3 ) + A 22y 2( t - 3 ) ) ]

于是有

‖y2 ( t )‖≤ ∗ + ‖A 22‖∗ + ⋯ + ‖A
k
22‖∗

其中∗= max { ‖A 21‖M , max {‖ 2 ( ∀)‖ , ∀∈
[ - , 0] } } ,所以

‖y 2( t)‖≤

∗+ ‖A 22‖∗ + ⋯ + ‖A
N

0
22‖∗ +

⋯ + ‖A
k
22‖∗≤

M
- ∗ + ‖A

N
0
22‖( ∗+ ‖A 22‖∗+

⋯ + ‖A
k- N

0
22 ‖∗) ≤

M
- ∗ + ‖A

N
0
22‖M

- ∗ + ‖A
N

0
22‖

2
( ∗+

⋯ + ‖A
k- 2N

0
22 ‖∗) ≤⋯≤

M
- ∗

1 - ‖A
N

0
22‖

其中 M
- = ∑

N
0
- 1

k= 0

‖A
k
22‖, 即 ‖y 2( t )‖ 有界, 从而

!q( t , y ( t ) ) !有界。由引理2知, 系统( 7)的零解关于

{ y
T
1 ( t) y 1 ( t) , [ 0, + ∞) } 一致稳定且渐近稳定。

　　由于系统 ( 7) 的零解关于 { y T
1 ( t ) y 1 ( t ) , [ 0,

+ ∞) } 一致稳定,故 &> 0,取∃∈ ( 0, &) ,使得 -

∈ B( 0, ∃) ∩ Sk( 0, + ∞) ,‖q( t, y ( t ) )‖ =

y
T
1 ( t ) y 1( t ) < &2。由上面证得‖y 2( t )‖ ≤ M

~ ∗1 , 其

中: M~ = M
- / ( 1 - ‖A

N
0
22‖) , ∗1 = max {‖A 21‖&,

&} , 故系统( 7) 的零解关于{ y ( t ) , [ 0, + ∞) } 一致稳

定。

　　因为 y 2 ( t) = - A 21y 1( t - ) - A 22y 2 ( t - ) ,

则:

　　 若 A 22 = 0, 由于 lim
t→+ ∞
‖y 1 ( t)‖ = 0, 则

lim
t→+ ∞
‖y 2 ( t)‖ = 0。

　　若A 22≠0,则存在∃0 > 0,使得 -∈B ( 0, ∃0)

∩ Sk( 0, + ∞) ,有‖y ( t)‖ < 1。若 lim
t→+ ∞
‖y 2 ( t)‖

= 0不成立,由于‖y 2( t )‖≤1, t∈ [ 0, + ∞) ,

故存在一序列{ tn} ,当 n→+ ∞时, tn→+ ∞, 使得

‖y 2( t n)‖ → +0, +0 ≠ 0。由于系统( 7) 的零解关于

{ yT
1y 1, [ 0, + ∞) } 渐近稳定,则有

lim
n→+ ∞

‖y 2( t n)‖ =

lim
n→+ ∞

- ( A 21y 1 ( tn - ) + A 22y 2( t n - ) ) =

lim
n→+ ∞

A 22y 2 ( tn - )

又由于序列{‖y 2( tn - )‖} 有界, 故{‖y 2( t n -

)‖} 有收敛子列,不妨设为其本身,即存在+1 ,使得
lim

n→+ ∞
‖y 2( t n - )‖ = +1

故 +0 = - A 22+1。重复该过程, 可假定对 k, 存在

+k ,使得
lim

n→+ ∞
y 2 ( tn - k ) = +k,　k = 1, 2, ⋯

故 ‖+0‖ ≤ ‖A
k
22‖‖+k‖。因为当 k ≥ N 0 时,

‖A
k
22‖ < 1,又{‖+k‖} 有界,所以有 +0 = 0与 +0

≠ 0矛盾,故 lim
t→+ ∞
‖y 2( t )‖ = 0。因此系统( 7) 的零

解关于{ y , [ 0, + ∞) } 渐近稳定, 从而闭环系统( 3)

的零解渐近稳定。□

　　推论1　若存在矩阵P
~∈R

n×n和正定矩阵Q
~ ∈

R
n×n
满足

　　
P
~
E = E

T
P
~ T
≥ 0

P
~
A
 
+ A

 T
P
~T

+ Q
~

+ P
~
A Q

~ - 1
A

T
P
~ T

< 0
( 15)

则系统( 3) 零解渐近稳定。

　　注1　当E = In时,推论1即为文献[ 9] 中的定

理 1。

　　注 2　当 A = 0时,由文献[ 7] 知,推论 1的条

件恰为相应的无滞后广义系统容许的充要条件。

　　下面给出系统( 3) 内稳定且满足 H ∞ 范数界,

即‖T zw ( s)‖∞≤ !的一个充分条件。
　　定理 2　若存在矩阵 P ∈ R

n×n
和正定阵 Q∈

R
n×n满足

PE = E
T
P

T ≥ 0

PA
 + A

 T
P

T + Q + PA Q
- 1

A
T
P

T +

!- 2
PDD

T
P

T + C
T
C < 0

( 16)

则闭环系统( 3) 内稳定且‖T z w ( s)‖∞≤ !。
　　证明　由定理 1知系统( 3) 内稳定。下证

‖T zw ( s)‖∞ =
‖z ( t)‖2

‖w ( t )‖2
≤ !

　　 为了证明 !‖w ( t )‖2为 ‖z ( t )‖2 的上界, 本

文引入

J =∫
∞

0
[ z

T
( t) z ( t) - !2w T

( t ) w ( t ) +
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V ( x ( t ) , t) ] dt

其中

V ( x ( t ) , t) = x
T ( t) PEx ( t) +∫

t

t-
x

T ( s) Qx ( s) ds

与讨论正常系统一样, 当讨论系统的传递函数时,

设系统( 3) 的初始函数 ( t) 满足 ( 0) = 0。因此有

V ( x ( 0) , 0) = 0, 则

J =∫
∞

0
[ z

T
( t ) z ( t ) - !2w T

( t) w ( t) ] dt +

V ( x (∞) , ∞)

因而只需证明 J ≤ 0即可。

J =∫
∞

0
[ z T ( t) z ( t) - !2w T( t) w ( t ) +

V ( x ( t ) , t) ] dt≤

∫
∞

0
[ x

T
( t) ( C

T
C + PA

 + A
 T
P

T
+

Q + PA Q
- 1
A

T
P

T ) x ( t ) +

x
T ( t) PDw ( t ) + w

T( t ) D T
P

T
x ( t) -

!2
w

T ( t) w ( t ) ] dt≤

∫
∞

0
[ x T ( t) ( PA

 + A
 T
P

T + Q +

PA Q
- 1
A

T
P

T + C
T
C +

!- 2
PDD

T
P

T) x ( t) - !- 2 ( D T
P

T
x ( t) -

!2
w ( t ) ) T ( D T

P
T
x ( t) - !2w ( t) ) ] dt≤

∫
∞

0
x

T
( t) ( PA

 + A
 T
P

T
+ Q +

PA Q
- 1
A

T
P

T +

C
T
C + !- 2

PDD
T
P

T ) x ( t ) dt

由式( 16) 知, J ≤ 0。□

　　注3　当E = I n时, 定理2即为文献[ 9] 中的定

理 2。

　　注 4　与注2类似,当 A = 0时,定理2的条件

( 16) 恰为相应的无滞后广义系统容许且满足H ∞范

数界的充要条件。

　　由定理 2与 Schur 补得系统( 1) 的 H ∞状态反

馈控制器的设计:

　　定理3　若存在矩阵P- ∈R
n×n , K- ∈R

n×n和正

定矩阵 Q
- ∈ R

n×n 满足如下 LMI 不等式

, P
- T

C
T

P
- T

CP
- - I 0

P
- 0 - Q

-
< 0

其中, = AP
- + P

- T
A

T + BK
- + K

- T
B

T + !- 2
DD

T +

A Q
-
A

T, 则系统( 1) 的H ∞控制问题有解,即系统( 3)

内稳定, 且满足 H ∞范数界‖T z w ( s)‖∞≤ !。此时

控制器u( t ) = Kx ( t ) ,其中 K = K P
- 1。

　　证明　由式( 16)知P可逆,因而只需将式( 16)

中的两个不等式同时左乘P
- 1, 右乘 P

- T ,且令 P
- =

P
- T , K- = K P

- , Q- = Q
- 1。□

　　 例 1　设计系统( 1) 的 H ∞ 状态反馈控制器

( 2)。系统( 1) 的各系数矩阵为

E =
1 0

0 0
, 　A =

- 2 1

0 0

D =
1

0. 2
,　B =

- 2

- 1

C = [ 0. 2　0. 1] ,　A =
- 1 0. 5

1 0. 1

　　当 != 0. 5时,由 Matlab的 LMI 工具箱,求得

控制器( 2) 为

u( t) = [ 1. 200 3　0. 583 6] x ( t )
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