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最优保留遗传算法及其收敛性分析3

何　琳　王科俊　李国斌　金鸿章
(哈尔滨工程大学自动控制系　150001)

摘　要　最优保留 GA (EGA )是目前 GA 收敛性研究中比较典型的一类。在已有研究成果的基础上给

出了 EGA 更一般的规范化定义, 指明了 EGA 全局收敛的本质及其两种实现方式, 并分别对它们进行

了收敛性分析。最后提出一种变形的全局收敛的 EGA。
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Abstract　E lit ist p reserved genetic algo rithm (EGA ) is a typ ical k ind of GA w h ich is being studied in

the analysis of GA ′s convergence at p resen t. M o re no rm ative defin it ion of EGA is given and the essence

of EGA ′global convergence is indicated on the basis of research p roductions ex isted. Tw o k inds of real2
iza t ion m ethods of EGA are studied and convergence analysis of them is carried ou t. F inally, a k ind of

varied and global convergen t EGA is p resen ted.
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1　引　　言

　　近年来, 以M arkov 链为数学工具分析 GA 的

收敛性已成为研究热点, 并取得了一定的进展。但现

有的研究都是在对算法增加某些限制条件后得到

GA 的各种修正形式的基础上进行的。具有最优保

留特性的 GA 是其中较为典型的一类[1- 4 ]。但何为

“最优保留 GA ”? 最优保留 GA 全局收敛的本质是

什么?它有哪些常见的变形等, 目前尚未进行深入研

究。

本文详细分析了最优保留 GA 的运行机制, 指

出其收敛的本质原因; 在此基础上给出最优保留

GA 更一般的规范化定义及两种实现方式; 最后提

出一种变形的最优保留 GA。

2　最优保留与最优保留 GA (EGA )

　　定义 1 (最优保留)　设
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　　　　S 3 = {s3
k : f (s3

k ) = m ax (f (S k ) )

　　　　　　　s3
k ∈ S k , k = 1, 2, ⋯} (1)

其中, s3
k , s3

k+ 1 分别为第 k 代和第 k + 1 代群体 S k ,

S k+ 1 中的最优个体; f (s3
k ) , f (s3

k+ 1) 为其相应的适应

度。若 f (s3
k ) > f (s3

k+ 1) , 则

s3
k+ 1 = s3

k , 　f (s3
k+ 1) = f (s3

k ) (2)

　　注 1　 随着遗传代数 k 的增加, 每代最优个体

适应度所构成的数列{f (s3
1 ) , f (s3

2 ) , ⋯} 为不减数

列。这是最优保留操作的直接结果和本质表现, 也是

EGA 所必须满足的基本条件。

注 2　最优保留的作用 (或目的) 仅限于保持进

化种群迄今为止所发现的最优解, 凡具有这种功能

的 GA 均可称为 EGA。但如何在 GA 运行中实现最

优保留功能, 则有不同的方法。

注 3　常见的描述 EGA 特性的表述为: 最优解

以概率 1 保留到下一代[3 ]。该条件较为严格。实际

上, 仅当上一代的最优个体优于下一代时, 需将该个

体保留到下一代; 否则可不保留。
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3　全局收敛的 EGA 及其收敛本质

　　从上述最优保留和 EGA 的定义可以看出, 一

旦 EA G 发现全局最优解 s3 3 , 则该最优解将一直保

留下去。设包含全局最优解 s3 3 的种群 (或状态) 集

合为 E 1, 则 EGA 一旦进入 E 1, 将不能到达 E 1 以外

的任何种群 (或状态)。为使 EGA 全局收敛, 关键是

使 EGA 能够发现全局最优解; 否则, 即使有最优保

留操作也不能保证EGA 全局收敛。由此可得如下定

理:

定理 1　EGA 为全局收敛的充分条件是: 在搜

索过程中 EGA 能发现全局最优解或经历包含全局

最优解的状态 E 1。

证明　若EGA 在某一代n 发现全局最优解, 则

由 EGA 的定义, 该最优解将一直保留而不会丢失。

当 k > n 时, f (s3
k ) = f (s3 3 ) , 则

lim
k→∞

p (f (s3
k ) = f (s3 3 ) ) = 1 (3)

因此 EGA 全局收敛。

由以上定理可直接得出如下推论:

推论 1　 在加入最优保留操作之前, 具有各态

遍历性的遗传算法 (GA 1) 在加入最优保留操作后,

若不改变 (或影响) GA 1 的遍历性, 则得到的 EGA

是全局收敛的。

4　全局收敛 EGA 的实现方法
及收敛性分析

411　最优个体保留在种群之外

设 s3
k 为第k 代种群S k 中的最优个体, 现将 s3

k 保

存到一个不参与复制、交叉等基因操作的变量 SM

中, 即令SM = s3
k , 同时不改变S k 的组成。然后对S k

执行交叉、变异、复制操作, 产生下一代种群 S k+ 1。将

S k+ 1 中的最优个体 s3
k+ 1 与SM 比较, 若 s3

k+ 1 优于SM ,

则令SM = s3
k+ 1, 而S k+ 1 保持不变; 若SM 优于 s3

k+ 1,

则SM 与S k+ 1 均保持不变。再对S k+ 1 执行上述操作,

如此反复。

在这种情况下, s3
k 保留在进化种群之外, 不参

与后续的遗传操作, 仅作为独立于算法本身的 GA

迄今所发现最好个体的外部记录, 对以前的算法无

任何影响。

由CGA 的遍历性及推论 1 可得如下推论:

推论 2　 加入上述最优保留操作的 CGA 是全

局收敛的。

4. 2　最优个体保留在种群之内

4. 2. 1　最优个体参与后续遗传操作

设 s3
k 为第k 代种群S k 中的最优个体, 将 s3

k 保存

在中间变量 SM 中, 同时不改变 S k 的组成。对 S k 执

行遗传操作, 产生下一代种群S k+ 1。将S k+ 1 中的最优

个体 s3
k+ 1 与SM 比较, 若SM 优于 s3

k+ 1, 则用SM 代替

s3
k+ 1, 此时 S k+ 1 = S ′k+ 1; 否则 S k+ 1 保持不变。然后对

S k+ 1 或 S ′k+ 1 执行上述操作, 如此反复。

下面分析此类 EGA 的收敛性。设C = {f it (s) : s

∈D },D 是长度为L 的二进制串集合, 其维数为 2L。

设C 的维数为 g (g ≤ 2L ) , 则 C 可写成{F 1, F 2, ⋯,

F g }, 其中 F 1 > F 2 > ⋯ > F g。相应地将D 划分为 g

个互不相交的非空子集

D i = {s: s ∈D , f it (s) = F i}

i = 1, 2, ⋯, g (4)

　　设Q 为包含M 个串 s 的种群, 各不同种群所构

成的状态空间记为 8。定义 fit (Q ) = m ax
s∈Q

f it (s)。显

然, 对于所有的Q ∈ 8 , 均有F g ≤ f it (Q ) ≤F 1。类似

于D 的划分方法, 根据 fit (Q ) 的大小将 8 划分为 g

个互不相交的非空集合 E i, E i = {Q : Q ∈ 8 , f it (Q )

= F i}, i = 1, 2, ⋯, g。设 ei > 0 是 E i 所包含的种群

数目,Q ij 是 E i 中的第 j 个种群, 则 8 中任意种群均

可表示为Q ij , 并且 E i 中的种群Q ij ( j = 1, 2, ⋯, e i)

排列顺序满足:

对于E i 中任意群体Q ij1 ,Q ij2 , j 1 < j 2, 设个体 sj 1k

∈Q ij 1 , sj2k ∈Q ij 2 , k = 1, 2, ⋯,M , 按其对应的适应

度大小排列为

Q ij 1 = {sj11, s j12, ⋯, sj 1M }

Q ij 2 = {sj21, s j22, ⋯, sj 2M }
(5)

则存在自然数 Β, 使得

f it (sj1Β) > fit (sj2Β) , 　f it (sj1 (Β- k) ) ≥ fit (sj2 (Β- k) )

k = 1, 2, ⋯, Β - 1 (6)

于是可将 GA 的优化过程看作是从任意种群 (或状

态)Q ij 转移到另一种群 (或状态)Q k l 的转移序列。

令 P ij , k l 为遗传算子作用下从Q ij 转移到Q k l 的

转移概率, P ij , k 为从Q ij 转移到 E k 中任意种群 (或状

态) 的概率。则由上述最优保留GA 的表述可得如下

定理:

定理 2[3 ]　对于任意 j = 1, 2, ⋯, e i 和 i, k = 1,

2, ⋯, g , 有

P ij , k

> 0, 　k ≤ i

= 0, 　k > i
(7)

　　 注 4　1) 定理 2 说明: 适应度低的种群有可能
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转移到适应度高或与之相等的种群; 反之, 则不可。

2) 该结论的获得与交叉操作无关, 但必须保证变异

概率P m > 0, 其目的是为保证EGA 能发现全局最优

解。3) 交叉、变异操作方式和概率均不随遗传代数

变化, 即与时间无关, EGA 的全部状态转移过程可

由齐次M arkov 链来描述。

实际上, 定理 2 可进一步写成

P ij , k l

> 0, 　k ≤ i

= 0, 　k > i
(8)

对于按如下规则排列的 EGA 状态转移概率矩阵, P

可表为

Q 11 Q 12 ⋯ Q 1e1 Q 21 Q 22 ⋯ Q 2e2 ⋯ Q s1 Q s2 ⋯ Q ses
　　　

P =

Q 11

Q 12

�
Q 1e1

Q 21

Q 22

�
Q 2e2

�
Q s1

Q s2

�
Q ses

× × ⋯ ×

× × ⋯ ×

�
× × ⋯ ×

× × ⋯ × × × ⋯ ×

× × ⋯ × × × ⋯ ×

� �
× × ⋯ × × × ⋯ ×

� �
× × ⋯ × × × ⋯ × × × ⋯ ×

× × ⋯ × × × ⋯ × × × ⋯ ×

� � ⋯ �
× × ⋯ × × × ⋯ × × × ⋯ ×

=
C e1×e1 0

R T

其中, C , R > 0, T ≠ 0, P 为可简约的随机矩阵。C , R

聚集了从任何状态转移到包含全局最优解状态的转

移概率。

由可简约随机矩阵的性质得[2 ]: 当 t →∞时, 处
于任意非全局最优状态的概率为 0, 即Q ij 必属于
E 1, 则 EGA 为全局收敛。

4. 2. 2　最优个体不参与后续遗传操作

此时与 4. 2. 1 中最优个体保留的方法类似, 只

是所保留的个体不参与遗传操作。每次实际参加交

叉、变异和选择操作的个体数为M - 1, 即相当于种

群规模减少为M - 1。若此类 EGA 满足与注 4 中相

同的条件, 则可类似证明该 EGA 也是全局收敛的。

4. 3　一种特殊类型的 EGA

下面提出一种满足最优保留定义的特殊类型的

EGA。设 S k 经过交叉、变异和选择操作得到种群
S ′k+ 1, 将 S k 与 S ′k+ 1 的所有个体按适应度由高到低

排序, 取前一半个体作为下一代种群S k+ 1。再对S k+ 1

执行交叉、变异、选择和排序操作, 如此反复。采用与

4. 2. 1 中相同的M arkov 模型, 由以上定义可得如下

定理:

定理 3　对于任意 j = 1, 2, ⋯, e i, l = 1, 2, ⋯,

ek 和 i, k = 1, 2, ⋯, g , 有

P ij , k l

> 0, 　Q ij ≤Q k l

= 0, 　Q ij > Q k l

(9)

　　证明　按前述个体串的划分方法将Q ij ,Q k l 分

别划分为g 个子集 (包含空集)D 1h ,D 2h , h = 1, 2, ⋯,

g。设D 1h ,D 2h 中所包含个体数分别为 u1h , u 2h (可能

为 0) , 则由Q ij ,Q k l 的各子集合所包含的个体数组成

的集合分别为

D 1 = {u 11, u 12, ⋯, u 1h , ⋯, u 1g }

D 2 = {u 21, u 22, ⋯, u 2h , ⋯, u 2g }
(10)

　　设D 1,D 2 中最后一个非零元素分别为 u1m , u 2n ,

若 u 1h ≤ u 2h , h = 1, 2, ⋯,m in (m , n) - 1, 则称Q ij ≤

Q k l [若m (或 n) 为 1, 则Q ij (或Q k l) 对应整体最优种

群Q 11, 此时恒有Q k l ≤Q ij (或Q ij ≤Q k l) ]。

当Q k l ≤Q ij 时, 考虑最差的情况: u1h = 0, h =

1, 2, ⋯, n , 即父代Q ij 中所有个体适应度均小于子代

Q k l 中最小个体的适应度, 子代中所有较优个体只能

通过遗传算子产生, 而不能从父代中继承任何一个

个体。在这种情况下, 与定理 2 中相同, 若Q ij 经历选

择、交叉算子后, 要得到Q k l 必须使Q ij 中每个个体的

每一位均变异。此时状态转移概率最小, 为 (pm )M l >

0。对于其他情况, 同理可证P ij , k l ≥ (pm )M l > 0。即对

任意Q k l ≤Q ij , 均有 P ij , k l ≥ (pm )M l > 0。

若不满足Q ij < Q k l, 则存在∆使得u 1∆ > u 2∆, ∆∈
(1, m in (m , n) - 1)。父代种群Q ij 中从第 u 1∆ 个个体

到第 u 1 (∆+ 1) 个个体为
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{s1, s1, ⋯, s1

u1∆个

, s! , s! , ⋯, s!

u1 (∆+ 1) 个

}　f it (s1) > fit (s! )

子代种群Q k l 中从第 u 2∆个个体到第 u2 (∆+ 1) 个个体为

{s1, s1, ⋯, s1

u2∆个

, s～ , s～ , ⋯, s～
u2 (∆+ 1) 个

}　f it (s1) > fit (s～ )

由父代、子代共同参与排序, 取前一部分较优个体作

为新种群Q k l 的规则, 可知Q k l 中所含个体 s1 的数目

至少应为 u1∆ 个。然而, 上述情况是不可能的, 因此

P ij , k l = 0。(证毕)

由上述定理可直接得到以下几种特殊情况的状

态转移概率:

1) Q ij →Q k l, 即父代与子代相同的情况。此时

u 1h = u 2h ,m = n , h = 1, 2, ⋯,m。显然满足Q ij ≤Q k l,

因此 P ij , k l > 0。

2) 同理可得 P 11, 11 = 1, P ij , 11 > 0, P ij , 12 > 0 ( i,

j 不同时为 1) , P CM
2l+ M - 1CM

2l+ M - 1, k l > 0。

采用与 4. 2. 1 相同排列方式的状态转移概率矩

阵, 则 P 可表为

P =

1

× ×

× × ×

× × á ×

× × á á ×

� � � � ω ω
× × á á ⋯ á ×

× × á á á ⋯ á ×

× × × × × × ⋯ × ×

=

1 0

R 1 T 1

其中, á ≥ 0, R 1 > 0, T 1 ≠ 0。类似于 4. 2. 1 中的分

析, 可知当 t→∞时EGA 必收敛到Q 11, 即种群中每

个个体均为全局最优解的状态。因此可把种群中个

体适应度的集中程度作为判定当前解是否达到全局

最优的准则。

从以上几种形式的EGA 收敛性证明过程, 可看

出变异操作在保证 EGA 收敛过程中所起的重要作

用, P m > 0是保证EGA 全局收敛的重要条件。另外,

在 EGA 中可采用任何形式的交叉、变异算子, 只要

保证 EGA 的时齐性和 P m > 0 即可。

5　结　　语

　　本文首先给出了最优保留操作更一般的规范化

定义, 论述了 EGA 全局收敛的本质及其基本表现

特征: 每代最优个体的适应度保持增加 (至少不变)

趋势。然后给出了实现最优保留操作的两种基本方

法: 将最优个体保留在进化种群之内和之外, 并分析

了它们的收敛性。最后提出一种变形 EGA , 并证明

了它可收敛到种群中所有个体均为最优的状态。
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