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基于二次优化的随机优化算法结果的改进
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摘 要: 统计研究发现,随机优化算法多次运行后的优化结果满足正态分布,且期望值更接近最优解. 为此,提出一

种基于统计学理论并结合牛顿法的二次优化方法来改进随机优化算法的求解结果,以克服将多次优化结果的平均值

作为最优解时不能满足精度要求的缺陷.以遗传算法对4个经典测试函数的多次优化为例,分别运用平均法和二次优

化法来综合其优化结果.多次实验表明,二次优化法在处理多次随机运行结果时,比平均法精度更高、稳定性更好.
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Improving results of stochastic optimization algorithms via secondary
optimization
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Abstract: Through analyzing the stochastic optimization results, it is been found that optimization results satisfy normal

distribution, and the expected value is the optimal solution. A secondary optimization method based on the statistical theory

and the Newton method is proposed to improve the optimization results of stochastic optimization algorithms, which can

overcome the average method’s shortcoming that the precision requirements are often can not be met. Taking multiple

optimization results of four classic test functions optimized by genetic algorithm as examples, the average method and the

secondary optimization method are respectively used to synthesize the optimization results. Experiments show that, in dealing

with multiple stochastic optimization results, the secondary optimization method has higher accuracy and better stability than

those of the average method.
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0 引引引 言言言

在日常生产生活中经常会遇到许多规划问题,人

们将这些问题归结为函数的优化问题,并提出了多种

优化算法解决这类问题, 例如梯度法、牛顿法、单纯

形法等. 随着人类认知水平的发展,探索的未知世界

越来越复杂, 也就遇到了越来越多的复杂优化问题,

这些优化问题往往呈现多维、非线性、多峰值、多目

标等特征[1]. 这时传统优化算法已不能满足精度要求.

传统优化方法是基于数学知识的,往往有精确的数学

原理、数学公式,以及精确的寻优方向、寻优步距,对

一些简单的单峰值优化问题具有非常好的优化效果.

但大量的复杂优化问题会使数学计算量很大,甚至无

法进行解析式的优化求解. 这时科学家们需要突破数

学发展滞后的局限性. 他们发现可以借鉴自然界的许

多现象和规律来解决优化问题,从而提出了许多启发

式的智能优化算法[2],如遗传算法、模拟退火算法、蚁

群算法、粒子群算法等. 这些启发式算法虽然是对不

同自然现象和规律的描述, 但有一个共同点, 即都基

于随机搜索. 这些优化算法都是以一组可行解为初始

搜索点,在可行域里进行随机化、结构化的全局并行

搜索,对好的优化解进行保留并以此寻找更好的优化

解,因此也可以将它们统称为随机优化算法. 随机化

的搜索机制导致算法的优化结果也具有随机性特点,

这些结果只是最优解附近的随机解而不是真正的最
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优解. 随机优化算法对目标函数要求不高,对大型多

维多峰值复杂问题的优化尤为适用,因此在科学和工

程领域获得了广泛应用. 文献 [2-7]列举了这些随机

优化算法在众多工程领域的研究应用,结果表明它们

都能很好地解决实际难题.但对某些大型工程优化问

题,如能进一步提高优化精度,将会大大地节约成本

或提高效益,因此,进一步提高优化精度意义重大.

随机优化算法的搜索机制是基于概率的随机化

搜索, 因此单次搜索结果也必然是一个最优解附近

的随机化结果,而很难得到理论上的最优解. 为了提

高解的精确性, 许多学者将多次优化运行结果的平

均值作为问题的最优解[8-10]. 作者在对多次优化运行

的结果进行统计研究后发现, 随机优化结果的各个

解变量相互独立, 且服从正态分布,即每个解变量满

足𝑋 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜎2), 其中𝜇为正态分布的期望值, 对应

优化问题的最优解. 依据最大似然估计 (MLE)原理,

正态分布的期望值𝜇可用样本均值 𝑋̄来近似,所以之

前学者将多次优化结果的平均值作为优化问题的最

优解有一定的可行性. 但对于有限的样本数据,即多

次独立优化运行的次数不是无穷大时,这种近似方法

的精度就显得不够,为此本文提出一种对优化问题进

行二次优化来求得最优解的方法. 以优化算法中的典

型代表—–遗传算法为例,通过多个测试函数的优化

实验验证了所提出的方法能够不同程度地提高最优

解的精度,也从另一个角度提高了随机优化算法的优

化精度,具有很高的实际应用价值.

1 遗遗遗传传传算算算法法法简简简介介介

遗传算法是美国Holland教授于 1975年提出的

一种智能优化方法. 遗传算法借鉴了自然界生物遗传

进化过程中 “适者生存,优胜劣汰”的进化机制,通过

模拟生物进化过程来寻找问题的最优解. 遗传算法的

寻优过程如下[11-12]:

1)前期准备. 确定算法参数,包括群体规模数𝑀 ,

迭代次数𝑁 ,交叉概率𝑃𝑐,变异概率𝑃𝑚,适应度相差

限 𝜖;选取适应度函数,适应度函数的设计一般要根据

具体的优化问题而定,往往直接影响遗传算法的优化

性能;变量编码,常用的编码策略有二进制编码、浮点

数编码、字符编码等.

2)种群初始化.

3) 终止迭代判断. 若算法迭代次数已满足最大

迭代次数𝑁 ,或者群体中个体的最大适应度和最小适

应度之差不超过适应度相差限 𝜖,则停止迭代,输出最

大适应度个体的解变量值,否则继续进行遗传操作.

4)遗传操作.包括选择、交叉和变异操作.

2 基基基于于于正正正态态态分分分布布布分分分析析析的的的重重重复复复运运运行行行遗遗遗传传传算算算法法法

优优优化化化经经经典典典函函函数数数的的的结结结果果果综综综合合合

2.1 用用用于于于本本本文文文测测测试试试的的的经经经典典典函函函数数数介介介绍绍绍

为了验证优化算法的优化性能,本文采用遗传算

法对 4个经典测试函数分别进行多次优化运行[13-14],

获得多次优化结果用于后续分析.这 4个经典测试函

数的解析式、理论最优函数值 𝑓∗、理论最优解𝑥∗和

解的可行域如表 1所示 (为说明问题而又不失一般性,

每个测试函数的变量维数取为 2).

2.2 重重重复复复运运运行行行随随随机机机优优优化化化算算算法法法优优优化化化结结结果果果的的的正正正态态态分分分布布布

特特特性性性分分分析析析

正态分布概念是由德国的数学家和天文学家

Moivre于 1733年首次提出并由德国数学家Gauss率

先将其应用于天文学研究,故又称高斯分布.它是概

率论中最重要的一种分布.

正态分布记作𝑁(𝜇, 𝜎2),其中𝜇和𝜎分别表示正

态分布的期望值和标准差[15],是正态分布的两个重要

参数, 𝜇决定了分布的集中位置, 𝜎决定了分布均匀变

动的缓急程度.正态分布的概率密度函数为

𝑓(𝑥∣𝜇, 𝜎) = 1√
2π𝜎

e−
(𝑥−𝜇)2

2𝜎2 , (1)

通过它可以计算出随机变量𝑥在某点出现的概率.

正态分布的特征主要有:

1)集中性. 随机数据都集中在某一固定值附近,

且越靠近固定值数据越密集.

2) 对称性. 随机数据的分布都以那个固定值为

对称点,固定值左右相同距离处数据出现的次数几乎

等同.

表 1 本文使用的经典测试函数

函数 函数解析式 最优解𝑥∗和最优值 𝑓∗ 解的可行域

𝐹1:Schaffer1 Function 𝐹1 = 4
√

𝑥2
1 + 𝑥2

2 ⋅ ([sin(50 ⋅ 10
√

𝑥2
1 + 𝑥2

2)]
2
+ 1) 𝑥

∗
= (0, 0), 𝑓

∗
= 0 𝑥 ∈ [−10, 10]

𝐹2:Schaffer2 Function 𝐹2 = 0.5 +
(sin

√
𝑥2
1 + 𝑥2

2)
2 − 0.5

[1 + 0.1 ⋅ (𝑥2
1 + 𝑥2

2)]
2

𝑥
∗
= (0, 0), 𝑓

∗
= 0 𝑥 ∈ [−10, 10]

𝐹3:Sphere Function 𝐹3 = 𝑥
2
1 + 𝑥

2
2 𝑥

∗
= (0, 0), 𝑓

∗
= 0 𝑥 ∈ [−100, 100]

𝐹4:Generalized Rastrigin’s Function 𝐹4 = 𝑥
2
1 − 10 cos(2π𝑥1) + 𝑥

2
2 − 10 cos(2π𝑥2) + 20 𝑥

∗
= (0, 0), 𝑓

∗
= 0 𝑥 ∈ [−5.12, 5.12]



382 控 制 与 决 策 第 30 卷

3) 均匀变动性. 随机数据在离固定值越远的地

方出现的次数成逐渐递减趋势.

正态分布是统计学里面最重要的一种概率分布,

日常生活中很多现象都服从正态分布规律.例如:随

机测量误差, 人群的身高、智商, 物件的使用寿命等.

本文采用遗传算法 (GA)对上述 4个测试函数分别进

行优化实验,其中对测试函数 Schaffer1 Function独立

运行 1 000次,得变量𝑥1的优化结果如图 1所示.

0 2 4 6 8 10

-0.2

0

0.2

0.4

x
1

number of tests/10
2

图 1 GA独立运行 1 000次优化函数𝐹1的结果分布

对每个函数的每个变量的 1 000次优化结果数据

进行统计研究,发现这些结果数据的分布都满足正态

分布的上述 3大特征, 可按正态分布规律处理, 即𝑋

∼ 𝑁(𝜇, 𝜎2).

由正态分布的概率密度函数也可以发现,随机变

量𝑥在𝜇点附近出现的概率最大,所以𝜇值可以看作

优化函数的最优解,因此提出一种改善𝜇值估计精度

的方法具有实际意义.通常采用最大似然估计法来计

算正态分布的两个重要参数𝜇和𝜎. 最大似然估计将

结果平均值作为期望值𝜇的估计,在有限样本的情况

下, 这种估计往往不能令人满意, 所以本文提出一种

新的𝜇值计算方法. 通过实验分析表明, 新的计算方

法具有更高的精度和更好的稳定性. 本文使用样本

概率密度计算方法,以最大化的𝜇值作为新的期望值,

即最大化函数

𝑆(𝜇) = max
𝜇

𝑛∑
𝑖=1

1√
2π𝜎0

e
− (𝑥𝑖−𝜇)2

2𝜎2
0 . (2)

其中: 𝑁为样本数即随机优化次数; 𝜎0为最大似然估

计法对标准差的估计结果,为一固定值.所以式 (2)可

简化为

𝑆(𝜇) = max
𝜇

𝑛∑
𝑖=1

e
− (𝑥𝑖−𝜇)2

2𝜎2
0 . (3)

2.3 基基基于于于二二二次次次优优优化化化的的的结结结果果果综综综合合合

牛顿法是求解非线性优化问题的有效方法之一,

由于其简单有效,在工程上有很多应用实例. 牛顿法

的基本思想是: 用二次函数逼近目标函数 𝑓(𝑋),用二

次函数的极小值点逼近目标函数 𝑓(𝑋)的极小值点.

将 𝑓(𝑋)在第𝑛次优化点𝑋𝑛展成二阶泰勒级数,有

𝑓(𝑋) ≈ 𝑝(𝑋) =

𝑓(𝑋𝑛) +∇𝑓(𝑋𝑛)
T(𝑋 −𝑋𝑛) +

1

2
(𝑋 −𝑋𝑛)

T𝐻(𝑋𝑛)(𝑋 −𝑋𝑛), (4)

其中: ∇𝑓(𝑋𝑛)
T,𝐻(𝑋𝑛)分别是 𝑓(𝑋)在𝑋𝑛点处的梯

度和Hessen矩阵.求 𝑓(𝑋)的极小值点,即使∇𝑝(𝑋)

= 0的点,令∇𝑝(𝑋) = 0,则有

∇𝑓(𝑋𝑛) +𝐻(𝑋𝑛)(𝑋 −𝑋𝑛) = 0. (5)

若𝐻(𝑋𝑛)正定, 按式 (5)求解出𝑋 , 并将它记作

𝑋𝑛+1,即得到牛顿法的迭代公式

𝑋𝑛+1 = 𝑋𝑛 −𝐻(𝑋𝑛)
−1∇𝑓(𝑋𝑛). (6)

牛顿法对二次严格凸函数非常有效,收敛速度很

快. 一般目标函数在最优点附近呈现为二次函数,所

以在最优点附近采用牛顿迭代法可以很快找到最优

点. 牛顿法优化步骤如下:

1)选定初始点𝑋0,优化精度 𝜖 > 0,令𝑛 = 0;

2) 计算𝑃𝑛 = −𝐻(𝑋𝑛)
−1∇𝑓(𝑋𝑛), 若 ∥𝑃𝑛∥ < 𝜖,

则停止迭代,取𝑋min = 𝑋𝑛,否则转 3);

3)令𝑋𝑛+1 = 𝑋𝑛 + 𝑃𝑛,求𝑋𝑛+1,转 2).

综上所述,采用本文所提的二次优化方法来求解

优化问题的过程描述如下:

1)将优化问题归结为一优化函数模型;

2) 采用某一随机优化算法 (本文采用遗传算

法)对优化函数进行多次优化,记录优化结果;

3)采用最大似然估计法计算出结果样本的正态

分布参数𝜇0和𝜎0;

4)固定𝜎0,以𝜇0为初始解,采用牛顿法对指标函

数𝑆(𝜇) = max
𝜇

𝑛∑
𝑖=1

e
− (𝑥𝑖−𝜇)2

2𝜎2
0 进行迭代优化,找到𝜇的

最优解𝜇∗,将𝜇∗作为待求优化问题的最优解.

采用最大似然法和本文的二次优化方法计算得

到测试函数 Schaffer1 Function的变量𝑥1的概率密度

函数,其直方图 (hist)和概率密度函数图 (pdf)合二为

一,如图 2所示. 由图 2可知,随机优化的结果分布符

合正态分布,且采用本文方法计算得到的正态分布期

望值更接近理论最优解.
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图 2 GA独立运行 1 000次优化函数𝐹1的结果
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采用遗传算法对所有测试函数进行优化实验,将

变量𝑥1的优化结果分别采用取平均和本文方法来求

得最优解并进行比较. 将上述过程重复执行 100次,

这 100组最优解的比较结果如图 3所示. 分析图 3可

知,采用本文方法求多次随机优化的最优解精确度更

高,且稳定性更好.
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图 3 平均值法与优化法所求结果的精度对比

表 1给出了所有函数的理论极值及其对应的变

量值,表 2给出了对所有函数重复优化 100次后得到

的变量平均值及其对应的函数值、优化 100次后采用

本文方法得到的最优变量值及其对应的函数值.由采

用两种方法计算得到的最优函数值可知,采用本文方

法能够找到更好的优化解,提高优化问题的求解精度.

表 2 100次运行优化值在不同方法综合时的平均结果比较

函数 平均方法
𝑥1, 𝑥2

𝑓
本文方法

𝑥1, 𝑥2

𝑓
函数值改进/%

𝐹1
3.90e−02, 3.80e−02

2.58e−01

2.29e−02, 2.21e−02

1.78e−01
24.03

𝐹2
6.10e−06, 5.93e−06

7.97e−11

4.19e−06, 4.26e−06

3.93e−11
49.97

𝐹3
6.27e−06, 6.15e−06

7.72e−11

4.35e−06, 4.41e−06

3.84e−11
49.49

𝐹4
1.65e−01, 1.64e−01

9.86e+00

4.72e−02, 4.76e−02

8.87e−01
90.17

本文通过 4个测试函数的优化实验验证了本文

二次优化方法不仅可行,而且比多次随机优化结果平

均值法具有更高的优化精度,优化结果更加稳定. 另

外, 还对压力管设计以及伸缩绳设计等典型优化问

题[16-17]进行了求解,结果均表明二次优化算法的运行

结果都得到了不同程度的改善,限于篇幅,结果略.因

此,本文方法可以应用到最优值与最优解未知的实际

工程优化问题,具有很高的实际应用价值.

3 结结结 论论论

通过对多组随机优化结果样本的研究,发现随机

优化算法结果服从正态分布的统计学规律.针对采用

平均法处理多次随机优化算法的结果最优解精度不

够的问题, 提出了基于牛顿法原理的二次优化方法.

针对多个函数的多次测试实验表明,此方法能够有效

地提高随机优化算法的精度,改善算法的性能,且算

法简单容易实现,因而具有一定的理论意义、较高的

应用价值.
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