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基于LM I的广义系统正实反馈控制
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摘　要: 建立连续情形广义系统新的正实引理. 通过对线性矩阵不等式 (LM I)的求解和系统的等价变换,给出了正

实状态反馈控制的充分必要条件,构造了保持系统稳定性的正实控制器设计方法. 数值实例表明, 该求解控制器的

方法简单方便, 具有实际意义.
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Abstract: Fo r con tinuous2t im e descrip to r system s, a new po sit ive real lemm a is given. Based on the so lu tion to
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1　引　　言
　　正实性是网络理论中的一个重要概念,在系统

的稳定性、耗散性、二次型最优、代数R iccat i方程、

鲁棒性及非线性控制研究中具有重要应用. 如何构

造一个反馈控制器使得闭环系统不仅内部稳定而且

正实,在鲁棒控制和非线性控制等问题中具有重要

意义. 关于正常系统的正实性研究, 由于近年来

LM I的求解已有良好的内点算法,许多研究人员基

于LM I取得了时域研究的可喜成果[1～ 6 ],但对广义

系统的正实性研究尚不多见. 由于广义系统比一般

的系统在描述实际问题时具有更精确的特点, 在电

子网络系统、电力系统、经济系统、机械系统、机器人

系统、惯性导航系统、交联大系统、化学工程、导弹系

统以及航空工程、生物系统、时间序列分析、社会系

统等方面有着重要应用. 因此,对广义系统的正实性

研究具有重要意义. 文献[ 7 ]基于广义代数黎卡提方

程和广义代数黎卡提不等式分别建立了连续与离散

情形的正实引理, 获得了广义系统正实性研究的重

要成果. 本文在此基础上, 进一步研究广义系统的

正实控制问题,通过构造一个状态反馈控制器, 使

闭环传递函数正实, 给出了连续情形的广义系统状

态反馈严格正实控制器的设计方法.
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2　预备定义及引理
　　考虑如下线性连续广义系统:

E xα= A x + B u , y = C x + D u. (1)

其中: E ,A ∈R n×n ,B ∈R n×m , C ∈R m×n ,D ∈R m×m

是已知实矩阵; x 为状态向量; y 为输出向量; u 为输

入向量. 根据系统的受限等价性, 为研究方便, 设

(E ,A ) 为W eierst rass标准形.

系统 (1) 的传递函数矩阵为

G (s) = C (sE - A ) - 1B + D . (2)

　　设系统的状态反馈控制为

u = K x + v.

其中: K ∈ R m×n 为状态反馈控制矩阵, v 为新的参

考输入向量.

对应的闭环系统为

E xα= A kx + B v , y = C kx + D v. (3)

其中: A k = A + B K , C k = C + D K.

记闭环系统 (3) 的传递函数矩阵为

T (s) = (C + D K ) [sE - (A + B K ) ]- 1B + D .

(4)

　　定义 1　如果系统的传递函数G (s) 满足条件:

1) 当 R (s) ≥ 0 时 G (s) 解析; 2) 对于 Ξ ∈ [ 0,

+ ∞) ,满足G ( jΞ) + GT (- jΞ) > 0. 则称系统严格

正实 (SPR ).

定义 2　如果系统严格正实, 且传递函数满足

条件G ( j∞) + G T (- j∞) > 0, 则称系统扩展严格

正实 (ESPR ).

定理 1　如果 (E ,A ) 稳定、无脉冲, 且存在矩

阵X ,Q ,W 和 P 使得

E TX = X T E ≥ 0,

A TX + X TA = - P TP < 0,

B TX + W TQ = C ,

D + D T = W TW , (5)

则 <(s) = G (s) + G T (- s) ≥ 0;如果B , C T 列满秩,

则 <(s) = G (s) + G T (- s) > 0, 即G (s) 严格正实.

证明略.

引理 1　如果矩阵L 列满秩,且F 正定,则当K

= - ΑF - 1L (0 < Α< 1) 时,有

(K + F - 1L ) T F (K + F - 1L ) - L T F - 1L < 0.

(6)

　　证明略.

记

Υ(X ; A k ,B , C k ,D ) =

A T
k X + X TA k + (C k -

B TX ) T (D + D T ) - 1 (C k - B TX ) ,

Υ(X ; A ,B , C ,D ) =

A TX + X TA + (C -

B TX ) T (D + D T ) - 1 (C - B TX ).

　　引理 2　下列结论成立:

Υ(X ; A k ,B , C k ,D ) = Υ(X ; A ,B , C ,D ) + 7 .

其中

7 = { (D + D T ) - 1ö2D [K + (D T (D +

D T ) - 1D ) - 1 (B TX + D T (D + D T ) - 1 (C -

B TX ) ) ]}T { (D + D T ) - 1ö2D [K +

(D T (D + D T ) - 1D ) - 1 (B TX +

D T (D + D T ) - 1 (C - B TX ) ) ]} -

[X TB + (C - B TX ) T (D +

D T ) - 1D ] (D T (D + D T ) - 1D ) - 1 [B TX +

D T (D + D T ) - 1 (C - B TX ) ].

　　证明

Υ(X ; A k ,B , C k ,D ) =

A T
k X + X TA k + (C k - B TX ) T (D +

D T ) - 1 (C k - B TX ) =

A TX + X TA + (C - B TX ) T (D +

D T ) - 1 (C - B TX ) + K TD T (D +

D T ) - 1D K + K TB TX + X TB K +

(C - B TX ) T (D + D T ) - 1D K +

K TD T (D + D T ) - 1 (C - B TX ) =

A TX + X TA + (C - B TX ) T (D +

D T ) - 1 (C - B TX ) + { (D + D T ) - 1ö2D [K +

[D T (D + D T ) - 1D ]- 1 (B TX + D T (D +

D T ) - 1 (C - B TX ) ) ]}T { (D + D T ) - 1ö2D [K +

[D T (D + D T ) - 1D ]- 1 (B TX + D T (D +

D T ) - 1 (C - B TX ) ) ]} - [X TB + (C -

B TX ) T (D + D T ) - 1D ] [D T (D +

D T ) - 1D ]- 1 [B TX +

D T (D + D T ) - 1 (C - B TX ) ] =

A TX + X TA + (C - B TX ) T (D +

D T ) - 1 (C - B TX ) + 7 =

Υ(X ; A ,B , C ,D ) + 7 .

　　定理 2[7 ]　如果系统 (1) 正则且D + D T > 0,

B 和C T 是列满秩矩阵, 则下列结论等价:

1) 系统 (1) 允许且严格正实;

2) 下列 GA R I:

A TX + X TA + (C - B TX ) T (D +

D T ) - 1 (C - B TX ) < 0,

X T E = E TX ≥ 0, (7)
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存在允许解X .

要使闭环系统 (3) 正实,需确定合适的 K. 将A k

= A + B K , C k = C + D K 代入式 (7) ,有

　　　A T
k Xδ + XδTA k + (C k - B TXδ) T (D +

　　　D T ) - 1 (C k - B TXδ) < 0,

　　　XδT E = E TXδ≥ 0. (8)

并记

B
δ =

XδTB

D

0

, C
δ = [ I　0　0 ],

8 =

A TXδ + XδTA C T - XδB 0

C - B TXδ - 2 (D + D T ) (D + D T ) 1ö2

0 (D + D T ) 1ö2 - I

.

3　严格正实控制器设计
　　下面给出状态反馈正实控制器 K 存在的充要

条件. 当满足LM I的矩阵 X
δ确定后,便可根据所给

出的状态反馈正实控制器公式, 对系统进行严格正

实反馈控制.

定理 3　设系统 (1) 是允许的, 存在使闭环传

递函数 (4) 正实的充分必要条件是:如下LM IS有解

Xδ:

　　　　B
δ
K C

δ + (Bδ
K C

δ) T + 8 < 0,

　　　　X
δTE = E TX

δ≥ 0. (9)

　　证明　根据定理 2,状态反馈控制正实的充分

必要条件是存在矩阵 Xδ使得不等式 (8) 成立. 由

Schu r引理,有

E TXδ = XδT E ≥ 0,

A T
k Xδ + XδTA k C T

k - XδTB 0

C k - B TXδ - 2 (D + D T ) (D + D T ) 1ö2

0 (D + D T ) 1ö2 - I

< 0

成立. 因为

B
δ
K C

δ =

X
δTB

D

0

K [ I　0　0 ] =

　 　 　

X
δTB K 0 0

D K 0 0

0 0 0

,

(Bδ
K C

δ) T =

K TB TX
δ

K TD T 0

0 0 0

0 0 0

.

于是式 (8) 成立当且仅当 E TX
δ = X

δT E ≥ 0,且

　BδK Cδ + (BδK Cδ) T + 8 =

A TX
δ + K TB TX

δ + X
δTA + X

δTB K C T + K TD T - X
δ
B 0

C + D K - B TXδ - 2 (D + D T ) (D + D T ) 1ö2

0 (D + D T ) 1ö2 - I

< 0

成立. □

定理 4　设Bδ, Cδ, 8 已知,且Bδ不行满秩, Cδ不

列满秩,则关于 K 的LM I(9) 有解的充分必要条件

是 Bδ⊥T

8Bδ⊥< 0, E TXδ = XδT E ≥ 0, 其中 Bδ⊥=

Ker (Bδ).

证明　因为

Bδ⊥=

Xδ- 1 0 0

0 I 0

0 0 I

B

D

⊥

0

0 I

,

使Bδ⊥TBδ = 0,所以式 (9) 成立当且仅当

(Bδ⊥) TBδK CδBδ⊥+ ( (Bδ⊥) TBδK CδBδ⊥) T +

(Bδ⊥) T 8Bδ⊥< 0, E TXδ = XδT E ≥ 0,

即

(Bδ⊥) T 8Bδ⊥=

B

D

⊥T

0

0 I

X
δ- T 0 0

0 I 0

0 0 I

×

A TXδ + XδTA C T - XδTB 0

C - B TXδ - 2 (D + D T ) (D + D T ) 1ö2

0 (D + D T ) 1ö2 - I

×

X
δ- 1 0 0

0 I 0

0 0 I

B

D

⊥

0

0 I

< 0,

E TXδ = XδT E ≥ 0

成立. □

定理 5　设系统 (1) 是允许的, 闭环传递函数

(4) 正实的充分必要条件是存在满足如下LM I的可

逆矩阵Xδ:

XδTE = E TXδ≥ 0,

B

D

⊥T

×

A Xδ- 1 + Xδ- TA T Xδ- TC T - B

CXδ- 1 - B T - (D + D T )

B

D

⊥

< 0.

(10)
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其中D 可逆,且

　　D + D T > 0,

　　K = - Α(D T (D + D T ) - 1D ) - 1 [ ( I -

　　　　D T (D + D T ) - 1)B TXδ +

　　　　D T (D + D T ) - 1C ], Α∈ (0, 1). (11)

　　证明　1) 必要性: 由给定条件知, 闭环系统

严格正实. 根据定理 2, Xδ使 GA R I(8) 成立. 根据定

理 3和定理 4,由Bδ⊥T 8Bδ⊥< 0, E TXδ = XδT E ≥ 0,得

　　　　　　

B

D

⊥T

A Xδ- 1 + Xδ- TA T Xδ- TC T - B

CXδ- 1 - B T - 2 (D + D T )

B

D

⊥ B

D

⊥T

0

(D + D T ) 1ö2

[ 0　 (D + D T ) 1ö2 ]
B

D

⊥

- I

< 0,

　　　　　　E TXδ = XδT E ≥ 0.

根据 Schu r补引理, - I 可逆,可得

B

D

⊥T
A Xδ- 1 + Xδ- TA T Xδ- TC T - B

CXδ- 1 - B T - (D + D T )

B

D

⊥

< 0,

E TXδ = XδTE ≥ 0.

再由引理 2,由于系统 (1) 非正实,要使 Υ(Xδ; A k ,B ,

C k , D ) = Υ(Xδ; A ,B , C ,D ) + 7 < 0, 必有 Α使 K

= - ΑF - 1L . 取 F = D T (D + D T ) - 1D ,L = B TX
δ +

D T (D + D T ) - 1 (C - B TX
δ) , 于是 7 = (K T +

L T F - 1) F (K + F - 1L ) - L TF - 1L < 0, 且 K =

- Α(D T (D + D T ) - 1D ) - 1 [B TXδ + D T (D +

D T ) - 1) (C - B TXδ) ].

2) 充分性:根据给出的Xδ, K ,可取:W = (D +

D T ) 1ö2,Q = W - 1 (C k - B TXδ) ,A T
k Xδ + XδTA k < 0,

XδT E = E TXδ≥ 0. 根据引理 1可知闭环系统 (3) 严格

正实. □

4　数值例子
　　考虑广义系统 (1) ,其中的矩阵分别为

E =

1 0 0

0 0 0

0 0 0

,A =

- 1 0 0

0 - 2 0

0 0 1

,

B =

1

1

1. 2

, C = [ 1　1　1 ],D = 0. 5.

系统正则、稳定、无脉冲、非正实.

用M atlab 计算的结果如下:

线性矩阵不等式 (10) 的解为

X =

0. 727 3 - 0. 909 1 0

- 0. 909 1 - 0. 636 4 0

0. 678 4 1. 055 3 0. 450 0

.

　　根据式 (11) ,用搜索方法取Α= 0. 5, 求出状态

反馈控制矩阵为

K = [ - 1. 632 3　 - 1. 993 7　 - 1. 540 0 ].

将 s = jΞ 代入 T (s) = (C + D K ) [sE - (A +

B K ) ]- 1B + D ,进一步计算可得

T (s) + T T (- s) =

11. 530 0Ξ2 + 190. 116 8
0. 603 7Ξ2 + 86. 424 0

+ 1 > 0

即闭环系统 (E ,A k ,B , C k ,D ) 正则、稳定且严格正

实.

5　结　　论
　　本文针对连续型广义系统, 基于线性矩阵不等

式 (LM I)给出了在存在新的参考输入情况下, 通过

状态反馈正实控制使系统保持内稳定的充分必要条

件. 该方法仅涉及到LM I的求解和系统的等价变

换等. 数值实例表明,求解控制器的方法简单方便,

具有实际意义.
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4　结　　论
　　本文提出的粗糙2模糊集集成方法,将连续属性

值转换成模糊隶属函数值,可以避免直接离散化带

来的一些不足,而且对于边界不清晰的连续属性,可

以有更为符合实际问题的表示. 这种粗糙2模糊集集
成方法通过定义模糊相似关系及模糊相似类得到粗

糙2模糊近似空间的下、上近似,从而获得决策规则,

为解决粗糙集中连续属性的决策问题提供了一个有

效的方法.
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