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摘 　要 : 从广泛用于实验量子领域的典型状态估计方法 ,到基于系统论观点、可用于量子反馈控制的状态估计方法 ,

详细综述了 4 种测量方式下的相应量子状态估计方法及其适用背景. 通过其发展历程的叙述 ,从本质上阐述了估计

的基本原理 ,从技术上对各种方法进行了相应的分析和比较. 同时 ,对量子状态估计和经典状态估计进行了相应的比

较 ,并对量子系统中的状态估计方法作了总结.
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Abstract : The corresponding quantum state estimation methods and their application backgrounds in four measurement

situations are reviewed. The methods involve the typical methods broadly used in experimental quantum field and the

state estimation methods which are based on systematic perspective and applicable to quantum feedback control.

Eessentially , the estimation principle of every method is explained by stating it s development process , and the

corresponding analysis and comparison in technology are given. Finally , the quantum state estimation is compared

with the corresponding classical state estimation , and some comments on state estimation methods in quantum systems

are summarized.
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1 　引 　　言
　　状态是一个物理系统的数学描述 ,它提供了这

个系统过去以及将来的信息. Leonhart 曾经对状态

作了如下标准陈述[ 1 ] :“知道了一个物理对象的状

态 ,就意味着知道了它的所有物理量的最可能的统

计信息”. 状态估计技术是通过对系统进行测量尽可

能获取其真实状态的一种方法. 本质上 ,经典系统的

状态估计和量子系统的状态估计有 3 点主要差别 :

第 1 ,经典系统的状态通常有明确的物理意义 ,它是

系统的一个实在的物理量 ,允许的条件下直接测量

这个物理量通常能得到相应的状态取值. 而量子系

统的状态 ———波函数或密度算子 ———并不是一个实

在的物理量 ,不能通过直接的状态测量来得到量子

态的某个数值 ,而必须借助对量子系统的某些可观

察量进行测量来推断出系统的状态. 第 2 ,理论上 ,

经典系统是决定论的 ,如果系统没有受到外界的扰

动影响 ,那么系统在任意时刻的状态可以由初始状

态完美确定 ;但当系统受到扰动影响时 ,系统的即时

状态会带有各种噪声 ,这时就需要借助相应的估计

技术来处理引入系统中的噪声 ,从而尽可能地获取

系统的真实状态. 量子系统在本质上是概率论的 ,即

使量子系统没有受到任何干扰 ,测量量子系统的状

态也将得到一个随机性的结果 ;如果量子系统受到

扰动 ,为了获得其状态还需要额外处理相应的噪声.

第 3 ,在测量的实现手段上 ,经典系统的测量通常不

会给其状态造成实质性的破坏 ,因此原则上可以重

复利用同一个系统进行多次测量. 但量子系统非常

脆弱 ,测量通常会对整个量子系统造成实质性的破
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坏 ,从而阻止了人们重复利用同一个量子系统进行

多次测量.

　　经典系统中的状态估计方法发展得较为成熟 ,

但量子系统中的状态估计方法则很不成熟. 事实上 ,

大部分状态估计方法都是针对量子系统初始状态的

重构而言的. 既然如此 ,如果能够比较完美地重构出

量子系统的初始状态 ,那么对于物理、化学领域中的

实验以及量子系统控制的研究也具有重要意义. 对

于实时估计任意时刻量子系统的即时状态的问题 ,

当前的研究文献则非常有限 ,并且存在较大研究空

白.

　　鉴于量子系统状态估计的特殊性 ,为了能使读

者对整个量子系统中的状态估计方法有一个整体上

的认识 ,本文将综述其发展现状 ,并重点说明各种估

计方法的优缺点.

2 　量子系统状态估计的背景
　　根据量子系统固有的海森伯格不确定性原理[ 2 ]

和量子不可克隆定理[3 ] ,人们不能对单个量子系统

进行重复测量来完全复现出它的状态. 其中 ,不确定

性原理指 ,人们不能对单个系统进行任意序列的测

量而不引入对状态自身的回反 (back2action) 修正作

用 ;量子不可克隆定理禁止人们完美复制任何一个

未知量子态来实现对它的重复测量. 量子系统的这

些固有特性 ,使人们可以通过下述测量方式进行状

态估计[4 ] :使用相同宏观工序制备出具有同一状态

的许多全同复本系统 ,并对每个复本系统进行不同

(可观察量)的测量 ,这一方案在量子实验领域已非

常通用. 但是 ,随着控制理论逐渐介入到量子领域 ,

也出现了完全不同于此的量子状态测量方式和基于

系统论观点的状态估计技术. 例如在单个量子系统

的连续演化中进行的一系列测量的基础上 ,对有限

维量子系统初始状态的估计[ 5 ] ;控制一个系综的演

化 ,并根据一个可观察量上的信息实现状态估计[6 ] ;

基于对单个量子系统连续测量的历史记录进行的状

态估计[7 ]等.

　　量子系统状态估计的应用涉及到多个不同的方

面[6 ,8 ] ,尤其是对纯化方案的研究将极大依赖于量

子估计技术 ;在量子计算机中 ,要实现寄存器的读操

作 ,即测量量子寄存器所表征的量子系统的状态 ,也

必须借助量子状态重构技术 ;量子态的实验重构 ,对

于检验制备、检验由噪声和消相干引起的误差 ,以及

利用过程层析确定控制方案的精确度都是必需的 ;

进一步 ,实时的状态估计可以改善超出标准量子极

限的精确计量.

　　最初的量子状态重构过程与医学领域中的 X

射线层析术有类似之处 ,因此常将量子系统的状态

估计技术 (或量子状态重构技术) 称为量子层析

术[9 ] . 值得说明的是 :在物理类文献中 ,量子层析术

既包括量子系统的状态估计 ,又包括参数估计 ,且前

者常称为状态层析 ,后者常称为过程层析 ;在工程类

文献中 ,也涉及到量子系统的状态估计和参数估计

问题 ,但在术语上分别称为状态滤波和参数辨识[ 9 ] .

3 　基于测量全同复本系统的量子状态估计
方法

　　任何量子力学重构方案都只是基于一组测量数

据而对量子力学系统的密度算子进行的一种后验估

计 ,这组测量数据要借助宏观测量仪器来得到. 重构

的质量取决于测得数据的质量和重构程序的效

率[10 ] . 本质上 ,基于多个全同复本系统的量子状态

重构是通过重复测量这些复本系统 (构成一个被测

系综)的不同可观察量 ,然后根据测量结果的统计属

性来重构出系统的状态. 这里 ,被测系综上的可观察

量的集合称为观测层次[11 ] .

　　量子状态估计自 1933 年首先提出的著名 Pauli

问题[12 ] (即根据一个粒子的位置和动量的概率分布

能否确定出该粒子的波函数) 以来 ,已经经历了 70

多年的发展 ,出现了多种基于测量的估计方法 ,估计

问题在理论和实验上均得到了较大发展. 然而 ,第 1

个系统化的方法始于 Fano 在 20 世纪 50 年代后期

的工作[ 13 ] . 随着估计技术的不断发展 ,目前已形成

了状态层析 (ST)法、最大熵 (MaxEnt) 估计法、极大

似然 (ML) 估计法、贝叶斯 (Bayesian) 估计法、最小

方差 (L S) 估计法等 5 种具有代表性的状态重构方

法. 针对这几种典型重构方案 ,人们可以具体规定 3

种不同的情形[10 ] . 第 1 ,系统的所有可观察量可被精

确测量. 这种情况下 ,可以进行任意初始未知态的完

全重构 ,人们将这种重构称为完全观测层次上的重

构. 其中一个典型例子是对光的量子态进行的标准

层析重构. 第 2 ,只有系统的部分可观察量可被精确

测量. 这时 ,人们不能根据测得数据进行密度算子的

完全重构 ,但被重构的密度算子仍然唯一决定了被

测可观察量的平均值. 人们将这一重构称为不完全

观测层次上的重构 ,最大熵原理可以为这一情形提

供舞台. 第 3 ,测量不能提供充分的信息来准确确定

出被测可观察量的平均值 (或概率分布) ,而只能提

供被测可观察量的本征态的出现频率. 这时 ,人们可

以使用诸如最大似然估计或量子贝叶斯推断的方法

进行状态重构.

3. 1 　状态层析( ST)法

　　1957 年 , Fano 首先系统论述了根据相同制备

的复本系统上的重复测量来决定量子状态的问

题[13 ] . 他意识到至少需要两个以上的可观察量才能

221
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达到决定状态的目的 ,并把足以完全确定出系统密

度算子的一组力学量称为 quorum. 然而 ,对于一个

粒子来说 ,除了位置、动量和能量外 ,很难设计出其

他的可观察量 ,因此测量量子状态的基本问题一直

未获得大的突破[ 4 ] . 直到 19 世纪 80 年代末 90 年代

初 ,人们在量子光学领域取得的理论和实验上的进

展 ,才使这一局面得以改观 : 1989 年 , Vogel 和

Risken 推导了单模电磁场的旋转正交相位的概率

分布 (即对应于所有不同相位的边缘概率分布) 与

Wigner 函数这一伪概率分布之间的一一对应关系 ,

并指出由同差检测得到的边缘概率分布正是

Wigner 函数的 Radon 变换[14 ] . 这样 ,仿照经典成像

技术中的处理 ,可以通过对同差测得的边缘概率分

布进行逆 Radon 变换来得到 Wigner 函数 ,再从

Wigner 函数得到密度算子的矩阵元素 ,这就是量子

光学中非常通用的“同差层析术”. 本质上 ,这一估计

方法需要对几类不对应的可观察量进行同时测量 ,

这样在经典意义上不存在测量结果的联合概率密

度. 通常是通过测量其线性组合得到一个广义联合

概率密度来实现的.

　　1993 年 ,美国 Oregon 大学的 Raymer 研究组

利用这一方法首先通过实验实现了代表单模电磁场

的谐振子的位置和动量的线性组合的测量 ,并对单

模场的相干态和压缩态进行了重构[15 ] . 然而 ,这一

方法却受到了无法控制的近似因素的影响 ,因为根

据有限次数的测量无法得到边缘概率分布的解析形

式 ,进而 Radon 逆变换所要求的光滑参数的条件就

得不到满足. 1994 年 ,D’Ariano 给出了实验测定光

子数表象中辐射场的密度矩阵的第一个准确技

术[16 ] ,它是通过简单平均同差数据的一个函数来实

现的 , 避开了 Radon 逆变换这一环节. 随后 ,

D’Ariano又把系统的密度算子表示为同差输出的

边缘分布与一个核函数的卷积 ,从而进一步简化了

这一技术[17 ] . 文献[18 ]利用这些技术实验测量了半

导体激光的光子统计性 ,文献 [ 19 ]测定了压缩真空

的密度矩阵. 尽管这些改进的方法没有用到 Radon

逆变换 ,但它们仍然源于光学同差层析术 ,因此仍将

它们归类为同差层析术. 光学同差层析术的这些成

功反过来又刺激了原子束状态重构的发展[20 ] 以及

分子振动[21 ] 、氦原子系综[ 22 ] 、Paul 阱中的单粒子[ 23 ]

等问题实验上的状态确定.

　　通过量子层析 ,在无限次测量的极限情况下 ,状

态可以被完美复现. 然而 ,实际情况中 ,测量次数总

是有限的 ,于是状态重构就总会存在统计误差. 对于

无限维系统 ,密度矩阵元素中统计误差的传播会对

最终的估计质量造成严重影响. 针对这一问题 ,文献

[24 ]提出了一种一般性的估计方法 , 处理了根据同

差层析中一 quorum 可观察量上的测量来估计系统

的所有可观察量的系综平均问题 ,其中任一力学量

的系综平均是借助李群的适当幺正表示来表达的.

文献[ 25 ]则利用幺正李群的平方可积表示理论对这

一方法进行了严格的数学证明. 显然 ,这一方法假定

了相应的李群表示是幺正表示 ,对于非幺正李群的

推广还值得进一步的研究. 文献 [ 26 ]实现了同差层

析从单模向任意模的一般化 ,文献 [ 27230 ]使用群

论又把层析方法从谐振子系统推广到了任意量子系

统. 一般地 ,仪器噪声会使估计算法成为有偏估计 ,

针对任意已知的噪声 ,文献 [ 29 ]设计了一个一般的

数据分析方法来使估计程序无偏化. 另外 ,为了改进

给定的实验样本上的统计误差 ,文献 [ 31 ]设计出了

称为“自适应层析术”的算法.

3. 2 　最大熵( MaxEnt)估计法

　　实验中 ,常常只能测量到系统算子的有限个独

立矩 ,这样就只测量了 quorum 中的可观察量的一

个子集. 这种情况下 ,人们不能得到系统的全部信

息. 换句话说 ,实验数据并不能提供充分的信息来唯

一确定出系统的密度算子[8 ] ,也就是说可能有许多

密度算子满足已经测得的实验数据所施加的约束条

件. 根据这些密度算子对其纯态的偏离度 ,可以把这

些密度算子相互区分开来 :每一个这样的密度算子

都具有不同的不确定性度量. 相对于被选观测层次

上已测得的期望值而言 ,人们希望以一种无偏的方

式来找到一个符合要求的特殊密度算子[10 ] . 根据最

大熵的 J aynes 原理[32 ] ,该密度算子必须具有最大的

不确定性度量. 这样 ,人们借用这个附加标准就可以

唯一重构出密度算子.

　　使用最大熵重构的前提是 ,必须对给定可观察

量的期望值或概率分布能进行准确的测量. 理论上 ,

这意味着要对全同制备系统的一个系综进行无限次

测量 ,以得到那些需要的期望值. 但实际上 ,只要测

量次数足够多 ,就可认为平均值得到了足够精确的

测量. 如果观测层次由 quorum 中的所有可观察量

组成 (即完全观测层次) ,那么最大熵重构可以替代

标准量子层析重构.

　　最大熵重构方案并不要求对被重构状态的纯度

有任何先验假设 ,即 :它可用来重构纯态也可用来重

构统计混合态. 这一方法已用于单色光场的量子态

的重构、自旋系统的量子态的重构、不完全层析数据

上 Wigner 函数的重构等背景[8 ] .

3. 3 　极大似然( ML)估计法

　　与经典情况类似 ,极大似然量子状态估计的基

本思想也是通过构造一个似然函数 ,从整体上找到

321
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最可能产生已观测到的数据的状态. 它考虑了密度

矩阵元之间的先验知识 ,因此可以自然保持诸如封

闭性和不确定关系之类的量子理论的结构. 这一技

术已用于量子相位的估计、光子数分布的估计和光

学纠缠态的重构等问题[33 ,34 ] . 2000 年 ,Banaszek 等

人提出了一个利用最大似然方法重构密度矩阵的通

用技术[35 ] ,它保持了估计的正定性和正规性 ,可用

于多模辐射场和自旋系统的密度矩阵的重构 ,并从

本质上降低了统计误差 ,但没有给出显式的重构算

法. 2004 年 ,Lvovsky 提出了根据一组平衡同差测

量来构造光学系综的密度矩阵的一个迭代期望最大

化算法[36 ] ,它避开了计算边缘概率分布的中间步

骤 ,可直接用于测得的数据.

　　与用在同差层析中的标准重构方法相比 ,极大

似然量子状态估计有以下特点[36 ] :首先 ,对于实验

数据的有限性、离散性导致的统计噪声 ,最大似然估

计方法通过把一定的低通滤波加到 Wigner 函数的

Fourier 图像上 ,尽可能地提取无限维量子态上的完

全信息. 标准同差层析则通过附加一些数学假定来

处理此问题 ,但在物理上并不易于实现. 其次 ,标准

同差层析方法中的回反投影算法并没有考虑密度算

子的先验约束 ,这会导致密度矩阵出现负对角元之

类的一些非物理特征. 最大似然技术 ,则允许人们在

重构程序中考虑密度算子的正定性和幺迹性的约束

条件 ,这样就总是产生物理上合理的系综. 第三 ,最

大似然技术可用于检测器效率不高的情况. 而标准

同差层析则要在重构程序中对检测器效率不高引起

的正交噪声行为进行额外的纠正 ,因为统计误差会

随着检测器效率的降低而快速增长. 最大似然重构

的缺点是 ,估计程序要涉及到非常复杂的计算性 ,即

使借助数值计算 ,也仍然是一个相当复杂的数值优

化问题.

3. 4 　贝叶斯( Bayesian)估计法

　　Bayesian 方法的核心是 Bayes 规则 ,即如何根

据最新测得的数据来及时更新当前状态的知识[37 ] .

最初 ,量子 Bayesian 推断是为重构量子力学的纯态

而研发的 ,由于纯态的平均一般是非纯态 ,这样被重

构的密度算子对纯态的偏离 (用 von Newmann 熵

量度) 就被用作了重构质量的量度[38 ] . Helst ron ,

Holevo 和 Jones 曾经指出 , 对于未知纯态的

Bayesian 重构要受到与代价函数的选择有关的某些

含糊性的影响. 一般地 ,根据代价函数的选择 ,人们

能得到不同的估计器 (即被重构的密度算子) . 2001

年 ,Schack 等人在广义测量的框架内推导了一个对

纯态和混合态均适用的量子 Bayesian 规则及其精

确的使用条件 (一个系统的 N 个复本系统的初态可

以交换) ,并把他们的方法成功用于 N 个量子位的

状态重构上[37 ] .

3. 5 　最小方差( LS)估计法

　　本质上 ,最小方差重构是基于以下事实 :对于

任何物理量子态而言 ,密度矩阵元素ρmn 最终必然会

随 m ( n) 的增加而减小 ,这样就使密度矩阵在 m ( n)

很大时可被有效地截断. 很明显 ,截断总是要引起系

统误差 ,但可以选择一个保证系统误差小于统计误

差的截断参数来解决此问题. 最小方差法是基于对

所测得数据进行线性变换的方法 ,要求的计算量小 ,

因此利用该方法人们可以以一种非常简单的方式实

时地重构出密度矩阵元素 ;但同时可能产生由实验

的不精确引起的“负概率”. 一般地 ,通过增加测量次

数可以限制“负概率”的出现.

　　最小方差法在降低估计的统计误差方面非常有

优势[ 39] ,其灵活性使人们可以根据较短时间间隔内

记录的数据进行重构 ,如果被测得的数据对某些密

度矩阵元素较为敏感 ,那么就可以构造所谓的规则

化解. 即把被重构的密度矩阵元的值设为零 ,而不是

去处理其强波动值. 规则化解降低了被重构的密度

矩阵元的统计误差 ,但同时引起了系统误差. 因此 ,

有必要优化这一规则化 ,以使所引起的系统误差小

于统计误差.

　　最小方差原理出现于 Legendre 和 Gauss 时代 ,

目前已用于量子状态重构问题 ,如 :借助量子态内窥

镜检查对腔场量子态的重构[ 40 ] 、俘获离子的振动量

子态的重构、借助平衡和不平衡同差检测对光场量

子态的重构[39 ] . 总之 ,最小方差估计假定实验数据

带有理想的高斯噪声 ,正如前文所述 ,它允许人们借

助适当的规则化来降低统计噪声 ,但原则上不能保

证被重构的密度矩阵是正定的 ,事实上这要求测量

次数足够大.

　　总体上讲 ,当前人们已经对基于测量全同复本

的量子状态估计进行了大量的研究和实验 ,目前的

文献主要针对以上各种方法的特点 ,研究了相应的

改进算法 ,并对各自的改进算法进行了相应的仿真

验证 ,但在理论上并没有站到一定的高度 ,各种方法

的可靠性并没有得到理论上的支持. 2005 年 ,

Artiles 等人首次对层析重构中的类型函数投影估

计器和过滤最大似然估计器的统计属性进行了尝试

性研究[ 41 ] ,并给出了这两种估计器在不同范数下的

一致性定理. 但留下了几个公开问题 ,如 :对检测器

低效率情况下的非高斯噪声的处理问题 ,算法的收

敛率问题 ,低检测效率情况下最优估计器的设计问

题 ,合理确定噪声情况下 Wigner 函数的核估计器

问题 ,能否将估计方法用于测量装置的振动以及量
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子力学装置作用下的状态变换的估计问题等.

4 　基于系统论观点的量子状态重构方法
　　随着控制理论逐渐介入量子系统的操纵 ,从系

统理论的角度考虑量子状态估计的问题也得到了一

定的发展 ,并取得了相应的研究成果. 这一处理问题

的角度与上面测量一个量子系统的许多全同复本系

统的做法完全不同. 针对具体的测量方式和具体解

决问题的场合 ,出现了下面 3 种状态估计的方案.

　　2003 年 ,美国 Iowa 州立大学的 D’Alessandro

考虑了只使用单个有限维量子系统 ,在已知该系统

的一个非退化可观察量期望值的一个或更多读数的

情况下确定该系统的初始状态的问题[5 ] . 他指出 ,通

过生成一个李群上的所有幺正演化 ,并借助一系列

适当的被控演化和测量 ,就可以使人们从系统可观

性的角度提取初始状态上的信息. 研究结果表明 ,可

观性并不总是意味着根据适当的演化和测量就能推

断出初始状态上的所有参数 ;但通过把系统与一个

状态已知的辅助系统 (探针系统) 耦合起来 ,就有可

能获 取 初 始 状 态 上 的 完 全 信 息. 2004 年 ,

D’Alessandro又研究了借助一系列适当的被控演化

和选择性测量把此问题推广到可能退化的可观察量

的情形[42 ] ,给出了确定初始状态上未知参数的最大

个数的一般算法 ,同时讨论了当系统和探针联合可

控时人们如何确定量子态上的所有参数的问题. 这

一方法在理论上是可行的 ,但实验中各种噪声的出

现会使整个算法存有严峻的挑战性 ,因此使其实用

化将是进一步值得研究的问题.

　　2005 年 , Silberfarb 等人基于对全同制备系统

的一个系综上的单个可观察量进行连续的弱测量 ,

提出了一种新的量子状态重构方案[6 ] . 他要求此系

综被整体驱动以使每个成员都经历着全同的、精心

设计的动力学演化 ,此演化需要把新信息连续映射

到被测量上. 其中的状态估计借用了经典的贝叶斯

滤波方法 ,并扩展了经典动力学演化的 Gaussian 随

机变量的状态估计方案. 这一估计是实时的 ,对每个

成员具有最小的扰动 ,从被测量上提取的信息有可

能用来实现闭环量子反馈控制.

　　2001 年 , Gambetta 和 Wiseman 研究了存在系

统未知参数的情况下利用量子轨迹理论进行状态估

计的问题[7 ] ,其中的估计方法主要借助了描述连续

被检测的开放量子系统演化的量子轨迹理论. 即通

过考虑系统与环境的相互作用 ,实时地测量环境来

得到相应的条件状态 (平均测后状态的一个拆分)演

化的随机主方程 ,进一步根据连续检测到的测量记

录 ,并借助经典的概率统计方法来对系统的状态做

出最佳估计. Gambet ta 和 Wiseman 把他们的估计

方法用于了一个与未知 Rabi 频率的经典电磁场耦

合的两级原子的状态估计中 ,他们指出 ,估计的质量

极大依赖于检测环境的不同方式. 事实上 ,每个时刻

的这一估计在获取系统的真实状态时会存在较大的

误差 ,研究能比较准确地获取系统真实状态的方法

还有很大的空间.

5 　结 　　语
　　综上所述 ,量子系统状态估计方法在数学原理

上与经典状态估计并没有多大差别 ,根本差别在于

量子系统状态本身的特殊性. 围绕对于量子态的测

量方式 ,出现了不同的量子状态估计方式 ,并最终导

致状态估计的不同适用场合.

　　第 1 种测量方式 ,是基于对某个系统的大量复

本系统的一组独立可观察量进行测量 (即测量一个

系统就记录出此次测量的结果 ,接着重复测量第 2

个系统 , ⋯) . 这一测量方案是目前量子状态估计中

使用最多、最通用的一种测量方案 ,一般只能用于初

始状态的重构 ,因为宏观仪器只能制备出大量全同

的初始状态 ,而无法制备出大量全同的任意时刻的

未知被控演化态. 显然这一状态估计方案非常适合

于实验前的初态决定 ,可以被看作实验的前期工作.

第 2 种测量方式 ,是只使用单个有限维量子系统 ,有

可能再加上一个辅助系统 ,并借助适当设计的控制

场 ,从一系列适当的被控演化和测量中推断出系统

初始状态中的未知参数. 这一方案的适用场合类似

于第 1 种测量情况. 第 3 种测量方式 ,是在适当控制

场的作用下 ,基于对经历全同动力学演化的全同制

备系统的一个系综上的单个可观察量进行连续的弱

测量来进行任意时刻的状态估计 ,有可能用于反馈

控制中. 第 4 种测量方式 ,是对单个开放量子系统进

行连续测量 ,并根据已测得的历史记录来实现相应

的状态估计 ,被估计出的状态可用于量子系统的反

馈控制中.
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