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一类基于几何分析的迭代学习控制算法
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摘　要: 基于几何分析, 对迭代学习控制方法的几何框架进行探索. 首先通过对A rimo to 算法所构成的向量图进行

几何分析, 导出了一类新的迭代学习算法结构; 然后从理论上对所导出的算法进行完整的收敛性分析. 该算法结构与

已有算法完全不同, 但其收敛速度和精度明显提高. 仿真结果表明了新算法的有效性和优越性.
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Abstract: Based on geom etric analysis, the geom etric fram e of itera t ive learn ing con tro l m ethod is dealt w ith. T he

structu re of a class of new itera t ive learn ing algo rithm s is ob tained by analyzing the vecto r p lo ts of A rimo to

algo rithm s. T he structu re is differen t from the p resen t algo rithm s. It is w ith faster speed of convergence and h igher

accuracy. Sim ulations show the effectiveness and advan tage of the new algo rithm.

Key words: itera t ive learn ing con tro l; geom etric theo ry; convergence analysis

1　引　　言
　　迭代学习控制方法适用于具有重复运动性质的

被控对象, 可实现有限时间区间上的完全跟踪任务,

且不依赖被控对象的详细模型. 迭代学习控制作为

智能控制的一个重要分支, 由于其简单有效而受到

控制界的广泛关注, 已经取得了大量的研究成果, 其

应用范围也在不断扩大[1～ 4 ]. 迭代学习控制研究的

重要内容之一是关于算法结构的研究, 包括提出新

的学习算法、加快算法的收敛速度和算法的收敛性

证明等. 已经提出的迭代学习控制算法有 P 型、D

型、PD 型和 P ID 型以及各种改进形式[5～ 8 ]. 虽然这

些算法都有自己的特点和适用范围, 但它们基本都

是沿着A rimo to [1 ]所提出的算法演化而来, 可以说

是同一类算法. 那么, 是否存在其他类型的更好算

法, 能否在理论上建立完整的框架, 使迭代学习控制

在这一理论框架下发展呢? 鉴于此想法, 文献[ 9 ]提

出了迭代学习控制的几何理论方法, 并在这一方法

的指导下, 得到了一类收敛速度较快的非线性迭代

学习控制算法.

　　本文是对文献[ 9 ]提出的几何理论方法的丰富

和完善, 通过对A rimo to 算法所构成的向量图进行

几何分析, 得到了一类新的迭代学习控制算法. 该算

法的结构与已有的算法完全不同, 但其收敛速度和

精度明显提高. 此外, 本文对所导出的新算法给出
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了完整的收敛性证明.

2　几何分析及新算法的构造
　　考虑如下非线性系统:

xα( t) = f (x , u , t) ,

y ( t) = C (x , t) + B ( t) u ( t) ,
t ∈ [ 0, T ]; (1)

初始条件为 x (0) = x 0. 其中: x , u , y , f ,B 和C 是相

应维数的向量或矩阵函数, 且都是L ip sch itz 连续

的, 即

‖f (x 1, u 1, t) - f (x 2, u 2, t)‖≤

L f (‖x 1 - x 2‖ + ‖u 1 - u 2‖) , (2)

‖C (x 1, t) - C (x 2, t)‖≤L C‖x 1 - x 2‖. (3)

其中: L f 和L C 未知, 系统的理想输出为 y d ( t).

　　由于系统的不确定性, 要寻求理想输入 ud ( t) ,

使其所对应的系统输出恰为 y d ( t) 较为困难. 因此,

人们试图通过如下“学习”的方式寻找 ud ( t) , 即

u k+ 1 ( t) = u k ( t) + L ( t) ek ( t) , k = 1, 2, ⋯. (4)

其中: ek ( t) = y d ( t) - y k ( t) , 而y k ( t) 是系统 (1) 的输

入 u k ( t) 所对应的输出,L ( t) 是待定的增益矩阵. 若

由式 (4) 所确定的输入序列{uk ( t) } 能收敛, 则其极

限 u3 ( t) 便是要寻找的理想输入.

　　从式 (4) 可看出, 学习的过程就是通过当前 (第

k 步) 的输入输出及相应误差的信息来确定下一步

(第 k + 1 步) 的输入, 使得输入序列 uk ( t) 尽快收

敛. 记 uθk ( t) = u k ( t) - ud ( t) , 则式 (4) 可变为

uθk+ 1 ( t) = uθk ( t) + L ( t) ek ( t) , k = 1, 2, ⋯. (5)

　　要使 u k ( t) 尽快收敛, 就需使‖uθk ( t)‖尽快减

少至零. 为方便起见, 将 uθk ( t) 仍写为 u k ( t). 将式 (5)

中的3项看成向量, 便得到图1 (a) 所示的向量图. 在

图 1 (a) 中考虑向量 uk - 1 ( t) 便得到图 1 (b).

　　在图1 (b) 中向量L ek- 1 上任取一点d , 以d 为起

点作L ek 的等效向量d g
—→

(d g
—→

记为 e
δ

k ) , 连接od
→

和og
→

(分别记为 u
δ

k 和 u
δ

k+ 1) , 如图 1 (c) 所示. 则有

u
δ

k+ 1 = u
δ

k + e
δ

k = u
δ

k + L ek. (6)

　　从图 1 (c) 可知, ‖u
δ

k+ 1‖ < ‖u k+ 1‖. 记 uδk (Α)

= u k - Α(u k - u k- 1) , 则有u
δ

k (0) = u k , uδk (1) = u k- 1.

故存在 Α∈ (0, 1) , 使得 uδk (Α) = od
→

= uδk. 从而式 (6)

可写为

uδk+ 1 = u k - Α(u k - u k- 1) + L ek. (7)

因此, 对应图 1 (a) 情况的新算法具有如下结构:

u k+ 1 = u k - Α(u k - u k- 1) + L ek ,

k = 1, 2, ⋯. (8)

　　由于对应式 (5) 的向量图除图1外还有其他情

(a)　 向量图 1

(b)　 向量图 2

(c)　 向量图 3

图 1　 向量分析图

况, 通过对其进行类似的分析可知, 新算法要么具有

结构 (8) 的形式, 要么具有如下结构:

u k+ 1 = u k + Α(u k - u k- 1) + L ek ,

k = 1, 2, ⋯. (9)

故改进算法应具有如下形式:

u k+ 1 = u k ± Α(u k - u k- 1) + L ek ,

k = 1, 2, ⋯. (10)

3　 新算法的收敛性分析
　　上一节导出的形如式 (10) 的新算法结构, 是通

过几何直观得到的, 其有效性还有待于理论分析. 另

外, 在算法结构 (10) 中, 正负号在迭代过程中可能

交替进行, 如何刻画这种交替来实现新的算法也是

一个需要考虑的问题.

　　本文假定, 在每次学习时系统都经过相同的初

始状态, 即 x k (0) = x 0, k = 1, 2, ⋯. 再记∃u k+ 1 ( t) =

u k+ 1 ( t) - u k ( t) , 利用文献 [ 3 ] 中定义的范数, 不难

证明如下引理:

　　引理1　对适当大的Κ及Ν> 1, 如下估计成立:

‖x k+ 1 - x k‖ (Κ, Ν) ≤
L f

Κ(Κ- L f ) ‖∃u k+ 1‖ (Κ, Ν).

　　引理 2　若 Θ, Α∈ (0, 1) , 且对正常数 a , b 有

ΑΘa
1 - Θõ Αb

1 - Α< 1

成立. 则存在 Ν> 1 及适当大的正数 Κ, 使得对正常

数 c, d , l, 有G (Κ, Ν) ∈ (0, 1) 成立. 其中

　　G (Κ, Ν) =
ΝΘ

1 - ΝΘõ Νcd
Κ(Κ- c) õ ΝΑΝl

1 - ΝΑ+
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　　　　　　 ΝΘΝΑa
1 - ΝΘõ ΝΑΝb

1 - ΝΑ.

　　利用引理 1 和引理 2, 可以证明本文算法的收

敛性.

　　 定理 1　 若算法 (10) 中的参数 Ρ 及增益矩阵

L ( t) 满足: 1)‖I - B ( t)L ( t)‖ ≤ Θ∈ (0, 1) ; 2)

ΑΘL B

1 - Θõ Αl
1 - Α∈ (0, 1). 则由算法 (10) 确定的输入

序列{u k ( t) } 在[ 0, T ] 上是一致收敛的, 且

lim
k→∞

ek ( t) = 0, Π t ∈ [ 0, T ].

其中: l = sup
0≤t≤T

‖L ( t)‖,L B = sup
0≤t≤T

‖B ( t)‖.

　　证明　由ek ( t) 的定义及式 (1) , (10) 及条件1)

和式 (3) , 有

‖ek ( t)‖≤

Θk‖e0 ( t)‖ + ∑
k- 1

i= 1
Θk- i- 1 (L C‖x i+ 1 ( t) -

x i ( t)‖ + ΑL B ‖∃u i ( t)‖). (11)

　　首先选取适当大的 Κ, 使得 Κ- L f > 0, 再因 Θ,

Α∈ (0, 1) 及定理 1的条件 2) , 由引理 2知, 存在Ν>

1, 使得G (Κ, Ν) ∈ (0, 1). 其中

G (Κ, Ν) =
ΝΘ

1 - ΝΘõ ΝL f L C

Κ(Κ- L f ) õ ΝΑΝl
1 - ΝΑ+

ΝΘΝΑL B

1 - ΝΘõ ΝΑΝl
1 - ΝΑ. (12)

对所选取的 Κ和 Ν, 由引理 1, 有

(‖ek ( t)‖Νk ) e- Κt ≤

(ΘΝ) k‖e0‖Κ + ∑
k- 1

i= 1

(ΘΝ) k- i- 1Ν×

( L f L C

Κ(Κ- L f ) ‖∃u i+ 1‖ (Κ, Ν) + ΑL B ‖∃u i‖ (Κ, Ν) ).

(13)

再由式 (10) 及上述类似方法可得

‖∃u k‖ (Κ, Ν) ≤ (ΝΑ) k‖∃u 0‖Κ +

∑
k - 1

i= 1

(ΝΑ) k- i- 1Νl‖ei‖ (Κ, Ν). (14)

将式 (14) 代入 (13) , 有

(‖ek ( t)‖Νk ) e- Κt ≤

Q + G (Κ, Ν) sup
1≤i≤k

{‖ei‖ (Κ, Ν) }. (15)

其中

Q = ‖e0‖Κ + ( ΝΘ
1 - ΝΘõ ΝL fL C

Κ(Κ- L f ) +

ΝΘΝΑL B

1 - ΝΘ)‖∃u 0‖Κ.

由于式 (15) 的右端与 t 无关, 且右端关于 k 是增加

的, 从而有

sup
1≤i≤k

{‖ei‖ (Κ, Ν) } ≤

Q + G (Κ, Ν) sup
1≤i≤k

{‖ei‖ (Κ, Ν) }. (16)

又G (Κ, Ν) ∈ (0, 1) , 故

sup
1≤i≤k

{‖ei‖ (Κ, Ν) } ≤ Q
1 - G (Κ, Ν).

从 而 对 t ∈ [ 0, T ], 有 ‖ek ( t)‖ ≤ Ν- keΚt

sup
1≤i≤k

{‖ei‖ (Κ, Ν) } ≤ Q eΚT

1 - G (Κ, Ν) Ν- k. 由于 Ν> 1, 有

lim
k→∞

‖ek ( t)‖ = 0, Π t ∈ [ 0, T ]. 关于{u k ( t) } 的一致

收敛性证明略. □

　　在算法 (10) 中, 正负号对应于迭代过程中不同

的情形, 何时取正何时取负, 在迭代中很难确定. 如

何刻画正负号的交替是一个值得深入探讨的问题,

在此给出一个用自适应因子描述的方法. 当然该方

法不一定是最好的, 但它确是一个近似的描述. 取 Β
= h (a - exp (- b‖ek‖) ) , 只要 a ∈ (0, 1) , 便可选

取 b, 使得 Β随‖ek‖的大小变化而正负改变. 这样

便可得到一种带自适应因子的改进算法, 即

u k+ 1 ( t) =

u k ( t) + h (a - exp (- b‖ek‖) ) (u k ( t) -

u k- 1 ( t) ) + L ek ( t) , k = 1, 2, ⋯. (17)

4　 数值仿真比较
　　为了说明改进算法的有效性和优越性, 考虑如

下多输入多输出系统:

xα( t) = A x ( t) + f (x ( t) ) + B u ( t) ,

y ( t) = C x ( t) + D u ( t) ,
t ∈ [ 0, 2 ].

(18)

其中

x ( t) =
x 1 ( t)

x 2 ( t)
, u ( t) =

u 1 ( t)

u 2 ( t)
,

y ( t) =
y 1 ( t)

y 2 ( t)
,A =

- 2 3

1 1
,B =

1 1

0 1
,

C =
2 0

1 0
,D =

1 0

0 1
,

f (x ( t) ) =
sin (x 1 ( t) x 2 ( t) )

co s (x 1 ( t) + x 2 ( t) )
,

y d =
y 1d ( t)

y 2d ( t)
=

5sin 5t

4t3
.

　　在改进算法 (17) 中, 取 h = 0. 095, a = 0. 9, b

= 1,L =
0. 7 0. 6

0 0. 7
, 并设系统 (18) 开始学习时的

初始状态 x 0 = (0, 0) T , 初始输入 u 0 = (0, 0) T. 图 2

和图 3 为A rimo to 算法 (4) 和改进算法 (17) 在迭代
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第 8 次、第 9 次和第 10 次时关于 y 1d ( t) 的跟踪情况.

而图 4 和图 5 则为相应的算法在迭代第 6 次、第 7 次

和第 8次时关于 y 2d ( t) 的跟踪情况. 从图 2～ 图 5可

清楚地看出, 当改进算法 (17) 已跟踪到目标曲线

时,A rimo to 算法 (4) 跟踪目标曲线还存在很大误

差.

图 2　 算法 (4) 学习控制系统输出的第 1 分量

图 3　 算法 (18) 学习控制系统输出的第 1 分量

图 4　 算法 (4) 学习控制系统输出的第 2 分量

图 5　 算法 (18) 学习控制系统输出的第 2 分量

5　 结　 　语
　　本文将迭代学习控制方法建立在数学几何分析

这一理论框架下, 通过对A rimo to 算法所构成的向

量图分析, 获得了一类新的迭代学习控制快速算法.

数值仿真例子表明了新算法的优越性. 当然, 在改进

算法 (10) 的实现代数描述上, 只给出了一种近似的

刻画, 较准确的实现尚需进一步深入研究.
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