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一种快速收敛的混合遗传算法
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摘　要: 利用遗传算法早熟的特点, 构造出一种快速收敛的混合算法来求解优化问题, 并分析了它的收

敛性。它是使用遗传算法来生成搜索方向,从而保证了算法的收敛性。该算法利用遗传算法的全局搜索

能力,并采用 Nelder-M ead 单纯形法来加强算法的局部搜索能力,加快了算法的收敛速率。模拟实验表

明,该方法具有高效性和鲁棒性。
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Hybrid genetic algorithm with quick convergence
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( I nstitute of Sy stems Eng ineering, T ianjin Univer sity , T ianjin 300072, China )

Abstract: P remat ur e conver gence and low converg ing speed ar e the distinct w eaknesses of g enet ic a lg o-

r ithms. A hybrid alg or it hm that can quickly converg e t o the opt imal set is pr oposed and its converg ence

is analy zed. Some hybr id genetic algo rithms use the genetic algo rithms as t he main body and dir ectly act

on the so lution space o f the pr oblem . They ar e differ ent from t he hybr id alg or ithm, because the hybr id

alg or ithm implements indirect sear ch, that is, t he sea rch direction is g enerat ed by using GAs. On t he

one hand, t he g lobal sear ch capability of GAs is utilized to guar ant ee the conver gence of the hybr id a l-

gor ithm. On the other hand, Nelder-M ead Simplex is used to str ong the lo cal sea rch and fast conver-

gence of t he hybrid alg or ithm. Computed results and theor y analysis indicat e that the method is a r o-

bust and efficient a lg or ithm w it h g lobal optimization.
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1　引　　言

　　以遗传算法( GA)为代表的进化计算已广泛应

用于各个领域。然而,遗传算法在应用中存在着收敛

速度慢和早熟等问题[ 1, 2] ,其根本原因是该算法既从

群体的全局多样性出发,又采用定向性遗传算子。前

者保证了 GA 有较大的搜索范围, 使群体不易陷入

局部最小区域; 后者强调了将群体引入一个特定的

子空间。显然, 这二者是矛盾的。为此,许多学者做

了很多相关的改进工作[ 3] ,主要包括: 1)调整遗传算

法中的各种参数; 2)维持群体的多样性; 3)引入子群

体。然而这些方法并未从根本上解决上述问题。因

此,本文构造了一种新的混合算法。
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2　算法描述

　　令优化问题 min f 的目标函数 f : R
n
→ R 为一

非连续或多峰实数函数。

　　定义 1　 令F = {M
k
, 1≤ k≤ p } 为 p 个二进

制编码矩阵 M 的集合,即

M
k

= ( m
k
ij ) ( 1)

其中, mij = 0或1, 1≤ i≤n, 1≤ j ≤ nm, nm为一任

意正整数。本文取 nm = 16。

　　定义 2　 令 : F → R
n 为一单值映射, 即

d
k = ( M k) ( 2)

d
k
i = ( - 1) mk

i1∑
n
m

j = 2

2j- 2
m

k
ij ( 3)

　　显然, 可通过矩阵M 来生成R
n中的每个矢量。

　　混合遗传算法的具体步骤如下:

　　Step1　设置算法的相关参数

　　p : 随机搜索的方向个数; : 算法收敛的精度阈

值; L :算法搜索方向上的步长; t: 算法第 t次迭代次

数; max-iterat ion: 每次迭代算法执行的内循环次

数。

　　Step2　算法初始化

　　z 1 = x t

　　for k = 1 to p do

　　　f or i = 1 to n do

　　　　for j = 1 to nm do

　　　　　随机生成m
k
ij 的第 j 位

　　　　　基因 = random( 0, 1)

　　　　endfor

　　　endfor

　　　由式( 3) 计算 d
k; 使用 Nelder-M ead 法求解

问题

m in
L∈R
　f ( z h + L

k
d

k) ( 4)

　　endfor

　　Step3　基于遗传算法的搜索方向生成

　　Label: for k = p + 1 to 2p do

　　使用遗传算法生成新的矩阵 M
k ,并由式( 2) 计

算 d
k
;使用 Nelder-M ead 单纯形法求解问题( 4)

　　endfor

　　从2p 个目标值 f ( z h + L
k
d

k) 中选出 p 个较小

目标值所对应的矩阵 M
1, M 2, ⋯, M p ; 令 f ( z h +

L
*
d

* ) = m in
1≤k≤2p

f ( z h + L
k
d

k ) ,即L
* 和d

* 为最优的

步长和方向; z h+ 1 = z h + L
*
d

*

　　if h < max-iterat ion then

　　　go to Label; h = h + 1

　　else

　　　go to Step4

　　endif

　　Step4　线性模式搜索

　　d = z h+ 1 - z 1; 使用 Nelder-M ead 法求解问题

m in
L∈R

f ( z h + L d) ; x t+ 1 = z h+ 1 + L d

　　Step5　终止条件检验

　　if‖x t+ 1 - x t‖≥ then

　　　h = 1; z 1 = x t+ 1; t = t + 1; go to Step3

　　else

　　　Stop

　　endif

　　应注意到算法中的两个重要参数:参数 p 影响

算法的搜索密度,其值越大,算法基于当前点搜索到

的点就越多; 参数 m ax-iter ation 影响搜索的多样

性,其值越大,算法搜索不同的区域就越多。该参数

与 p 的比值表示算法搜索多样性与强度之间的比

值。

　　对于一般的优化问题, Nelder-M ead 单纯形法

能较快地逼近最优解,具有较强的局部搜索能力, 但

它对初始解具有较强的依赖性 [ 4]。

3　遗传算法

　　 由定义 1知, 矩阵 M 决定着搜索方向。对于任

意的 k, 矩阵 M
k 对应一个搜索方向, 它相当于一个

染色体, M
k
的个数 p 即为群体大小。因此,可采用标

准遗传算法[ 5] 来生成新的搜索方向。适应度的计算

由式( 4) 完成。

4　收敛性分析

　　定义 3　令X 和Y 分别为空间R
p 和R

q上的非

空闭集, A : X → Y 为点到集合的映射。若 x t∈ X , x t

→ x ; y t∈ Y , y t → y ,则称映射 A 在 x ∈ X 处封闭。

　　定义 4　若 Z X 且映射 A 在 Z 上的每个点

都封闭,则称映射 A 在 Z X 上封闭。

　　定理 1　令X 为R
n空间上的非空集合,  X

为非空解集, A : X → X 为点到集合的映射。给定 x 1

∈ X ,假设序列{ x t} 生成方式如下:若 x t ∈  ,则算

法停止;否则,令 x t+ 1∈ A ( x t) , t = t + 1,继续。

　　假设算法生成的序列 x 1 , x 2, ⋯包含在 X 的一

个紧子集中;存在一个连续下降函数 f , 当 x  , y

∈ A ( x ) 时,有 f ( y ) < f ( x )。
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　　若映射A : X →X 在 的补集上封闭, 则算法或

者在有限步内收敛于  中的一个点, 或者算法生成

的无限序列{ x t} 满足:

　　1) 序列{ x t} 的每个收敛的子序列在  上都有
极限,即{ x t} 的所有聚点都属于  ;

　　2) 对于某些 x ∈  ,有 f ( x t ) → f ( x )。

　　证明　若 x t ∈  ,则算法停止。现在假设算法

生成无限序列{ x t}。令{ x t} !为一收敛的子序列, 其极

限为 x 且 x ∈M。由函数 f 是连续的,则当 t∈!时,

有lim
t→∝

f ( x t) = f ( x )。对于任意给定的 > 0,存在一

个T ∈ !, 使得当 t≥T 时,有 f ( x t ) - f ( x ) < 。而

当 t = T 时,有 f ( x T) - f ( x ) < ;当 t > T 时,有

f ( x t ) < f ( x T)。因此 f ( x t) - f ( x ) < 。显然, 对于

任意的 t > T 和 > 0,都有lim
t→∝

f ( x t) = f ( x )。

　　使用反证法来证明 x ∈  。假设 x  。考虑序
列{ x t+ 1} !,因为序列 x 1, x 2,⋯包含在 X 的一个紧子

集中,且序列{ x t } 的每个收敛子序列在  上都有极
限,因此有 f ( x-) = f ( x )。

　　 由映射 A 封闭, 则当 t ∈ !, x t → x , x t+ 1 ∈

A ( x k) , x t+ 1→ x
-时,有 x

-∈ x ( A ) , f ( x-) < f ( x )。这

与命题相矛盾, 故 x ∈  , 第 1部分证毕。由极限定

理,第 2部分也成立。□

　　定理 2　 令目标函数m in f ( x ) ( x ∈ R
n ) 为可

微函数, 矢量 y ∈ ar g min f ( x , dn ) ,其中 dn 为以 x

为初始点的 n个归一化搜索方向。假设下列条件为

真:

　　1) 若存在一个 > 0,使得 det [ D ( x ) ] ≥ ,其

中 D ( x ) 为 n×n矩阵,每列为由算法生成的搜索方

向;

　　2) 沿任何方向的搜索, y∈ ar g min f ( x , dn) 都

是唯一的。

　　给定初始点 x 1 ,假定算法生成序列{ x t } 如下:

若  f ( x k) = 0,则算法停止; 否则, x t+ 1∈ arg min

f ( x t , dn ) , k = k + 1。若序列{ x t) 包含在R
n的一个紧

子集中,则{ x t } 的聚点 x 必满足  f ( x ) = 0。

　　证明　若序列有限, 则上述结论立即成立。令!
为一正整数的无限序列,并假设算法生成无限序列

{ x t } !且收敛于 x。

　　使用反证法来证明  f ( x ) = 0。设  f ( x ) ≠

0。考虑序列{ x t+ 1 ) !, 由假设知, 序列{ x t+ 1 ) !包含于

R
n
中的一个紧子集,因此存在!′ !,使得{ x t+ 1} !′收

敛于 x′。

　　下面证明由点 x 出发, 沿 n个线性独立的方向

求解目标函数便可获得 x′。令D ( x ) t为 n×n矩阵,

它的每列 d1t, d 2t,⋯, dnt 为算法第 t次迭代生成的搜

索方向。因此, x t+ 1 = x t + D tL t = x t + ∑
n

j= 1
L j td j t, 其

中 L j t 为沿方向 d j t 移动的距离,即步长。

　　令 y 1t = x t , yj + 1, t = y j t + D j tL j t, j = 1, 2,⋯, n。

显然,有 x t+ 1 = y n+ 1, t , f ( y j + 1, t) ≤ f ( y j t + L d j t)。

　　因为det [ D ( x ) t ] ≥ > 0且 D ( x ) t 可逆,所以

L t = D
- 1
t ( x t+ 1 - x t )。又因为D ( x ) t的每列为归一化

列, 所以存在!″ !′, 使得D ( x ) t→D ( x ) 且D ( x ) 可

逆。

　　 对于 t ∈ !″, 有 x t+ 1 → x′, x t → x , D ( x ) t →

D ( x ) , L t → L ,其中 L = D
- 1

( x′- x )。显然, x′= x

+ DL = x + ∑
n

j = 1
L j d j。令 y 1 = x , y j+ 1 = y j + L jD j ,

则 x′= y n+ 1。

　　注意:当 t∈ !″且 t→∞时, L j t → L j , x t → x ,

d j t → d j , x t+ 1→ x′, y j t → y j。由函数 f 的连续性, 得

f ( y j+ 1 ) ≤ f ( y j + L d j )。

　　至此,我们证明了由点 x 出发,沿n个线性独立

的方向求解目标函数可获得 x′。

　　显然, f ( x′) ≤ f ( x )。首先考虑 f ( x′) < f ( x )。

因为序列{ f ( x t ) } 为非增加序列,又因为当 t∈ !″且

t→∞时, f ( x t) → f ( x ) ,即lim
t→∞

f ( x t ) = f ( x )。显然,

这是不可能的,因为当 t∈!″且 t→∞时, x t+ 1→ x′,

这与命题 f ( x′) < f ( x ) 相矛盾。

　　其次考虑 f ( x′) = f ( x )。由定理的条件 2) 知,

 f ( x )
t
d j = 0。因为 d1, d 2,⋯, dn 线性独立, 故有

 f ( x ) = 0。□

　　定理 3　令函数 f ( x ) 为连续函数, X 为 R
n 空

间上的非空集合,  X 为非空解集。考虑点到集合

的映射C: X →X 满足条件:给定 x ∈X , y ∈C( x ) ,

则 f ( y ) ≤ f ( x )。若点到集合的映射 B: X → X 在  
的补集上封闭,并满足条件:给定 x  , y ∈B( x ) ,

则 f ( y ) < f ( x )。

　　现在考虑由复合映射 A = CB 所刻画的算法。

给定 x 1∈ X ,假设序列{ x t} 生成方式如下:若 x t ∈

 ,则算法停止;否则,令 x t+ 1∈ A ( x t) , t = t + 1, 继

续。

　　若集合∀ = { x : f ( x ) ≤ f ( x 1) } 为紧的, 则算法

或者在有限步内收敛于  中的一个点, 或者序列

{ x t} 的所有聚点属于  。
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　　证明　若 x t ∈  ,则算法停止。现在假设算法

生成无限序列{ x t}。令{ x t} !为一收敛的子序列, 其极

限为 x。当 t∈ !时,由定理 1知lim
t→∝

f ( x t) = f ( x )。

　　设 x  ,考虑序列{ x t+ 1} !。根据复合映射A 的

定义, 以及 y t∈B( x t ) , x t+ 1∈C( y t) , yt , x t+ 1∈∀ ,则

存在一个指标集 !′ !,使得当 t∈!′时,有 y t→ y ,

x t+ 1→ x′成立。由映射 B 封闭, 得 f ( y ) < f ( x )。

　　因为 x t+ 1∈ C( y t) , 由假设知当 t∈ !′时, 有

f ( x t+ 1 ) ≤ f ( y t) 成立。两边取极限, 得 f ( x′) ≤

f ( y )。

　　因为 f ( y ) < f ( x ) ,所以f ( x′) < f ( x )。显然有

x ∈  。□
　　定理 4　混合遗传算法收敛于全局最优解,如

果: 1) 函数 f 可微, 最优解集 x
* = { x : ! f ( x * ) =

0} ; 2) max-iterat ion ≥ n; 3) 最优方向 d
*
是线性独

立的。

　　证明 　算法每次迭代都有 m ax-iteration ≥ n

个线性独立的搜索方向和一个模式搜索方向组成。

令 N 表示 m ax-iterat ion ≥n 个搜索方向的集合, C

表示一个模式搜索方向的集合。由定理 2知 N 是紧

的。若沿任何方向搜索, 目标函数 f 的最小值都唯

一,则 f ( x t+ 1 ) < f ( x t) , x t x
* ,且目标函数 f 拟

凸。根据映射 C 的定义, 有 f ( z ) ≤ f ( x t+ 1 ) , z ∈

C( x t+ 1 )。显然, 集合{ x : f ( x ) ≤f ( x 1) } 是紧的,其中

x 1为算法的任一初始点。由定理 3及目标函数 f 的

性质知,算法收敛于全局最小点。□

5　模拟实验与结果分析

5. 1　性能比较参数

　　衡量一种算法的性能参数包括:

　　1) 最终解的优劣度或精度:最终解的优劣度可

通过误差值来度量。

　　2) 获取最优解的概率:可通过多次运行中成功

得到最优解的次数作为估计值。当群体中最好解达

到一定精度时, 即认为算法得到最优解。本文取 <

10- 5。

　　3) 计算时间:在保证解一定精度的条件下, 计

算时间越少,采样点越少,算法性能就越好。
表 1　求解 2 维 Rosenbrock函数时的性能比较

起始 点
采　　样　　次　　数

ARS S A SGA HA

最　　小　　值

ARS SA SGA HA

1 001, 1 001 3 411 500 001 2 789 1 586. 4 1. 8E - 10 1. 3E - 12

1 000, - 999 131 841 508 001 5 642 8. 6E - 9 2. 6E - 9 2. 6E - 10

- 999, - 999 15 141 524 001 6 246 1. 2E - 9 1. 2E - 9 4. 4E - 11

- 999, 1 001 3 802 484 001 10 000 3 201 583. 2 4. 2E - 8 3. 3E - 8 2. 5E - 10

1 443, 1 181 280 492 001 3 897 4. 7E - 10 1. 5E - 8 3. 5E - 10

1, 1 443 2 629 512 001 5 866 1 468. 9 1. 6E - 9 2. 2E - 10

1. 2, 1 6 630 488 001 1 532 5. 5E - 7 2. 0E - 8 1. 8E - 16

表 2　求解 4 维 Rosenbrock函数时的性能比较

起始 点
采　　样　　次　　数

ARS SA SGA HA

最　　小　　值

ARS SA SGA HA

101, 101, 101, 101 519 632 1 288 001 228 534 1. 9E - 6 5. 0E - 7 4. 8E - 9

101, 101, 101, - 99 194 720 1 328 001 214 532 1. 7E - 6 1. 8E - 7 2. 1E - 9

101, 101, - 99, - 99 183 608 1 264 001 268 547 3. 8E - 6 5. 9E - 7 2. 2E - 8

101, - 99, - 99, - 99 195 902 1 296 001 301 102 2. 3E - 6 7. 4E - 8 2. 8E - 9

- 99, - 99, - 99, - 99 190 737 1 304 001 400 000 44 526 2. 7E - 6 3. 3E - 7 3. 7E - 8 3. 4E - 9

- 99, 101, - 99, 101 4 172 290 1 280 001 225 412 2. 6E - 6 2. 8E - 7 3. 9E - 8

101, - 99, 101, - 99 53 878 1 272 001 220 103 3. 7 2. 3E - 7 4. 2E - 8

201, 0, 0, 0 209 415 1 288 001 162 489 1. 1E - 6 7. 5E - 7 3. 0E - 8

1, 201, 1, 1 215 116 1 304 001 267 849 1. 2E - 6 4. 6E - 7 5. 8E - 8

1, 1, 1, 201 29 069 006 1 272 001 261 345 2. 2E - 6 5. 2E - 7 4. 3E - 8
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　　本文采用函数评价的次数(采样次数) 和解的

精度来评价算法的好坏。

5. 2　模拟实验

　　 我们比较自适应随机搜索( ARS)、模拟退火

( SA)
[ 6]
、标准遗传算法 ( SGA ) 和本文混合算法

( HA) 的性能。选择 Rosenbrock 函数: f ( x ) =

∑
n- 1

i= 1

[ 100( x i+ 1 - x
2
i ) 2 + ( 1 - x i) 2 ] ,它的全局最小点

为( 1, 1,⋯, 1) ,最小值为 0。

　　实验结果列于表 1和表 2。在Rosenbrock 函数

曲面山谷中的点, 其最速下降方向几乎与到函数最

小值的最佳方向垂直, 因此传统算法(如最速下降

法 ) 较难求解此问题。实验中发现, 在高维情况下,

标准遗传算法也难以求解该问题。

　　需要说明的是, SGA 为群体算法, 其结果为 10

次的平均值。在 4维问题的求解中,有 3次没有找到

最优解。无论从解的质量还是从采样次数看, HA 算

法均优于其它算法。

6　结　　论

　　本文将遗传算法与 Nelder -M ead 单纯形法相

结合, 构造出一种快速收敛的混合算法来求解优化

问题。它不象其它混合遗传算法以遗传算法为主体

并直接作用于问题的解空间,而是实施间接搜索,即

使用遗传算法来生成搜索方向。因此,算法能搜索整

个解空间,保证了算法的收敛性。该算法利用遗传算

法的全局搜索能力, 并采用 Nelder -Mead单纯形法

来加强算法的局部搜索能力, 从而加快了算法的收

敛速率。理论分析和模拟实验表明,该算法是一种具

有高效性和鲁棒性的算法。

　　我们下一步要做的工作是分析算法的收敛速

率。
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