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一类二阶非线性系统的有限时间输出反馈镇定及其在

单相DC-AC变换器中的应用
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摘 要: 研究一类二阶非线性系统的输出反馈控制问题.利用有限时间控制和有限时间收敛观测器技术,提出一
种基于观测器的有限时间输出反馈控制器,可以保证系统的状态在有限时间内收敛到平衡状态.为了验证理论方
法的实际效果,针对无电流信号的单相DC-AC变换器,利用所提出的有限时间控制理论设计电压调节控制器,通
过相应的仿真结果验证所提出方法的有效性.
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Finite-time output feedback stabilization for second-order nonlinear
systems with application to single-phase DC-AC inverter
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Abstract: The problem of output feedback control for a class of second-order nonlinear systems is investigated in this
paper. Using the techniques of finite-time control and finite-time convergent observers, an observer-based finite-time
output feedback controller is proposed, which can guarantee that the state of system converges to the equilibrium in a
finite time. As an application of the proposed theoretical results, the problem of finite-time control without current signal
for the DC–AC converters is solved. Simulation results demonstrate the effectiveness of the proposed method.
Keywords: second-order nonlinear systems；finite-time control；output feedback control；observer；single-phase DC-AC
inverter

0 引 䀰

在过去的几十年中,控制理论已经成功应用于许
多实际系统,如飞行器系统、电路系统等.针对这些
控制系统的研究,根本问题就是保证闭环系统的稳定
性.值得注意的是,现有文献的控制系统通常都满足
Lipschitz连续条件[1],因此在无限时间调节[1]下,这类
系统的收敛性最好是指数级的,即保证受控状态渐近
收敛于平衡状态.为了提高收敛速度,文献 [2]提出了
有限时间控制方法,保证了系统状态在有限时间内收
敛到平衡点.由于有限时间稳定系统具有收敛速度
快、精度高[3]、抗干扰性能好[4]等优点,有限时间控

制方法受到越来越多的重视[5-8].
目前有限时间控制器的设计工具包括终端滑模

控制法[9]、加幂积分法[10]、齐次系统法[11],大部分结
果基于全状态反馈.实际情况下,由于技术、成本限
制或环境干扰,一些信息 (如速度信息)往往无法测
量.这种情况下全状态不可用,需使用有限时间输出
反馈控制解决此类问题.与状态反馈[12]情况相比,有
限时间输出反馈控制问题更具挑战性.文献 [13]针
对双积分器系统,解决了有限时间输出反馈镇定问
题.文献 [14]针对一类具有下三角结构的特殊二阶
非线性系统,设计一种有限时间输出反馈控制器,随
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后将该方法从二阶情况扩展到高阶情况[15].
本文主要考虑一类二阶非线性系统的有限时间

输出反馈控制问题,与传统的状态观测器设计理念
(即复制整个控制系统)不同的是,输出反馈只需输出
信息已知,本文采用非分离原理的思想[16]设计有限

时间观测器.文献 [16]只设计了一类非线性系统的
线性输出反馈控制方法,本文不仅给出非线性控制器
和观测器的稳定性分析,还给出了应用于有限时间输
出电压调节的例子.

DC-AC变换器又称为逆变器,是指能将直流输
入电压 (或电流)变换成交流输出电压 (或电流),并向
无源负载供电的电力电子装备.本文主要讨论单相
电压型PWM逆变器,其广泛应用于电机驱动[17]、不

间断的电源供应[18]和其他各种应用程序[19].基于反
步控制思想和加幂积分的技术,通过递归设计DC-
AC变换器的状态反馈的有限时间控制器,并基于非
分离原理方法,忽略不确定的非线性部分设计有限时
间观测器,最终设计出基于观测器的有限时间输出反
馈控制器.结合被控系统,构造一个李雅普诺夫函数
证明整个闭环系统的全局有限时间稳定性,最终应用
于DC-AC变换器输出电压调节问题,相应的仿真结
果进一步验证了所提出控制算法的优越性.

1 ߶备和问题形成

1.1 问题形成

针对如下形式的二阶非线性系统,考虑其有限时
间输出反馈镇定问题:

ẋ1 = x2, ẋ2 = u+ f(t, x1, x2), y = x1. (1)

其中:x1 ∈ R、x2 ∈ R为系统状态量, y ∈ R为系统

输出量,u为要设计的控制输入, f(·)为系统非线性部
分.

注1 之所以研究非线性系统 (1),是因为许多
实际系统都有类似结构,如单相DC-AC逆变器 (见图
1).其中:Vdc为直流输入电压,Sw1、Sw2、Sw3、Sw4为

单相功率管,D1、D2、D3、D4为续流二极管,L、C、
R分别为电感、电容和负载电阻, iL为电感电流,Vout

为交流输出电压.如果S的开关频率足够高,则动态
单相 DC-AC 逆变器可以用平均状态空间模型[19]描

述.单相DC-AC逆变器的动力学方程为

L
diL
dt = µVdc − Vout,

C
dVout

dt = iL − Vout

R
, (2)

其中:µ为占空比,也是系统控制输入,且µ ∈ [−1, 1].
本文的控制目标是设计控制器µ,使得交流输出电压
Vout跟踪到参考输出电压Vr.
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图 1 单相DC-AC逆变器系统模型

令x1 = Vr − Vout为输出电压误差.由式(2)得出
误差动态方程为

ẋ1 = x2 = V̇r − V̇out,

ẋ2 = V̈r −
Vdc

LC
µ+

Vr

LC
− 1

LC
x1 −

1

RC
x2,

y = x1, (3)

其中:x1 ∈ R、x2 ∈ R为系统状态量, y ∈ R为系统输

出量.令

u = V̈r −
Vdc

LC
µ+

Vr

LC
,

f(t, x1, x2) = − 1

LC
x1 −

1

RC
x2,

很明显系统(3)具有系统(1)的形式.
假设1 对于系统(1),以下不等式成立:

|f(t, x1, x2)| ⩽ λ1|x1|r3 + λ2|x2|r3/r2 . (4)

其中: r2 = 1 + τ, r3 = 1 + 2τ, τ为一个正偶数与正奇

数的比值且τ ∈ (−1/2, 0), λ1、λ2为正常数.

1.2 相关引理

引理1 [4] 考虑如下系统:

ẋ = f(x), f(0) = 0, x ∈ Rn, (5)

其中f(·) : Rn → Rn是连续的.假设存在常数c > 0,

α ∈ (0, 1)及函数V (x),对于任意x ∈ Rn,均有
∂V (x)

∂x
f(x) + c(V (x))α ⩽ 0, (6)

即系统是全局有限时间稳定的.
引理2 [10] 如果0 < p = p1/p2 ⩽ 1且p1、p2均

为正偶数,则以下不等式成立:

|xp − yp| ⩽ 21−p|x− y|p. (7)

引理3 [20] c、d > 0.对于任意γ > 0以及∀x, y
∈ R,有以下不等式恒成立:

|x|c|y|d ⩽ c

c+ d
γ|x|c+d +

d

c+ d
γ−c/d|y|c+d. (8)

引理4 [21] ∀xi ∈ R, i = 1, 2, . . . , n, p ∈ (0, 1],
有

(|x1|+ . . .+ |xn|)p ⩽ |x1|p + . . .+ |xn|p. (9)

引理5 [4] ∀x, y ∈ R和偶数p > 1,如下不等式
成立:

|xp − yp| ⩽ l|x− y|p + l|x− y||y|p−1, (10)

其中 l = p(2p−2 + 2).



第7期 都海波等: 一类二阶非线性系统的有限时间输出反馈镇定及其在单相DC-AC变换器中的应用 1647

2 控制器设计和稳定性分析

2.1 时间尺度坐标变换

为便于控制器设计,对方程 (1)进行时间尺度的
坐标变换.令 t = Ns,N为时间尺度坐标变换系数,
且0 < N < 1.定义坐标变换

p1(s) = x1(Ns) = x1(t),

p2(s) = Nx2(Ns) = Nx2(t),

ρ(s) = N2u(Ns) = N2u(t). (11)

由式(11)对(1)进行时间尺度坐标变换,可得
p1(s)

ds = p2(s),

p2(s)

ds = N2u(Ns) + g(s, p1(s), p2(s)). (12)

其中

g(s, p1(s), p2(s)) = N2
(
− 1

LC
p1(s)−

1

RC

p2(s)

N

)
.

根据假设1,函数g(·)满足如下关系:

|g(s, p1(s), p2(s))|⩽λ1|p1|r3+λ2|p2|r3/r2 . (13)

2.2 状态反馈控制器设计

本节主要针对系统 (12)设计状态反馈的有限时
间控制器,使系统状态p1、p2在有限时间内收敛到零.
定理1 针对系统(12),如果控制器设计为

ρ = −β2(p2
1/r2 + β

1/r2
1 p1)

r3 , (14)

β1、β2是合适的增益,则闭环系统是有限时间稳定的.
证明 为了设计有限时间控制器,采用反步法进

行证明.构造李雅普洛夫函数V1 =
1

2
p21,求导得到

V̇1 = p1p
∗
2 + p1(p2 − p∗2), (15)

其中p∗2 = −β1p
r2
1 为虚拟控制器,有

V̇1 = −β1p
1+r2
1 + p1(p2 − p∗2). (16)

设计控制器使得状态 p∗2可以在有限时间跟踪上 p2,
再由引理1可得p1会在有限时间内收敛到零.

定义新状态ξ = p
1/r2
2 − p

∗1/r2
2 作为跟踪误差,构

造李雅普洛夫函数

V = V1 +
w p2

p∗
2

(ρ1/r2 − p
∗1/r2
2 )2−r2dρ. (17)

结合式(16),沿式(17)对V 求导可得

V̇ =

− β1p
1+r2
1 + p1(p2 − p∗2) + ξ2−r2 ṗ2+

(2− r2)
d(−p

∗1/r2
2 )

ds
w p2

p∗
2

(ρ1/r2 − p
∗1/r2
2 )1−r2dρ. (18)

估计式(18)中的每一项.由引理2和引理3,有

|p1(p2 − p∗2)| ⩽
21−r2

1 + r2
|p1|1+r2 +

r22
1−r2

1 + r2
|ξ|1+r2 .

(19)

因为

d(−p
∗1/r2
2 )

ds ⩽ β
1/r2
1 (21−r2 |ξ|r2 + β1|p1|r2), (20)∣∣∣ w p2

p∗
2

(ρ1/r2 − p
∗1/r2
2 )1−r2dρ

∣∣∣ ⩽ 21−r2 |ξ|, (21)

根据引理3有

(2− r2)
d(−p

∗1/r2
2 )

ds
w p2

p∗
2

(ρ1/r2 − p
∗1/r2
2 )1−r2dρ ⩽

(2− r2)2
1−r2r2

1 + r2
|p1|1+r2+

(2− r2)2
1−r2

(
21−r2β

1/r2
1 +

β
(1+r2)

2/r2
1

1 + r2

)
|ξ|1+r2 .

(22)

在关系(13)基础上,式(18)第3项有

ξ2−r2 ṗ2 ⩽ |ξ|2−r2(λ1|p1|r3 + λ2|p2|r3/r2) + ξ2−r2ρ.

(23)

因为 |p2| = |ξ + p∗2
1/r2 |r2 ,根据引理4有

|p2|r3/r2 ⩽ |ξ|r3 + β1|p1|r3 . (24)

通过引理3,且N < 1,由式(24)可得

ξ2−r2
2 ṗ2 ⩽ r3(λ1 + λ2β1)

2 + τ
|p1|2+τ + ξ2−r2

2 ρ+[(2− r2)(λ1 + λ2β1)

2 + τ
+ λ2

]
|ξ|2+τ . (25)

将式(19)、(22)和(25)代入(18),可得

V̇ ⩽ −(β1 − c1)p
2+τ
1 + c2ξ

2+τ + ξ2−r2ρ. (26)

其中

c1 =
21−r2

1 + r2
+

(2− r2)2
1−r2r2

1 + r2
+

r3(λ1 + λ2β1)

2 + τ
,

c2 =

r22
1−r2

1 + r2
+(2− r2)2

1−r2
(
21−r2β

1/r2
1 +

β
(1+r2)

2/r2
1

1 + r2

)
+[(2− r2)(λ1 + λ2β1)

2 + τ
+ λ2

]
. (27)

如果控制器设计为ρ = −β2ξ
r3 , β1 ⩾ c1 + c, β2 ⩾

c2 + c,可得

V̇ ⩽ −c(p2+τ
1 + ξ2+τ ). (28)

通过引理2,可得∣∣∣ w p2

p∗
2

(ρ1/r2 − p
∗1/r2
2 )2−r2dρ

∣∣∣ ⩽ 21−r2ξ2, (29)

存在常数 ϵ = max
{1

2
, 21−r2

}
,使得V ⩽ ϵ(p21 + ξ2)

成立.根据引理4,由式(28)得

V̇ + ĉV
2+τ
2 ⩽ 0, (30)

其中 ĉ = cϵ−
2+τ
2 .根据引理1可得闭环系统是全局有

限时间稳定的. 2
根据时间尺度坐标尺度变换和定理1,针对DC-

AC变换器有限时间状态反馈控制器可设计如下.
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定理2 针对单相DC-AC变换器系统 (2),如果
占空比设计为

µ(t) =

LC

Vdc
V̈r +

Vr

Vdc
+

LC

N2Vdc
β2

([N
C

(Vout

R
− iL

)]1/r2
+

β
1/r2
1 (Vr − Vout)

)r3
. (31)

其中增益与定理1增益相同,则输出电压Vout能在有

限时间内跟踪到参考电压值Vr.

2.3 基于有限时间观测器的输出反馈控制器设计

从控制器 (31)可以发现,电流信号和精确的负载
电阻信息都必须是已知的.然而,在实际工程中,这些
变量有时无法测得,例如:它没有电流传感器,存在未
知的负载变化等.本节将采用观测器理论和输出反
馈方法设计控制器.

定理3 在假设1条件下,针对系统 (12),如果观
测器和输出反馈控制器设计如下:

˙̂p1 = p̂2 + l1(p1 − p̂1)
r2 ,

˙̂p2 = ρ+ l2(p1 − p̂1)
r3 , (32)

ρ̂ = β2(p̂
1/r2
2 + β

1/r2
1 p1)

r3 , (33)

其中 l1、l2、N均为正增益,则闭环系统是全局有限时
间稳定的.

证明 证明可分为两个步骤: 1)针对观测器误
差动态系统,构建李雅普洛夫函数,并分析其稳定性;
2)结合控制器系统并选择总李雅普洛夫函数,证明整
个闭环系统具有全局有限时间稳定.
分析观测器系统的稳定性.定义观测器误差

e1 = p1 − p̂1, e2 = p2 − p̂2. (34)

结合系统(3)和观测器(32),观测器误差可写成

ė =

[
ė1

ė2

]
=

[
e2 − l1e

r2
1

−l2e
r3
1

]
+

[
0

g(s, p1, p2)

]
. (35)

由文献[22]定理7,取李雅普洛夫函数为

W (e) =
l1(1 + τ)

2
√
l2

(e2
l1

) 2
τ+1

+
1

2

[
e1 −

(e2
l1

) 1
1+τ

]2
.

(36)

沿式(35)求导,可得

Ẇ (e)|(35) ⩽ −π̂W (e)
2+τ
2 +

∣∣∣∂W (e)

∂e2

∣∣∣|g(s, p1, p2)|,
(37)

其中 π̂为正的常数.基于W (e)可得∣∣∣∂W (e)

∂e2

∣∣∣ ⩽ δ1W (e)
1−τ
2 , (38)

其中常数δ1 > 0.在假设1和式(13)的基础上,可得

|g(s, p1, p2)| ⩽ N r3δ2V (p)r3/2, (39)

其中常数δ2 = max(λ1 + λ2β1, λ2) > 0.由定理3,有

∣∣∣∂W (e)

∂e2

∣∣∣|g(s, p1, p2)| ⩽
π̂

2
W

2+τ
2 (e) +N2+τδ3V

2+τ
2 (p), (40)

其中常数δ3 > 0.将式(40)代入(37),可得

Ẇ (e)|(35) ⩽ − π̂

2
W

2+τ
2 (e) +N2+τδ3V

2+τ
2 (p). (41)

分析整个闭环系统的稳定性.在输出反馈控制
器(33)作用下,闭环系统如下:

ṗ =

[
p2

g(s, p1, p2) + ρ

]
+

[
0

ρ̂− ρ

]
, (42)

其中ρ和 ρ̂的定义见式(14)和(33).
通过定理1的证明结果 (30),基于式 (17)定义的

李雅普洛夫函数V (p),沿式(42)求导得

V̇ (p)|(42) ⩽ −ĉV
2+τ
2 (p) +

∣∣∣∂V (p)

∂p2

∣∣∣|(ρ̂− ρ)|. (43)

根据李雅普洛夫函数V (p),可得∣∣∣∂V (p)

∂p2

∣∣∣ = |p1/r22 − p
∗1/r2
2 |2−r2 ⩽ δ4V

2−r2
2 (p), (44)

其中常数δ4 > 0.基于 ρ̂和ρ,由引理2和引理5,有

|ρ̂− ρ| ⩽ β22
1−r3γ((1 + r2)

r3 |e2|r3/r2+

(1− r2)
r3 |p2|r3/r2), (45)

其中γ =
1

r2
(21/r2−2 + 2).根据式(45)和引理3,有∣∣∣∂V (p)

∂p2

∣∣∣|ρ̂− ρ| ⩽ ĉ

2
V (p)

2+τ
2 + δ5W

2+τ
2 (e), (46)

其中常数δ5 > 0.将不等式(46)代入(43),得到

V̇ (p)|(42) ⩽ − ĉ

2
V

2+τ
2 (p) + δ5W

2+τ
2 (e). (47)

基于式(17)和(36),构造总的李雅普洛夫函数为

U(p, e) = V (p) +
2(1 + δ5)

π̂
W (e), (48)

求导得

U̇(p, e) ⩽

−
( ĉ
2
− 2(1 + δ5)δ3

π̂
N2+τ

)
V

2+τ
2 (p)−W

2+τ
2 (e).

(49)

注意到N ∈ (0, 1),对一个足够小的 N ,有

U̇(p, e) ⩽ −ˆ̂
π̂U(p, e)

2+τ
2 , (50)

其中 ˆ̂π、
ˆ̂
π̂均为正常数.通过引理1,可得整个闭环系统

是全局有限时间稳定的. 2
依据以上理论,针对负载变化未知的情况,单相

DC-AC变换器系统的有限时间输出反馈控制问题得
以解决.
定理4 针对单相DC-AC变换器系统,占空比为

µ(t) =
LC

Vdc
V̈r +

Vr

Vdc
+

LC

N2Vdc
β2(β

1
r2
1 (Vr − Vout)+
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(Nx̂2)
1
r2 )r3 , (51)

˙̂x1 = x̂2 +
l1
N

(x1 − x̂1)
r2 ,

˙̂x2 = V̈r −
Vdc

LC
µ+

Vr

LC
+

l2
N2

(x1 − x̂1)
r3 , (52)

其中增益与定理3相同.

3 仿真结果

为了检测基于观测器的有限时间输出反馈控制

算法的控制效果,通过仿真加以验证.单相DC-AC变
换器参数值设置如表1所示.

表 1 单相DC-AC变换器参数值

描述 参数 数值

输入电压 / V Vdc 100
电容 / mF C 0.2
电感 / mH L 0.15
负载电阻 /Ω R 0.5 ∼ 100

参考电压 / V Vr (50 ∼ 100) sin(10πt)

采用Matlab / Simulink搭建模型仿真,以调节单
相DC-AC变换器的输出电压值.为了实现良好的
控制性能,经反复调试后,合适的控制参数值选择
为:β1 = 5, β2 = 50, τ = −2/5, N = 10−5, l1 =

10, l2 = 5.
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图 2 负载突变相应曲线

情形1 负载突变情况.
负载电阻变化情况如下:

R =

50, 0 ⩽ t ⩽ 0.05;

100, t > 0.05.
(53)

其他参数选择与表1相同.负载突变时响应曲线如图
2所示,在起始阶段,所提出控制算法具有较快的收敛
速度和较小的稳态跟踪误差,随着负载电阻的变化,
所提出控制算法也具有较强的抗干扰性能.
情形2 参考电压突变情况.
参考电压变化情况如下:

Vr =

50 sin(10πt), 0 ⩽ t ⩽ 0.05;

100 sin(10πt), t > 0.05.
(54)

其他参数选择与表1相同.参考电压突变时响应曲线
如图 3所示,随着参考电压的变化,所提出控制算法
具有较强的抗干扰性能.
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图 3 参考电压突变响应曲线

4 结 论

基于有限时间控制的方法,针对无电流传感器的
单相DC-AC变换器系统,本文提出了一种新的基于
观测器的有限时间电压调节方法.最后通过数值仿
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真结果验证了所提出控制算法具有快速的收敛性和

很强的抗干扰性.
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