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摘 要: 建立了报童随机利润的分布函数,得到任意风险水平下的VaR解析表达式或应满足的条件.考虑缺货成本,

针对风险规避和风险偏爱两种情况,分别建立不同订购量和风险水平下的条件风险值模型,并将模型中对利润变量

的积分转换为对随机需求变量的积分,解决了模型中因包含VaR变量而求解困难的问题.分析了给定风险水平下的

最优决策,讨论了缺货成本为 0的特殊情形. 风险中性报童的期望利润与最优决策可由风险规避或风险偏爱的相应

公式推导. 最后对下一步的研究方向进行了展望.
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Abstract: Newsvendor’s profit distribution function is developed, and the formula of value-at-risk(VaR) is derived directly at

a giving risk level. Conditional VaR(CVaR) models with different order quantity and risk levels are developed respectively for

risk-averse and risk-taking with considering of shortage cost. The integration variable in the models is changed to random

demand instead of profit, which makes it easy to solve CVaR model with VaR. The optimal decision of newsvendor with

CVaR is studied under giving risk level. On this basis, the CVaR model and optimal decision are also discussed with no

shortage cost. The expected profit and optimal decision of risk-neutral newsvendor can be derived from the related formula

of risk-averse or risk-taking. Finally, the study directions are indicated.
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0 引引引 言言言

报童模型是库存管理的一个基本模型, 经典报

童问题的最优化决策均基于风险中性假设. 然而,行

为运作管理的相关实验研究发现, 由于市场需求的

不确定性, 人们在决策时很少是风险中性的, 并不总

是按期望利润最大化原则决策[1-3]. 研究有风险偏好

的报童最优化决策问题具有理论和现实意义.风险价

值 (VaR)是度量金融风险常用的方法之一,由于对资

产组合风险衡量的精确性、综合性和实用性, VaR广

泛应用于金融机构和监管部门,但其不满足一致性风

险测度公理, 缺乏对模型尾部风险的控制.条件风险

价值 (CVaR)克服了这些缺陷, 它能够监测极端市场

情况, 较VaR或均值-方差等其他风险度量方法更能

体现投资组合中的潜在风险, 计算上也容易处理, 因

此, CVaR在风险测度中受到了广泛关注和使用[4].

近年来, CVaR常用在具有风险偏好的报童决策

分析和相关的供应链管理研究领域中. 于春云等[5-6]

利用CVaR作为零售商或供应商的决策准则,研究了

供应链优化和协调问题. 叶飞等[7]利用CVaR度量具

有风险规避特性的农户收益,研究了订单型农业供应

链协调契约机制.马利军等[8]研究了具有风险厌恶零

售商的供应链合作博弈,利用CVaR度量零售商的风

险. Gan等[9]利用条件风险价值研究了零售商具有下

行风险约束的供应链协调机制.许明辉等[10]和Gotoh

等[11]研究了报童问题中带有缺货惩罚的CVaR决策
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准则下的优化问题,研究表明,风险厌恶环境下,考虑

缺货成本比不考虑缺货成本时的最优决策要复杂,且

最优订购量并不一定比风险中性时小. Hsieh等[12]研

究了由 1个风险中性供应商和 2个风险厌恶零售商组

成的二级供应链中,零售商的风险规避程度对制造商

退货策略的影响.以上文献大都假定决策人风险规避,

而实际上, 风险偏好除了风险中性和风险规避外, 还

有风险偏爱. Werner等[13]综合考虑了报童问题中决

策人的风险规避和风险偏爱特性,在目标函数中对低

于和高于分位数的平均收益分别赋予不同的权重,通

过权重因子刻画人的风险偏好特征. 邱若臻等[14]对

零售商建立了具有风险规避和偏爱特征的集成目标

函数,并将其应用于供应链回购契约的决策分析中.

从报童问题已有的CVaR研究文献看,人们或者

对CVaR模型进行简化, 不考虑缺货成本, 或者假设

决策者风险规避. 现有研究缺乏既考虑缺货成本、又

考虑不同风险偏好下的条件风险值模型. 另一方面,

CVaR定义中包含了VaR函数, 因此造成CVaR实际

求解困难. Rockafellar等[15-16]提出了具有良好计算特

性、针对一般随机损失函数建立的CVaR求解公式,

现有文献基本上均参照该方法对VaR和决策变量求

极值. 虽然该方法证明了最小化CVaR的同时也使

VaR值最小,但在报童问题特定的情境下,求出的VaR

和CVaR的含义并不直观,且针对一般随机损失函数

建立的CVaR优化公式也不适用于风险偏爱的情形.

本文与报童问题中已有CVaR研究的区别主要

有 3点: 1)针对报童问题, 通过建立随机利润的分布

函数直接得到VaR的解析表达式或应满足的条件,再

从条件风险值的定义出发, 根据风险水平和订购量

的不同,建立只含有决策变量的CVaR表达式,解决了

CVaR求解困难的问题; 2)考虑了缺货惩罚,并在此基

础上分析缺货成本为 0的简化情况; 3)分别考虑了风

险规避和风险偏爱两种情况,而风险中性只是风险规

避或风险偏爱的特例.

1 报报报童童童模模模型型型中中中的的的风风风险险险价价价值值值分分分析析析

1.1 随随随机机机利利利润润润变变变量量量的的的分分分布布布函函函数数数

报童问题中,市场需求𝑋为随机变量,取值区间

为 [0, 𝑢ℎ]. 产品订货成本和售价分别为𝑤和 𝑝,残值为

𝑣,缺货成本为 𝑠(𝑠 ∕= 0). 设 𝑓(⋅)和𝐹 (⋅)分别为需求变
量𝑋的密度函数和分布函数, 𝑔(𝑞, 𝑥)为订购量 𝑞需求

𝑥下的随机利润,有

𝑔(𝑞, 𝑥) = 𝑝min{𝑥, 𝑞} − 𝑤𝑞 + 𝑣(𝑞 − 𝑥)+ − 𝑠(𝑥− 𝑞)+.

给定 𝑞, 由于𝑥随机, 𝑔(𝑞, 𝑥)也是一个随机变量. 设𝑍

= 𝑔(𝑞, 𝑥),则𝑍的分布函数为

𝐺(𝑧) = 𝑃{𝑍 ⩽ 𝑧} =

𝑃{𝑝min{𝑥, 𝑞} − 𝑤𝑞 + 𝑣(𝑞 − 𝑥)+ − 𝑠(𝑥− 𝑞)+ ⩽ 𝑧},
其中 𝑧为目标函数.

对𝐺(𝑧)函数分两种情况进行分析:

1)当𝑥 ⩽ 𝑞时,有

𝑃{𝑝𝑥− 𝑤𝑞 + 𝑣(𝑞 − 𝑥) ⩽ 𝑧} = 𝑃
{
𝑥 ⩽ (𝑤 − 𝑣)𝑞 + 𝑧

𝑝− 𝑣

}
.

令 𝑞1 = ((𝑤 − 𝑣)𝑞 + 𝑧)/(𝑝− 𝑣),记

𝐺1(𝑧) = 𝐹 (𝑞1). (1)

2)当𝑥 ⩾ 𝑞时,有

𝑃{(𝑝+𝑠−𝑤)𝑞−𝑠𝑥 ⩽ 𝑧}=𝑃
{
𝑥⩾ (𝑝+𝑠−𝑤)𝑞−𝑧

𝑠

}
.

令 𝑞2 = ((𝑝+ 𝑠− 𝑤)𝑞 − 𝑧)/𝑠,记

𝐺2(𝑧) = 1− 𝐹 (𝑞2). (2)

由于目标利润 𝑧 ⩽ (𝑝− 𝑤)𝑞,有 𝑞1 ⩽ 𝑞, 𝑞2 ⩾ 𝑞.

图 1(a)∼图 1(c)为缺货成本不为 0时, 某订购量

𝑞的随机利润𝑍与需求𝑋间的关系. 𝐵为利润最大点,

在需求𝑥 = 𝑞时获得,最大利润𝑍max = (𝑝−𝑤)𝑞 ,其他

需求下, 利润均比𝑍max小. 𝐴点表示最小需求时, 产

生了最大库存,实现利润为 𝑡1 = −(𝑤 − 𝑣)𝑞. 𝐶点表示

当需求𝑥 = 𝑢ℎ时,产生了最大缺货,实现利润 𝑡2 = (𝑝

+ 𝑠− 𝑤)𝑞 − 𝑠𝑢ℎ.
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图 1 随机利润𝑍与需求间的关系
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根据上述分析并结合图 1,可以得到随机利润变

量𝑍的分布函数为

𝐺(𝑧) =

⎧⎨⎩
𝐺1(𝑧), 𝑡1 < 𝑡2, 𝑧 ∈ [𝑡1, 𝑡2];

𝐺2(𝑧), 𝑡1 > 𝑡2, 𝑧 ∈ [𝑡2, 𝑡1];

𝐺1(𝑧) +𝐺2(𝑧), 𝑧 ∈ [max{𝑡1, 𝑡2}, 𝑧max].

(3)

对于某个确定的订购量 𝑞, 或者 𝑡1 > 𝑡2, 或者 𝑡1

< 𝑡2,因此分布函数𝐺(𝑧)只有两种情况,它是分段函

数,也是连续函数,如图 2所示.
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图 2 随机利润的分布函数

1.2 风风风险险险价价价值值值的的的确确确定定定

设任意风险水平 𝛽 ∈ [0, 1], 利润𝑍的风险价值

定义为VaR𝛽(𝑍) = min{𝑧 ∣ 𝐺(𝑧) ⩾ 𝛽}. 报童问题中,

𝐺(𝑧)连续且是 𝑧的严格递增函数, 所以VaR𝛽(𝑍) =

𝐺−1(𝛽). 设 𝑝 = 12, 𝑤 = 8, 𝑠 = 4, 𝑣 = 2,随机需求服从

均值为 150、方差为 50的截尾正态分布,需求区间𝑋

∈ [0, 𝑢 + 4𝜎] ,可以得到两种情况下的利润分布函数,

如图 2所示.

由图 2可见, 给定概率 𝛽, 报童的风险价值为

VaR𝛽(𝑍) = 𝑧 = 𝐺−1(𝛽). 该式也称为 𝛽分位数利润,

记为 𝑧𝛽 , 表示随机利润小于等于阈值 𝑧𝛽的概率为 𝛽.

根据订购量 𝑞的不同, 𝑧𝛽的表达分 3种情况:

1)如图 2(a)所示,当 𝑧 ⩽ 𝑡2时, 𝑧 = 𝐺−1
1 (𝛽),结合

式 (1)有

𝑧𝛽 = (𝑝− 𝑣)𝐹−1(𝛽)− (𝑤 − 𝑣)𝑞. (4)

𝑧𝛽即为风险规避水平 𝛽下的风险价值.将条件 𝑧 ⩽ 𝑡2

换算成对订购量 𝑞的约束,由式 (4)和𝑧 ⩽ 𝑡2可得到

𝑞 ⩾ (𝑝− 𝑣)𝐹−1(𝛽) + 𝑠𝑢ℎ

𝑝+ 𝑠− 𝑣
.

记

𝑞ℎ = ((𝑝− 𝑣)𝐹−1(𝛽) + 𝑠𝑢ℎ)/(𝑝+ 𝑠− 𝑣).

2)如图 2(b)所示,当 𝑧 ⩽ 𝑡1时, 𝑧 = 𝐺−1
2 (𝛽),结合

式 (2)有

𝑧𝛽 = (𝑝+ 𝑠− 𝑤)𝑞 − 𝑠𝐹−1(1− 𝛽). (5)

条件 𝑧 ⩽ 𝑡1换算成对订购量 𝑞的约束,由式 (5)和 𝑧 ⩽
𝑡1可得到

𝑞 ⩽ 𝑠𝐹−1(1− 𝛽)/(𝑝+ 𝑠− 𝑣).

记

𝑞𝑙 = 𝑠𝐹−1(1− 𝛽)/(𝑝+ 𝑠− 𝑣).

3)如图 2所示, 当 𝑧 ∈ [max{𝑡1, 𝑡2}, 𝑍max]时, 𝑧𝛽
满足𝐺1(𝑧𝛽) +𝐺2(𝑧𝛽) = 𝛽 ,即

1 + 𝐹 (𝑞1)− 𝐹 (𝑞2) = 𝛽. (6)

订购量 𝑞的取值区间为 𝑞𝑙 ⩽ 𝑞 ⩽ 𝑞ℎ.

由图 2可见,给定一个概率 𝛽, 𝑧𝛽值即可确定,而

且惟一.

2 报报报童童童问问问题题题中中中风风风险险险规规规避避避下下下的的的条条条件件件风风风险险险值值值和和和
最最最优优优决决决策策策

2.1 条条条件件件风风风险险险价价价值值值定定定义义义

给定 𝛽 ∈ [0, 1], 在风险规避时, 条件风险值

CVaR𝛽𝑍(𝑞)指的是低于分位数利润 𝑧𝛽的平均利润,

即

CVaR𝛽𝑍(𝑞) = 𝐸(𝑍 ∣ 𝑍 ⩽ 𝑧𝛽) =
1

𝛽

w
𝑍⩽𝑧𝛽

𝑧𝑔(𝑧)d𝑧.

(7)

其中: 𝑔(𝑧)为利润随机变量𝑍的密度函数; 𝑧𝛽值由式

(4)∼ (6)中的一个式子确定, 取决于 𝑞值和 𝛽的大小.

由条件风险值的定义可知,当 𝛽 = 1时为风险中性.

2.2 条条条件件件风风风险险险值值值和和和最最最优优优订订订购购购量量量分分分析析析

1)当 𝑞 ⩾ 𝑞ℎ时, 𝑧𝛽 = (𝑝− 𝑣)𝐹−1(𝛽)− (𝑤 − 𝑣)𝑞.

虽然由式 (3)可知利润变量 𝑧的分布函数𝐺(𝑧),

但对于较复杂的需求分布,得到 𝑔(𝑧)的表达式较为困

难,可以把对利润 𝑧的积分转换为对需求变量𝑥的积

分. 当 𝑧 = 𝑧𝛽时, 𝐺(𝑧𝛽) = 𝐺1(𝑧𝛽) = 𝐹 (𝑞1) = 𝛽 ,故 𝑞1

= 𝐹−1(𝛽). 结合图 1(a),随机利润𝑍 ⩽ 𝑧𝛽的积分区间

对应于需求区间 0 ⩽ 𝑋 ⩽ 𝐹−1(𝛽),故式 (7)等价于

CVaR𝛽𝑍(𝑞) =

1

𝛽

w 𝐹−1(𝛽)

0
[𝑝𝑥− 𝑤𝑞 + 𝑣(𝑞 − 𝑥)]𝑓(𝑥)d𝑥. (8)

式 (8)给出了各订购量 𝑞在选定风险水平 𝛽(𝑞 ⩾ 𝑞ℎ)

下的CVaR表达式. 对决策变量 𝑞求极值有

∂CVaR𝛽𝑍(𝑞)/∂𝑞 = (𝑣 − 𝑤)𝑞 < 0,

表明订购区间内CVaR随着 𝑞的增加单调递减, 𝑞越小

越好.
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2)当 𝑞 ⩽ 𝑞𝑙时, 𝑧𝛽 = (𝑝+ 𝑠−𝑤)𝑞 − 𝑠𝐹−1(1− 𝛽).

当 𝑧 = 𝑧𝛽时, 𝐺(𝑧𝛽) = 𝐺2(𝑧𝛽) = 1 − 𝐹 (𝑞2) = 𝛽,

故 𝑞2 = 𝐹−1(1 − 𝛽). 结合图 1(b),随机利润 𝑧 ⩽ 𝑧𝛽的

区间对应于需求区间𝐹−1(1− 𝛽) ⩽ 𝑋 ⩽ 𝑢ℎ,故式 (7)

等价于

CVaR𝛽𝑍(𝑞) =

1

𝛽

w 𝑢ℎ

𝐹−1(1−𝛽)
[𝑝𝑞 − 𝑤𝑞 − 𝑠(𝑥− 𝑞)]𝑓(𝑥)d𝑥. (9)

对 𝑞求极值有

∂CVaR𝛽𝑍/∂𝑞 = (𝑝+ 𝑠− 𝑤) > 0,

表明该区间内CVaR随着 𝑞的增加线性递增, 𝑞越大越

好.

3)当 𝑞𝑙 ⩽ 𝑞 ⩽ 𝑞ℎ时, 𝑧𝛽满足式 (6),由 1+𝐹 (𝑞1)−
𝐹 (𝑞2) = 𝛽可求出 𝑧𝛽 .

随机利润 𝑧 ⩽ 𝑧𝛽的概率为 𝛽,可以看作由两部分

构成, 如图 1(c)所示. 当需求在 [0, 𝑞1]之间时, 𝑧 ⩽ 𝑧𝛽

的概率为𝐹 (𝑞1); 当需求在 [𝑞2, 𝑢ℎ]之间时, 𝑧 ⩽ 𝑧𝛽的

概率为 1− 𝐹 (𝑞2),两部分概率之和为 𝛽. 故式 (7)等价

于

CVaR𝛽𝑍(𝑞) =
1

𝛽

{w 𝑞1

0
[(𝑝− 𝑣)𝑥− (𝑤 − 𝑣)𝑞]d𝐹 (𝑥)+

w 𝑢ℎ

𝑞2
[(𝑝+ 𝑠− 𝑤)𝑞 − 𝑠𝑥]d𝐹 (𝑥)

}
. (10)

对式 (10)求一阶导数有

∂CVaR𝛽𝑍(𝑞)/∂𝑞 =

1

𝛽
{(𝑣 − 𝑤)𝐹 (𝑞1) + (𝑝+ 𝑠− 𝑤)[1− 𝐹 (𝑞2)]},

而

∂2CVaR𝛽𝑍(𝑞)/∂𝑞2 =

− 1

𝛽

{
𝑓(𝑞1)

(𝑤 − 𝑣)2

𝑝− 𝑣
+ 𝑓(𝑞2)

(𝑝+ 𝑠− 𝑤)2

𝑠

}
< 0,

故存在最优订购量 𝑞. 令一阶导数为 0,可以得到最优

订购量满足

(𝑣 − 𝑤)𝐹 (𝑞1) + (𝑝+ 𝑠− 𝑤)[1− 𝐹 (𝑞2)] = 0. (11)

在求一阶导数的过程中,需要利用条件 𝑧 = (𝑣−𝑤)𝑞+

(𝑝− 𝑣)𝑞1 = (𝑝+ 𝑠− 𝑤)𝑞 − 𝑠𝑞2. 因为 𝑞1, 𝑞2满足式 (6),

与式 (11)联立方程组求解,得到最优订购量为

𝑞∗ =
1

𝑝+ 𝑠− 𝑣

{
(𝑝− 𝑣)𝐹−1

(𝑝+ 𝑠− 𝑤

𝑝+ 𝑠− 𝑣
𝛽
)
+

𝑠𝐹−1
(
1− 𝑤 − 𝑣

𝑝+ 𝑠− 𝑣
𝛽
)}

. (12)

由于 𝑞𝑙 ⩽ 𝑞∗ ⩽ 𝑞ℎ, 且𝐺(𝑧)为连续函数, 综合前述条

件风险价值的两种极值情况可以得出,对于任意 𝛽值,

最优订购量符合式 (12). 同时可以得到 𝑞 = 𝑞∗时风险

水平𝛽下的最大风险价值

𝑧∗𝛽 = (𝑝+ 𝑠− 𝑤)𝑞 − 𝑠𝐹−1
(
1− 𝑤 − 𝑣

𝑝+ 𝑠− 𝑣
𝛽
)
. (13)

图 3为条件风险值与各订购量的关系, 𝛽 = 0.1,

其他参数与第 1.2节相同.由图 3可见,极大值在订购

量 𝑞𝑙 ⩽ 𝑞 ⩽ 𝑞ℎ区间内获得, 𝛽越小, 表明决策人的风

险规避程度越高,但最优订购量不一定越小. 关于缺

货成本 𝑠对 𝑞∗的影响可参见文献 [10]. 特殊地,当 𝛽 =

1时, 𝑞𝑙 = 0, 𝑞ℎ = 𝑢ℎ,条件风险值公式与式 (10)相符,

而 1+𝐹 (𝑞1)−𝐹 (𝑞2) = 1, 有𝐹 (𝑞1) = 𝐹 (𝑞2), 即 𝑧𝛽=1 =

(𝑝− 𝑤)𝑞, 𝑞1 = 𝑞2 = 𝑞,进而有CVaR𝛽=1𝑍(𝑞) = 𝐸(𝑍),

所以从条件风险值角度来理解期望利润即为比最大

利润要小的平均收益.将𝛽 = 1代入式 (12)可知,最优

订购量 𝑞∗满足

𝐹 (𝑞∗) =
𝑝+ 𝑠− 𝑤

𝑝+ 𝑠− 𝑣
,

这正是经典报童问题中最优订购量满足的公式,由此

可知风险中性是风险规避的一种特殊情况.
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图 3 风险规避时条件风险值与订购量关系

2.3 不不不考考考虑虑虑缺缺缺货货货成成成本本本时时时的的的情情情形形形

缺货成本 𝑠 = 0是考虑缺货成本时的特例,由于

𝑠 ∕= 0时𝐺2(𝑧)表达式分母为 𝑠, VaR和CVaR不能直

接将 𝑠 = 0代入考虑缺货成本时的相应公式中,进行

分析后可以得到相关结论.如图 1(d)所示,由于 𝑠 = 0,

𝑡2 = 𝑍max, 当 𝑧 = 𝑍max时, 𝐺(𝑧) ≡ 1, 利润分布函数

简化为

𝐺(𝑧) =

⎧⎨⎩𝐺1(𝑧), 𝑧 < (𝑝− 𝑤)𝑞;

1, 𝑧 = (𝑝− 𝑤)𝑞.
(14)

以第 1.2节中参数为例, 得到缺货成本为 0时的

利润概率分布如图 4所示 (𝑞 = 200). 图 4中, 利润分

布函数在 𝑧 = 𝑍max = (𝑝− 𝑤)𝑞时为一个断点,有

lim
𝑧→𝑍−

max

𝐺1(𝑧) = 𝐹
[ (𝑣 − 𝑤)𝑞 + 𝑧

𝑝− 𝑣

]
= 𝐹 (𝑞).
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图 4 𝑠 = 0时的利润分布函数

由图 4可知, 当缺货成本为 0时, 风险价值和条

件风险价值简化为下面两种情况:
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1)当 𝛽 ⩽ 𝐹 (𝑞), 即 𝑞 ⩾ 𝐹−1(𝛽)时, 𝑧𝛽 = (𝑝 −
𝑣)𝐹−1(𝛽)− (𝑤−𝑣)𝑞,这与 𝑠 ∕= 0时的第 1种情况相符.

CVaR的求解公式与式 (8)一致,该区域内CVaR值随

着 𝑞的增加单调递减.

2)当 𝛽 > 𝐹 (𝑞),即 𝑞 < 𝐹−1(𝛽)时, 𝑧𝛽满足

𝑧𝛽 ≡ (𝑝− 𝑤)𝑞. (15)

结合图 1(d),容易得到CVaR的求解公式为

CVaR𝛽𝑍(𝑞) =
1

𝛽

{w 𝑞

0
[𝑝𝑥− 𝑤𝑞 + 𝑣(𝑞 − 𝑥)]d𝐹 (𝑥)+

w 𝐹−1(𝛽)

𝑞
(𝑝− 𝑤)𝑞d𝐹 (𝑥)

}
. (16)

对式 (16)求极值得到最优订购量为

𝑞∗ = 𝐹−1
(𝑝− 𝑤

𝑝− 𝑣
𝛽
)
. (17)

由于CVaR对变量 𝑞连续,综合第 1种情况,可以得出

以下结论: 给定风险规避水平 𝛽, VaR𝛽值和最优订

购量分别满足式 (15)和 (17),它们实际上是式 (12)和

(13)中 𝑠 = 0的结果, 该结论与大多文献不考虑缺货

成本按文献 [15-16]对CVaR表达式两次求极值优化

的结果一致.

从以上分析可以看出, 报童模型中利用随机利

润的分布函数求解风险价值VaR𝛽(𝑍)不需要通过对

CVaR求导,只要给定风险规避水平 𝛽, VaR𝛽(𝑍)值即

可确定, 且表达式含义与风险价值的定义吻合,易于

理解.

3 报报报童童童问问问题题题中中中风风风险险险偏偏偏爱爱爱下下下的的的条条条件件件风风风险险险偏偏偏爱爱爱
值值值和和和最最最优优优决决决策策策

3.1 条条条件件件风风风险险险偏偏偏爱爱爱值值值定定定义义义 (CVaRT)

由图 2和图 3可见, 风险规避的CVaR值实际上

是求解比某个分位数利润 𝑧𝛽还小的利润平均值, 决

策人对高于分位数利润的部分不加以控制,仅将低利

润部分的价值大小作为决策准则.然而风险规避并不

能反映所有人在所有情况下决策时的风险态度,也有

一部分人是风险偏爱的,因此有必要分析风险偏爱时

的最优决策.

不改变VaR𝛽的定义, 设定某个决策者, 如果他

决策时仅考虑高于 𝑧𝛽的价值部分, 并将其作为决策

准则,而对低于 𝑧𝛽的利润部分不加以控制,则他是一

个风险偏爱者. 给出条件风险偏爱值的定义[5,13]如下:

CVaRT𝛽𝑍(𝑞) =

𝐸(𝑧 ∣ 𝑧 ⩾ 𝑧𝛽) =
1

1− 𝛽

w
𝑧⩾𝑧𝛽

𝑧𝑔(𝑧)d𝑧, (18)

其中 𝛽和 𝑧的含义与风险规避时相同,但求解条件风

险偏爱值时, 利润变量的积分范围为 𝑧 ⩾ 𝑧𝛽 , 这部分

概率为 1− 𝛽.

给定风险水平 𝛽 (低利润部分的概率, 𝛽 ∈ [0, 1]),

其𝛽分位数利润即可确定, 与风险规避时完全相同.

由条件风险偏爱值的定义可知,当 𝛽 = 0时为风险中

性.

3.2 条条条件件件风风风险险险偏偏偏爱爱爱值值值和和和最最最优优优决决决策策策分分分析析析

3.2.1 风风风险险险偏偏偏爱爱爱下下下的的的条条条件件件风风风险险险值值值

1)当 𝑞 ⩾ 𝑞ℎ时, 𝑧𝛽 = (𝑝− 𝑣)𝐹−1(𝛽)− (𝑤 − 𝑣)𝑞.

由图 1(a)可知, 当 𝑧 = 𝑧𝛽时, 需求值为𝐹−1(𝛽).

风险偏爱值将需求在 [0, 𝐹−1(𝛽)]范围内造成的较大

损失去掉, 这部分最差利润的可能性为 𝛽. 因此随

机利润 𝑧 ⩾ 𝑧𝛽的积分区间对应于需求区间 [𝐹−1(𝛽),

𝑢ℎ],式 (18)等价于

CVaRT𝛽𝑍(𝑞) =

1

1− 𝛽

{w 𝑞

𝐹−1(𝛽)
[(𝑝− 𝑣)𝑥− (𝑤 − 𝑣)𝑞]d𝐹 (𝑥)+

w 𝑢ℎ

𝑞
[(𝑝+ 𝑠− 𝑤)𝑞 − 𝑠𝑥]d𝐹 (𝑥)

}
. (19)

对决策变量 𝑞求极值,得到最优订购量 𝑞∗满足

𝐹 (𝑞∗) =
𝑝+ 𝑠− 𝑤

𝑝+ 𝑠− 𝑣
+

𝛽(𝑤 − 𝑣)

𝑝+ 𝑠− 𝑣
. (20)

式 (20)中 𝑞∗还需满足 𝑞∗ ⩾ 𝑞ℎ, 否则该区间不存在极

值.

2)当 𝑞 ⩽ 𝑞𝑙时, 𝑧𝛽 = (𝑝+ 𝑠−𝑤)𝑞 − 𝑠𝐹−1(1− 𝛽).

由图 1(b)可知, 当 𝑧 = 𝑧𝛽时, 对应需求值为

𝐹−1(1 − 𝛽). 风险偏爱值将需求实现在 [𝐹−1(1 − 𝛽),

𝑢ℎ]范围内造成的较大缺货损失去掉,这部分最差利

润的可能性为 𝛽. 因此随机利润 𝑧 ⩾ 𝑧𝛽的积分区间对

应于需求区间 [0, 𝐹−1(1− 𝛽)],式 (18)等价于

CVaRT𝛽𝑍(𝑞) =

1

1− 𝛽

{w 𝑞

0
[(𝑝− 𝑣)𝑥− (𝑤 − 𝑣)𝑞]d𝐹 (𝑥)+

w 𝐹−1(1−𝛽)

𝑞
[(𝑝+ 𝑠− 𝑤)𝑞 − 𝑠𝑥]d𝐹 (𝑥)

}
. (21)

对决策变量 𝑞求极值,有
∂CVaRT𝛽𝑍(𝑞)

∂𝑞
=

1

1− 𝛽

[ w 𝑞

0
(−𝑤 + 𝑣)𝑓(𝑥)d𝑥+

w 𝐹−1(1−𝛽)

𝑞
(𝑝+ 𝑠− 𝑤)𝑓(𝑥)d𝑥

]
,

而
∂2CVaRT𝛽𝑍(𝑞)

∂𝑞2
= − 1

1− 𝛽
(𝑝+ 𝑠− 𝑣)𝑓(𝑞) < 0,

因此存在极大值.

令一阶导数为 0,最优订购量满足

𝐹 (𝑞∗) = (1− 𝛽)
𝑝+ 𝑠− 𝑤

𝑝+ 𝑠− 𝑣
. (22)

式 (22)中 𝑞∗还需满足 𝑞∗ ⩽ 𝑞𝑙, 否则该区间不存在极

值.

3)当 𝑞𝑙⩽𝑞⩽𝑞ℎ时, 𝑧𝛽满足 1+𝐹 (𝑞1)−𝐹 (𝑞2) = 𝛽.

由图 1(c)可知,随机利润 𝑧 ⩾ 𝑧𝛽的积分区间对应

于需求区间 [𝑞1, 𝑞2],按下式求解CVaR:
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CVaRT𝛽𝑍(𝑞) =

1

1− 𝛽

{w 𝑞

𝑞1
[(𝑝− 𝑣)𝑥− (𝑤 − 𝑣)𝑞]d𝐹 (𝑥)+

w 𝑞2

𝑞
[(𝑝+ 𝑠− 𝑤)𝑞 − 𝑠𝑥]d𝐹 (𝑥)

}
. (23)

对 𝑞求导,记一阶导数为 𝑦,令其为 0,有

𝑦 =
1

1− 𝛽
[(𝑤 − 𝑣)𝐹 (𝑞1) + (𝑝+ 𝑠− 𝑤)𝐹 (𝑞2)−

(𝑝+ 𝑠− 𝑣)𝐹 (𝑞)] = 0. (24)

若满足式 (6)的 𝑞1, 𝑞2能使 𝑦 = 0有可行解, 则订购量

𝑞在该区间有极值.

3.2.2 风风风险险险偏偏偏爱爱爱下下下最最最优优优订订订购购购量量量的的的讨讨讨论论论

由上述分析可知, 根据订购量和风险水平的不

同,条件风险偏爱值的表达式分 3种情况,最优订购量

𝑞∗的表达式也不相同.那么在可行决策区间内,哪个

订购量才是最优的? 下面以均匀分布和正态分布为

例进行讨论.

1)随机需求服从均匀分布.

当 𝑞 ⩾ 𝑞ℎ时, 对于任意 𝛽 ⩽ 1, 满足式 (20)的 𝑞∗

均满足 𝑞∗ ⩾ 𝑞ℎ条件;当 𝑞 ⩽ 𝑞𝑙时,满足式 (22)的 𝑞∗使

得 𝑞∗ > 𝑞𝑙总是成立, 因此, 该区间内CVaR值单调递

增,不存在极值;当 𝑞𝑙 ⩽ 𝑞 ⩽ 𝑞ℎ时,由式 (6)可解出

𝑧𝛽 = (𝑝− 𝑤)𝑞 − (𝑝− 𝑣)(1− 𝛽)𝑠𝑢ℎ

𝑝+ 𝑠− 𝑣
.

将 𝑧𝛽代入式 (24)得到 𝑦 = (𝑝 − 𝑤) > 0,表明CVaR随

着 𝑞线性递增,与风险水平和订购量无关.综上,对于

均匀分布,最优订购量总是满足式 (20).

2)随机需求服从正态分布.

由于 𝑞𝑙, 𝑞
∗, 𝑞ℎ中均含有正态分布的反函数,不容

易比较大小, 利用Matlab进行数据模拟, 观察最优订

购量在哪个区间获得. 图 5为最优订购量 𝑞∗分别在
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图 5 截尾正态分布下最优订购量取值区间

𝑞𝑙 ⩽ 𝑞 ⩽ 𝑞ℎ和 𝑞 ⩾ 𝑞ℎ区间获得的情况. 当 𝑞𝑙 ⩽ 𝑞 ⩽ 𝑞ℎ

时, 按式 (6)不能直接写出 𝑧𝛽的解析表达式, 在程序

中利用折半搜索算法求 𝑧𝛽值.

由图 5可知,对于截尾正态分布 (𝑋 ∈ [0, 𝑢+4𝜎]),

最优订购量 𝑞∗可能由式 (20)确定,也可能由式 (24)确

定, 这与价格参数和风险水平有关, 但通过多次模

拟没有发现极值取在 𝑞 ⩽ 𝑞𝑙区间内的情况. 特殊地,

当 𝛽 = 0时, 𝑞𝑙 = 𝑞ℎ = 𝑠𝑢ℎ/(𝑝+ 𝑠− 𝑣),式 (19)与 (21)

相同, CVaRT𝛽=0𝑍(𝑞) = 𝐸[𝑍],对于任意的 𝑞,有

𝑧𝛽=0 = min{−(𝑤 − 𝑣)𝑞, (𝑝+ 𝑠− 𝑤)𝑞 − 𝑠𝑢ℎ},
所以从条件风险值角度来理解期望利润比最小随机

利润要大的平均收益.最优订购量 𝑞∗满足

𝐹 (𝑞∗) =
𝑝+ 𝑠− 𝑤

𝑝+ 𝑠− 𝑣
,

这正是风险中性时最优订购量公式,因此风险中性也

可看作是风险偏爱的特例.

3.3 风风风险险险偏偏偏爱爱爱下下下缺缺缺货货货成成成本本本为为为 0时时时的的的情情情形形形

与风险规避类似,当 𝑠 = 0时, VaR和CVaR的计

算不能直接将 𝑠 = 0代入相应公式中,要稍作变化. 根

据图 4和图 1(d), 缺货成本为 0的风险价值和条件风

险偏爱值退化为以下两种情况:

1)当𝛽 ⩽ 𝐹 (𝑞), 即 𝑞 ⩾ 𝐹−1(𝛽)时, 𝑧𝛽 = (𝑝 −
𝑣)𝐹−1(𝛽)− (𝑤 − 𝑣)𝑞,这与 𝑠 ∕= 0时风险偏爱下的第 1

种情况相符.不考虑需求在 [0, 𝐹−1(𝛽)]范围内造成的

较大损失, CVaRT的求解公式符合式 (19),只是将 𝑠用

0替换,最优订购量简化为

𝐹 (𝑞∗) =
𝑝− 𝑤

𝑝− 𝑣
+

𝛽(𝑤 − 𝑣)

𝑝− 𝑣
. (25)

Werner构建的集成目标函数中,若高利润部分权

重设为 1,则决策人是完全风险偏爱的,其最优订购量

公式与式 (25)完全一致.

2)当𝛽 > 𝐹 (𝑞),即 𝑞 < 𝐹−1(𝛽)时, 𝑧𝛽满足式 (15),

CVaRT的求解公式为

CVaRT𝛽𝑍(𝑞) =
1

1− 𝛽

w 𝑢ℎ

𝐹−1(𝛽)
(𝑝− 𝑤)𝑞𝑓(𝑥)d𝑥, (26)

其中 ∂CVaRT𝛽𝑍(𝑞)/∂𝑞 = 𝑝−𝑤,此区间内CVaR值是

订购量 𝑞的单调递增函数.

综上分析,不考虑缺货成本时,给定风险水平 𝛽,

风险偏爱下的最优订购量满足式 (25). 限于篇幅,风

险偏爱下缺货成本 𝑠对于 𝑞∗的影响不再讨论.

4 需需需求求求区区区间间间上上上界界界趋趋趋近近近无无无穷穷穷大大大时时时的的的情情情形形形

有些需求分布并不假定其取值上限, 通常认为

𝑢ℎ → ∞. 当 𝑠 = 0时,由于没有缺货损失, 𝑢ℎ → ∞对
前面风险值、条件风险值和最优订购量的分析结论均

没有影响.当 𝑠 ∕= 0, 𝑢ℎ → ∞时,最大缺货时利润 𝑡2 =

(𝑝 + 𝑠 − 𝑤)𝑞 − 𝑠𝑢ℎ → −∞, 𝑡1 > 𝑡2总成立,图1 (a)的

情形不存在,随机利润的分布函数转化为 (见图 2(b))
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𝐺(𝑧) =

⎧⎨⎩𝐺2(𝑧), 𝑧 ∈ [𝑡2, 𝑡1];

𝐺1(𝑧) +𝐺2(𝑧), 𝑧 ∈ [𝑡1, 𝑍max].
(27)

相应地, 𝑠 ∕= 0时风险价值与条件风险价值计算会相

对简化.

4.1 风风风险险险价价价值值值

目标利润 𝑧的取值只有 𝑧 ⩽ 𝑡1和 𝑧 ⩾ 𝑡1两种情

况, 根据订购量和风险水平的不同,风险价值也只有

两种情况:

1) 𝑧 ⩽ 𝑡1,即当 𝑞 ⩽ 𝑞𝑙时,有

𝑧𝛽 = (𝑝+ 𝑠− 𝑤)𝑞 − 𝑠𝐹−1(1− 𝛽); (28)

2) 𝑧 ⩾ 𝑡1,即当 𝑞 ⩾ 𝑞𝑙时, 𝑧𝛽满足

1 + 𝐹 (𝑞1)− 𝐹 (𝑞2) = 𝛽. (29)

4.2 风风风险险险规规规避避避时时时的的的条条条件件件风风风险险险价价价值值值和和和最最最优优优订订订购购购量量量

根据风险价值的两种情况,条件风险值也衍变为

两种情形:

1)当 𝑞 ⩽ 𝑞𝑙时, CVaR的表达式与式 (9)相同;

2)当 𝑞 ⩾ 𝑞𝑙时, CVaR的表达式与式 (10)相同.

最优订购量仍然满足式 (12).

4.3 风风风险险险偏偏偏爱爱爱时时时的的的条条条件件件风风风险险险偏偏偏爱爱爱值值值和和和最最最优优优订订订购购购量量量

风险偏爱时的条件风险值简化为两种情形:

1)当 𝑞 ⩽ 𝑞𝑙时, CVaRT的表达式与式 (21)相同;

2)当 𝑞 ⩾ 𝑞𝑙时, CVaRT的表达式与式 (23)相同.

对于正态分布而言,多次数值模拟表明,最优订

购量由式 (24)确定,即在 𝑞 ⩾ 𝑞𝑙区间获得.

5 结结结 论论论

本文针对报童问题系统地建立了决策者不同风

险偏好下的条件风险值模型,并分析了给定风险水平

下的最优订购量,主要工作有:

1)建立了报童随机利润变量的分布函数. 由分

布函数容易得到风险水平 𝛽下的风险价值VaR𝛽 , 相

对于文献 [15-16]提出的求解方法, VaR𝛽的含义更清

楚、直观、易于理解.

2)从CVaR/CVaRT的含义出发,建立了不同订购

量和风险水平下的CVaR/CVaRT模型, 模型直观、易

懂.根据随机利润与需求之间的关系,将CVaR/CVaRT

表达式中对利润变量的积分转换为对随机需求变量

的积分,解决了CVaR/CVaRT求解的困难.

3)相对于文献 [15-16], 不仅给出了各风险水平

下的最优订购量公式,而且根据风险水平和订购量的

不同建立了不同的CVaR/CVaRT表达式. 在实践中,

由于报童决策前无法量化自己的风险水平,同时给出

风险水平和该风险水平下的最优订购量、条件风险值

对具有风险偏好的报童决策具有实际的参考意义.

4)考虑了缺货成本 𝑠为 0和不为 0两种情况. 研

究表明,当 𝑠 = 0时, VaR值相对于 𝑠 ∕= 0时有些变化,

求解CVaR/CVaRT时也不能直接代入 𝑠 ∕= 0的相应公

式中, 需稍作变动,但最优订购量公式可统一到缺货

成本不为 0的最优订购量公式中.

5)考虑了风险规避和风险偏爱两种情况,分别建

立了条件风险值/条件风险偏爱值模型, 并给出了最

优订购量公式. 风险中性只是风险规避或风险偏爱的

一种特殊情况.

根据本文提出的CVaR建模分析思路,可以较容

易地建立综合考虑风险规避和风险偏爱特性的集成

目标函数, 并对其进行优化, 同时可以进一步研究某

一订购水平下的损失概率和损失期望值.
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