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用于刚性机械手的无抖振快速终端滑模控制
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摘　要: 提出一种用于刚性机械手的无抖振快速终端滑模鲁棒控制器。快速终端滑模综合了终端滑模

和传统线性滑模的优点,能在有限时间内到达平衡点,并降低系统稳态误差。采用优化方法推导出系统

的跟踪精度和用于消除抖振的饱和函数宽度之间的数学关系。利用系统的参数化模型,可将参数的不确

定部分从回归矩阵中分离出来。根据每个参数的不确定范围设计鲁棒控制器。仿真结果证明了该方法的

有效性。
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Chatter ing free fast term ina l sl id ing m ode con trol
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Abstract: A chattering free fast term inal sliding mode robust con tro ller fo r rigid m anipu lato rs is

p ropo sed. Com bin ing the advan tages of term inal sliding mode and tradit ional linear sliding mode, th is

con tro ller can drive system s to reach the equ ilib rium po in t in fin ite t im e w ith reduced steady sta te erro r.

T he m athem atical rela t ionsh ip betw een the track ing p recision of the system and the w idth of the

satu rat ion function used to elim inate chattering is fo rm ulated by using the op tim ization m ethod. T he

uncerta in t ies in the param eters are removed from the regresso r m atrix by using the param eterized

model. T he robust con tro ller is designed acco rding to the bound of the uncerta in ty p resen t in each

param eter. Sim ulation resu lts are p resen ted to validate the analysis.
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1　引　　言

　　传统变结构系统 (V SS)的一个典型特点是状态

渐近收敛于平衡点。最近,终端滑模 (T SM )控制器

的研究引起了人们的重视,它具有一些良好的特性,

如状态能在有限时间内收敛,相对于传统的线性滑

模控制器具有更高的稳态跟踪精度等。但是当系统

远离平衡点时, 现有的T SM 控制性能不如线性滑

模控制。为克服这一问题,文献[ 1 ]提出一种快速终

端滑模 (FT SM )控制器,可以综合 T SM 控制和传统
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滑模控制的优点,使得状态在远离平衡点和平衡点

附近时都能快速收敛。

　　在刚性机械手控制领域,现已提出了多种鲁棒

控制方法。文献[ 2 ]提出一种鲁棒跟踪控制器;文献

[ 3 ]基于L yapunov 基本理论提出一种鲁棒非线性

控制器;文献[ 4 ]提出了终端滑模控制器。本文则提

出一种用于 n 自由度刚性机械手的快速终端滑模控

制策略,可根据系统各个参数的不确定范围,设计快

速终端滑模控制器,保证系统对于内部参数的不确

定性和外部干扰都具有鲁棒性。为消除抖振,采用了

一种平滑方法。同时探讨了系统的跟踪精度问题,并

阐明了跟踪精度和用以消除抖振的饱和函数宽度之

间的数学关系,根据给定的跟踪精度,可以设计出适

当的饱和函数。

2　快速终端滑模控制

　　快速终端滑模的概念可由下面的一阶动力学

系统来描述

s = xα1 + Αx 1 + Βx qöp
1 = 0 (1)

式中, x 1 ∈R 1, Α, Β > 0为常数, p > q为奇数。对于

给定初始状态 x 1 (0) ≠ 0,系统 (1) 将在有限时间 ts

内到达 x 1 = 0, ts由下式决定

ts =
p

Α(p - q) ln
Αx 1 (0) (p - q) öp + Β

lnΒ (2)

显然,平衡点 0是一个终端吸引子。滑模 (1) 中非线

性项的引入改进了平衡点的收敛性。

　　快速终端滑模的收敛速度比相应的线性滑模

快得多。当接近平衡点时,线性滑模的收敛速度指数

减慢,而快速滑模的收敛速度指数加快。

3　刚性机械手的快速终端滑模控制

　　对一个 n 关节的机械手,其模型为

M (q) qβ+ C (q, qα) + g (q) = Σ( t) (3)

式中, q ( t) 为 n× 1维关节角位移,M (q) 为 n× n维

对称正定惯量矩阵, C (q, qα) 为 n × 1维哥氏力和离

心力, g (q) 为 n × 1维重力矩, Σ( t) 为 n× 1维控制

转矩。

　　机械手具有下述两个重要特性:

　　1) Mα(q) - 2C (q, qα) 是一个斜对称矩阵,即

1
2

sT (Mα(q) - 2C (q, qα) ) s = 0,　Π s (4)

　　2) 机器人动力学系统 (3) 可被参数线性化如下

　　M qβ+ Cqα+ g = Σ( t) = Y(q, qα, qβ) Η (5)

　　M 0qβ+ C 0qα+ g 0 = Σ0 ( t) = Y(q, qα, qβ) Η0 (6)

式中, Η为含有未知参数的 np 维列向量, Η0 为 Η的标

称向量, Y(q, qα, qβ) 为参数确定的 n × np 维回归矩

阵。式 (6) 称为式 (5) 的标称方程。M 0, C0 和 g 0 分别

为M , C 和 g 的标称矩阵,关系为M = M 0 + ∃M ; C

= C0 + ∃C; g = g 0 + ∃g。定义参数误差Ηυ及其各个

分量 Ηυi 的参数不确定范围如下

Ηυ= Η- Η0 (7)

ûΗυiû = ûΗi - Η0iû ≤ Θi,　i = 1,⋯, np (8)

　　定义 1　本文中‖õ‖定义为 1范数。

　　定义 2　定义如下形式的两个列向量

sgn (s) = [ sgn (s1) ,⋯, sgn (sn) ]T

sgn (YT (q, qα, v, a ) s) =

[ sgn ( (YT s) 1) ,⋯, sgn ( (YT s) np
) ]T

　　定理 1　对于 n自由度的刚性机械手 (3) ,如果

FT SM 的切换面选为

s = qζ
õ

+ + 1qζ + + 2qζqöp (9)

式中, qζ = q - q r, q r为给定二次连续可微参考轨迹;

+ 1 = diag (Α1,⋯, Αn) ; + 2 = diag (Β1,⋯, Βn) ; p = 2m

+ 1,m = 1, 2,⋯, p > q。如果 FT SM 控制为

Σ = Σ0 + u0 + u1 (10)

Σ0 = M 0a + C 0v + g 0 = Y(q, qα, v, a ) Η0 (11)

u0 = - K sgn (s) (12)

u1 = - Y(q, qα, qαr, qβr) d iag (Θ1,⋯, Θnp
) ×

　　sgn (YT (q, qα, qαr, qβr) s) (13)

式中, K = diag [k 1,⋯, k n ] 为设计参数矩阵,并且

v = qαr - + 1qζ - + 2qζqöp (14)

a = vα= qβr - + 1qζ
õ

-

　 q
p

+ 2diag [qζqöp - 1
1 ,⋯, qζqöp - 1

n ]qζ
õ

(15)

则系统的跟踪误差 qζ ( t) 可在有限时间内收敛到零。

　　证明　考虑如下L yapunov函数

V =
1
2

sTM 0 (q) s

V 沿着快速终端滑模 (9) 的时间导数为

Vα= sTM 0 (q) sα+
1
2

sTMα
0 (q) s =

- sT K sgn (s) - sT Y(Ηυ+

diag (Θ1,⋯, Θnp
) sgn (YTs) )

即 Vα≤- Κm in (K)‖s‖ < 0,　‖s‖≠ 0

式中 Κm in (K) 为 K 的最小特征值。因此,终端滑模变

量 s 将在有限的时间内收敛到零。□
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4　机械手无抖振快速终端滑模控制

　　为了消除定理 1中存在的抖振现象,采用饱和

函数代替开关函数的控制策略。

　　定义 3　饱和函数向量定义为

sa t (YT (q, qα, v, a ) s, Ε) =

[ sa t ( (YT s) 1, Ε1) ,⋯, sa t ( (YT s) np
, Εnp

) ]T

式中

sa t ( (YT s) i, Εi) =
sgn ( (YTs) i) ,　û (YT s) iû > Εi

(YT s) iöΕi,　　 û (YTs) iû ≤ Εi

　　定理 2　在定理 1中,如果用饱和函数代替符

号函数, 则可消除抖振。即控制中的式 (12) 和 (13)

变为

u0 =
- K

s
‖s‖,　‖s‖ > ∆

- K
s
∆ , 　　‖s‖≤ ∆

(16)

u1 = - Ydiag (Θ1,⋯, Θnp
) ×

　　sa t (YT (q, qα, v, a ) s, Ε) (17)

式中, Ε= [Ε1,⋯, Εnp
]T 为设计参数向量, ∆为与 Ε, Θ

和 K 有关的参数,即

∆ =
1

Κm in (K)∑
np

i= 1

ΘiΕi

4
(18)

进一步,系统在T SM 时的稳态跟踪精度可描述如下

　　　‖qζ‖≤ ∆p öq ‖+ 2‖p öq,　t→∞ (19)

　　证明　取定理 1证明所用的L yapunov 函数。

假设 YT s = ΝT = [Ν1,⋯, Νnp
]T。

Vα≤
- Κm in (K)‖s‖ + sT Y(Ηυ-

d iag (Θ1,⋯, Θnp
) sa t (YT s, Ε) ) ≤

- Κm in (K)‖s‖ + sT Y(d iag (Θ1,⋯, Θnp
) ×

sgn (YTs) - d iag (Θ1,⋯, Θnp
) [Ν1öΕ1,⋯, Νnp

öΕnp
]T )

注意

sTY(d iag (Θ1,⋯, Θnp
) sgn (YT s) -

d iag (Θ1,⋯, Θnp
) [Ν1öΕ1,⋯, Νnp

öΕnp
]T ) =

Θ1ûΝ1û + ⋯ + Θnp
ûΝnp

û - Θ1
Ν2

1

Ε1
- ⋯ - Θnp

Ν2
np

Εnp

求得上式的最大值为∑
np

i= 1

ΘiΕi

4
,所以

Vα≤- Κm in (K)‖s‖ + ∑
np

i= 1

ΘiΕi

4

最后得到

Vα< 0,　‖s‖ >
1

Κm in (K)∑
np

i= 1

ΘiΕi

4

　　另外,对于 FT SM 有 s = qζ
õ

+ + 1qζ + + 2qζqöp。当 t

→∞ 时, 有 ‖s‖ < ∆。考虑L yap unov 函数V =

‖qζ‖,微分得

Vα= sgn (qζ) T (s - + 1qζ - + 2qζqöp ) <

‖s‖ - ‖+ 2‖‖qζ‖qöp

则V 收敛于‖+ 2‖‖qζ‖qöp ≤‖s‖ < ∆。即当 t→

∞时,‖qζ‖≤ (∆ö‖+ 2‖) p öq。□

5　仿真实例

　　两关节机械手动力学方程如下

a11 (q2) a12 (q2)

a12 (q2) a22

qβ1

qβ2

+

- Β12 (q2) qα21 - 2Β12 (q2) qα1qα2

Β12 (q2) qα2
2

+

Χ1 (q1, q2) g

Χ2 (q1, q2) g
=

Σ1

Σ2

(20)

　　系统参数: r1 = 1 m , r2 = 0. 8 m , J 1 = 5 kgõm ,

J 2 = 5 k gõm , m 1 = 0. 5 k g , m 2 = 1. 5 k g , m
δ

1 =

0. 4 kg, m
δ

2 = 1. 2 kg。参考信号: q r1 = 1. 25 -

(7ö5) e- t + (7ö20) e- 4t; qr2 = 1. 25 + e- t -

(1ö4) e- 4t。

　　设计 FT SM 模型如下

s1 = qυ
õ

1 + 0. 25qυ1 + 0. 5qυ3ö5
1 = 0

s2 = qυ
õ

2 + 0. 25qυ2 + 0. 5qυ3ö5
2 = 0

式中 qυ1 = q1 - qr1,　qυ2 = q2 - qr2

　　为了消除抖振,采用定理 2中提出的方案,仿真

结果见图1～ 图3。其中, 图1和图2表示采用定理2

中的控制方案时, 关节1和关节2的输出轨迹, 图3

表示关节1和关节2相应的控制输入。由图可见抖

图 1　无抖振控制时关节 1的跟踪输出信号
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振已经消除。

图 2　无抖振控制时关节 2的跟踪输出信号

图 3　无抖振控制时关节 1和 2的控制输入信号

6　结　　论

　　本文设计了刚性机械手的快速终端滑模鲁棒控

制器,采用优化方法分析了系统的稳态跟踪精度和

用于消除抖振的饱和函数宽度之间的关系,推导出

数学表达式。可根据给定的跟踪精度指标,设计出整

个机器人控制系统。通过计算机仿真验证了本文提

出的控制方法的有效性。
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