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参数不确定切换系统饱和控制器的随机梯度求解方法

宋　杨, 向峥嵘, 胡维礼
(南京理工大学 自动化学院, 南京 210094)

摘　要: 针对一类各子系统执行机构均具有饱和特性的参数不确定线性切换系统,首先基于公共李雅普诺夫函数法

给出了任意序列下稳定的状态反馈控制器设计方法,而后构造出用于求解饱和控制律的随机梯度算法. 该算法依概

率可收敛到一组可行解,数值例子表明了该算法的有效性.

关键词: 饱和控制; 切换系统; 公共李雅普诺夫函数; 随机梯度算法; 参数不确定性

中图分类号: T P13　　　　文献标识码: A

Random ized Grad ien t A lgor ithm s for Saturation Con troller
D esign of Switched System s with Param eter Uncerta in ties

SON G Y ang , X IA N G Z heng 2rong , H U W ei2li

(Schoo l of A utom ation, N an jing U niversity of Science and T echno logy, N anjing 210094, Ch ina. Co rresponden t:

X IAN G Zheng2rong, E2m ail: x iangzr@m ail. n just. edu. cn)
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1　引　　言
　　切换系统是混杂系统的一种特例,它由若干个

子系统和相应的切换规则构成. 稳定性是切换系统

的重要研究内容,不能简单归结于各个子系统的稳

定性. 文献[ 1 ]利用公共李雅普诺夫函数 (CL F)给出

了线性切换系统任意序列下稳定的控制器设计方

法. 另一方面,由于实际系统执行机构能够输出的最

大能量或幅值总是有限的,从而表现出一定程度的

饱和特性. 为了保证系统在实际运行中能够达到预

期性能,在设计过程中考虑执行机构的饱和特性是

必要的[2 ].

本文采用CL F 方法研究了执行机构存在饱和

特性时参数不确定切换系统的镇定问题; 针对系统

的参数不确定性构造了随机梯度算法用于求解饱和

控制器参数,并给出了算法的收敛性证明.

2　饱和控制器设计
　　考虑如下具有饱和特性的线性切换系统:

xα= A i (∃) x ( t) + B i (∃) sa t (U i) , (1)

其中: i∈M = {1,⋯,N }为子系统标号; x ( t) ∈R n;

A i (∃) = A i + ∃A i,B i (∃) = B i + ∃B i为子系统 i的

参数, ∃A i和 ∃B i表示参数的不确定部分,其分布范

围分别记为 8 ∃A i
和 8 ∃B i

, 分布的概率密度函数 f ∃A i

和 f ∃B i
为已知. U i∈R 1为子系统 i的外输入, sa t (U i)

= sgn (U i)m in{1, ûU iû}是饱和输出函数. ∃ i表示子

系统 i不确定参数的集合, 8 i和 f ∃ i
表示子系统 i的

不确定参数的分布范围及概率密度函数.



定理 1　若存在适维矩阵 Y i, X > 0, i∈M =

{1, 2,⋯,N },使得下式:

X A T
i (∃) + A i (∃)X + B i (∃) Y i + Y T

i B
T
i (∃) < 0,

Y T
i Y i - X < 0 (2)

成立,则当系统初值 x 0∈ 5 时,切换系统 (1) 在控制

律U i = Y iX
- 1x ( t) 作用下,在任意切换序列下渐近

稳定. 其中 5 = {x : x TX - 1x < 1}称为系统的一个不

变集.

使用 Schu r 补引理便可证明定理 1 成立, 证明

略.

3　控制器的随机梯度算法求解
　　由于不确定性 ∃ 可能有无穷多个值,因此无法

使用M atlab的LM I工具箱求解定理 1. 尽管上述问

题可转化为针对由不确定参数的边界值组合而成的

有限个矩阵进行求解, 但当子系统的不确定参数较

多或子系统个数较多时,边界矩阵数目相当大,求解

仍然不易.

随机梯度算法最早见于 Po lyak 等人的论

文[3, 4 ]. 文献[ 3 ] 提出随机梯度算法并应用到具有随

机扰动的线性系统二次调节器设计中, 文献 [ 4 ] 利

用该算法求解带有不确定项的LM I. 此后随机梯度

算法在很多方向得到了应用, 例如采样系统控制器

设计[5 ] ,寻找切换系统的CL F [6 ] ,两个子系统构成的

切换系统寻找多L yapunov 函数[7 ] 等. 本文针对参

数不确定并含有非线性项的矩阵不等式 (2) 和 (3) ,

研究使用随机梯度算法来求解饱和控制律.

记　　　〈A ,B 〉= tr (A T ,B ) ,

‖ (A 1,⋯,A N )‖ =

‖A 1‖2 + ⋯ + ‖A N‖2 ,

〈(A 1,⋯,A N ) , (B 1,⋯,B N )〉=

〈A 1,B 1〉+ ⋯ +〈A N ,B N〉,

M i: = { (X ∈ E n , Y i) :对于所有的 ∃ i∈ 8 i,

　　X A T
i (∃) + A i (∃ i)X +

　　B i (∃) Y i + Y T
i B

T
i (∃) < 0},

N i: = { (X ∈ E n , Y i) : Y T
i Y i - X < 0}.

E n 为所有 n× n维正定阵集合, H n为所有 n× n维

实对称阵集合. P r{X }表示随机事件X 发生的概率.

记M X
i 为M i中所有X 构成的集合,M Y ii 表示M i中所

有 Y i构成的集合,类似可得N X
i 和N Y ii . 则控制律的

求解问题可转化为寻找X > 0, Y 1,⋯, Y N ,满足

X ∈∩
N

i= 1

(M X
i ∩N X

i ) ,

Y i ∈ (M Y ii ∩N Y ii ).

　　对于A ∈H n ,定义映射A + : = arg m in
X ∈E n
‖A -

X ‖, 该映射也可等价表示为: 将 A 分解为 A =

T +T T , T 为正交阵, + = diag{Κ1,⋯, Κn}, 则 A + =

T + + T T ,其中 + + = diag{Κ+
1 ,⋯, Κ+

n }, Κ+
i = m ax{0,

Κi}.

定义

V i (X , Y i, ∃ i) : =
V i1 (X , Y i, ∃ i) 0

0 V i2 (X , Y i)
,

(3)

v i (X , Y i, ∃ i) : = ‖[V i (X , Y i, ∃ i) ]+ ‖ =

‖[V i1 (X , Y i, ∃ i ]+ ‖2 + ‖[V i2 (X , Y i) ]+ ‖2.

(4)

其中

V i1 (X , Y i, ∃ i) = X A T
i (∃) + A i (∃)X +

　　　　　　　B i (∃) Y i + Y T
i B

T
i (∃) ,

V i2 (X , Y i) = Y T
i Y i - X .

显然

v i (X , Y i, ∃ i) = 0Ζ
X ∈M X

i ∩N X
i , Y i ∈M Y ii ∩N Y ii .

　　假设 1　总存在 r > 0,使得集合

S = { (X > 0, Y 1,⋯, Y N ) :对于所有的 ∃ i∈ 8 i,

　　i∈M 有V 1 (X , Y 1, ∃1) < 0,

　　⋯,V N (X , Y N , ∃N ) < 0},

包含球

B r = { (X , Y 1,⋯, Y N ) :‖ (X , Y 1,⋯, Y N ) -

(X 3 , Y 3
1 ,⋯, Y 3

N )‖ < r},

其中 (X 3 , Y 3
1 ,⋯, Y 3

N ) ∈ S.

假设 2　对于任意 (X , Y 1,⋯, Y N ) | S ,有

P r{V i (X , Y i, ∃ i) > 0} > 0, i = 1, 2,⋯,N .

　　注 1　假设 1表示可行解集合中,解集不完全

由孤立的点构成. 假设 2 表示对于非可行解 X , Y i,

总存在∃ i∈8 使得V i (X , Y i, ∃ i) > 0,从而下文梯度

算法的迭代过程能够进行. 对于一般控制系统,假设

1和假设 2是自然满足的.

随机梯度算法　以 k 0表示预设循环次数,作如

下计算,随着 k 0 的增加依概率收敛到可行解.

Step1　选取初值 (X 0, Y 0
1,⋯, Y 0

N ) , k = 1.

Step2　计算 h (k ) ,依据子系统 h (k ) 的概率密

度函数 f ∃h (k) 产生扰动 ∃ k
h (k) ,并根据式 (4) 计算 v k

h (k).

∃ k
h (k) 及 v k

h (k) 中的上标 k 表示迭代步数.

Step3　1) 当 v k
h (k ) > 0时,进行迭代

X k+ 1 = [X k - Λk 5X v k
h (k) ]+ ,

Y k+ 1
1 = Y k

1 - c1 (k ) Λk 5Y 1v
k
1,

　　�
Y k+ 1

N = Y k
i - cN (k ) Λk 5YN

v k
N ;

(5a)
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当 v k
h (k ) = 0时,进行迭代

X k+ 1 = X k , Y k+ 1
1 = Y k

1,⋯, Y k+ 1
N = Y k

N. (5b)

　　2) k = k + 1; 当 k ≥ k 0 时停止循环, 否则转

Step 1继续. 其中

h (k ) =
k m od N , (k mod N ) ≠ 0;

N , (k m od N ) = 0;

ci (k ) =
1, h (k ) = i;

0, h (k ) ≠ i;

5X v k
i =

A T
i [V k

i1 ]+ + [V k
i1 ]+ A i - [V k

i2 ]+

v k
i

,

5Y i
v k

i =
2B T

i [V k
i1 ]+ + 2Y i [V k

i2 ]+

v k
i

;

Λk =

v k
h (k) + r‖ (5k

X h (k) , c1 (k ) 5Y 1v
k
h (k ) ,⋯, cN (k ) 5YN

v k
h (k) )‖

‖ (5k
X h (k) , c1 (k ) 5Y 1v

k
h (k) ,⋯, cN (k ) 5YN

v k
h (k ) )‖2 .

这里 v i (X k , Y k
i , ∃ k

i ) 简记为 v k
i ,V i1 (X k , Y k

i , ∃ k
i ) 简记为

V k
i1,V i2 (X k , Y k

i ) 简记为V k
i2.

收敛性证明　v 1, v 2 梯度表达式的推导过程如

下:

由于 v k
1 分别关于 (X k , Y k

1) 是凸函数,所以

v 1 (X k + ∃X , Y k
1 + ∃Y 1, ∃ k

1) =

v k
1 +〈

[V k
1 ]+

v k
1

, ∃V k
1〉+ o (‖∃V k

1‖). (6)

这里: V k
1 是V 1 (X k , Y k

1, ∃ k
1) 的简记形式,

∃V k
1 = V 1 (X k + ∃X , Y k

1 + ∃Y 1, ∃ k
1) -

V 1 (X k , Y k
1, ∃ k

1).

　　注意到

〈[V k
1 ]+ , ∃V k

1〉=

tr ( [V k
11 ]+ (∃X A T

1 (∃ k
1) + A 1 (∃ k

1) ∃X +

B 1 (∃ k
1) ∃Y 1 + ∃Y T

1B
T
1 (∃k

1) ) +

[V k
12 ]+ (∃Y T

1 Y k
1 + Y kT

1 ∃Y 1 +

∃Y T
1 ∃Y 1 - ∃X ) ) , (7)

t r ( [V k
11 ]+ A 1 (∃ k

1) ∃X + [V k
11 ]+ ∃X A T

1 (∃k
1) =

〈A T
1 (∃ k

1) [V k
11 ]+ + [V k

11 ]+ A 1 (∃ k
1) , ∃X 〉,

t r ( [V k
11 ]+ ∃Y T

1B
T
1 (∃ k

1) + [V k
11 ]+ B 1 (∃ k

1) ∃Y 1 [V k
12 ]+ +

[V k
12 ]+ Y kT

1 ∃Y 1 + [V k
12 ]+ ∃Y T

1 Y k
1) =

2〈B T
1 (∃k ) [V k

11 ]+ + Y k
1 [V k

12 ]+ , ∃Y 1〉,

t r ( [V k
12 ]+ ∃Y T

1 ∃Y 1) =〈Y k
1 [V k

12 ]+ , o (∃Y 1)〉. (8)

将式 (7) , (8) 代入到式 (6) ,可得

5X v k
1 =

A T
1 (∃ k

1) [V k
11 ]+ + [V k

11 ]+ A 1 (∃ k ) - [V k
12 ]+

v k
1

,

5Y 1v
k
1 =

2B T
1 (∃ k

1) [V k
11 ]+ + 2Y k

1 [V k
12 ]+

v k
1

.

同样可得

5X v k
2 =

A T
2 (∃ k

1) [V k
21 ]+ + [V k

21 ]+ A 2 (∃ k ) - [V k
22 ]+

v k
2

,

5Y 2v
k
2 =

2B T
2 (∃ k

1) [V k
21 ]+ + 2Y k

2 [V k
22 ]+

v k
2

.

　　不失一般性,仅对N = 2的情形加以证明. 记

(X{ k , Yϖk
1, Yϖk

2) =

(X 3 , Y 3
1 , Y 3

2 ) +

r (5X v k
h (k) , c1 (k ) 5Y 1v

k
h (k) , c2 (k ) 5Y 2v

k
h (k ) )

‖ (5X v k
h (k) , c1 (k ) 5Y 1v

k
h (k ) , c2 (k ) 5Y 2v

k
h (k) )‖

. (9)

由假设1,若 (X 3 , Y 3
1 , Y 3

2 ) ∈S 则 (X{ k , Yϖk
1, Yϖk

2) ∈B r,

即 v 1 (X{ k , Yϖk
1, ∃ k

1) = 0, v 2 (X{ k , Yϖk
2, ∃ k

2) = 0.

当 v k
h (k) > 0时,有

‖ (X k+ 1, Y k+ 1
1 , Y k+ 1

2 ) - (X 3 , Y 3
1 , Y 3

2 )‖2 ≤

‖ (X k - X 3 , Y k
1 - Y 3

1 , Y k
2 - Y 3

2 )‖2 +

Λ2
k‖ (5X v k

h (k) , c1 (k ) 5Y 1v
k
1, c2 (k ) 5Y 2v

k
2)‖2 -

2Λk〈(5X v k
h (k) , c1 (k ) 5Y 1v

k
1, c2 (k ) 5Y 2v

k
2) ,

(X k - X{ k , Y k
1 - Yϖk

1, Y k
2 - Yϖk

2)〉-

2Λk〈(5X v k
h (k) , c1 (k ) 5Y 1v

k
1, c2 (k ) 5Y 2v

k
2) ,

(X{ k - X 3 , Yϖk - Y 3
1 , Yϖk

2 - Y 3
2 )〉. (10)

注意到 v h (k ) (X{ k , Yϖk
h (k) , ∃ k

h (k ) ) = 0且 v k
h (k )为凸函数时,

有

- v k
h (k) =

v h (k) (X{ k , Yϖk
h (k) , ∃ k

h (k) ) - v h (k) (X k , Y k
h (k ) , ∃ k

h (k) ) ≥

〈5X v k
h (k ) , c1 (k ) 5Y 1v

k
1, c2 (k ) 5Y 2v

k
1) ,

(X{ k - X k , Yϖk
1 - Y k

1, Yϖk
2 - Y k

2)〉. (11)

由式 (9) 可得

〈(5X v k
h (k) , c1 (k ) 5Y 1v

k
h (k) , c2 (k ) 5Y 2v

k
h (k ) ) ,

(X{ k - X 3 , Yϖk - Y 3
1 , Yϖk

2 - Y 3
2 )〉=

r‖ (5k
X h (k) , c1 (k ) 5Y 1v

k
1, c2 (k ) 5Y 2v

k
2)‖. (12)

由式 (11) , (12) 可得

‖ (X k+ 1, Y k+ 1
1 , Y k+ 1

2 ) - (X 3 , Y 3
1 , Y 3

2 )‖2 ≤

‖ (X k - X 3 , Y k
1 - Y 3

1 , Y k
2 - Y 3

2 )‖2 -

(v k
h (k) + r‖ (5X v k

h (k) , c1 (k ) 5Y 1v
k
1, c2 (k ) 5Y 2v

k
2)‖) 2

‖ (5X v k
h (k) , c1 (k ) 5Y 1v

k
1, c2 (k ) 5Y 2v

k
2)‖2 ≤

‖ (X k - X 3 , Y k
1 - Y 3

1 , Y k
2 - Y 3

2 )‖2 - r2.

　　由上可知,经过 n = ‖ (X 0 - X 3 , Y 0
1 - Y 3

1 , Y 0
2

- Y 3
2 )‖2ör2 次迭代,必将收敛到球B r 内的某个可

行解.

由假设 2,不妨令 P r{V i (X , Y i, ∃ ) > 0, i∈M }

≥ p 在k 0次循环中, v k
h (k ) > 0的次数和为L k0 ,显然对

于任意 Ε> 0,由Chernoff Bound 引理[8 ] ,有

P r{L L 0ök 0 - p ≥- Ε}≥

P r{ûL k0ök 0 - p û ≤ Ε}≥ 1 - ∆,

其中　　　　　∆≤ e- 2Ε2k0.

因此有

P r{L k0 ≥ (p - Ε) k 0}≥ 1 - ∆.
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　　令　　　　Ε= p - nök 0 > 0,

可得　　　　　P r{L k0 ≥ n}≥ 1 - ∆.

因此随循环次数 k 0 的增加算法依概率收敛到某可

行解. □

注 2　若待求解问题有可行解, 则最多经过 n

次迭代后算法可找到可行解. 实际应用中, (X 3 ,

Y 3
1 , Y 3

2 ) 及 r无法预知,所以最大迭代次数 n无法确

定,只知道算法得到可行解的概率随迭代次数增加

而增大. 一般情况下,算法给出的一组迭代值可通过

代入边界不等式验证是否为可行解.

注 3　在梯度算法中, 计算过程使用 3 个矩阵

不等式为一组进行迭代. 需要指出,上述分组并非唯

一,也可每步只利用两个矩阵不等式一组进行迭代,

同样可收敛到可行解. 具体如下:

Step1　同上;

Step2　同上;

Step3　1) 当 v k
h (k) > 0时,进行迭代

X k+ 1 = [x k - Λk 5X v k
h (k ) ]+ ,

Y k+ 1
i = Y k

i - ci (k ) Λk 5Y i
v k

h (k ) , i∈M ;

　　当 v k
h (k ) ≤ 0时,进行迭代

X k+ 1 = X k , Y k+ 1
i = Y k

i , i∈M .

　　2) k = k + 1; 当 k ≥ k 0 时停止迭代, 否则转

Step 2继续. 其中 v k
h (k) , Λk 定义同上文,

h (k ) =
k m od 2N , (k mod N ) ≠ 0;

2N , (k mod N ) = 0;
　

ci (k ) =
1, h (k ) = 2i或 2i - 1;

0, 其他;

5X v k
2i- 1 =

[V k
2i- 1 ]+ A i (∃) + A T

i (∃) [V k
2i- 1 ]+

v k
2i- 1

,

5Y i
v k

2i- 1 =
2B T

i (∃ k ) [V k
2i- 1 ]+

v k
2i- 1

,

5X v k
2i = -

[V k
2i ]+

v k
2i

, 5Y i
v k

2i =
Y k

i [V k
2i ]+

v k
2i

;

v k
2i- 1 = ‖[V k

2i- 1 ]+ ‖,

v 2i (X k , Y k
i ) = ‖[V k

2i ]+ ‖,

V k
2i- 1 = X kA T

i (∃k ) + A i (∃ k )X k +

　 　 　B i (∃k ) Y k
i + Y kT

i B T
i (∃ k ).

4　数值例子
　　考虑切换系统 (1) , 各参数如下:

A 1 =

- 0. 4 - 0. 2 - 0. 1

- 0. 2 0. 35 0. 25

0. 2 0. 21 - 0. 3

,

B 1 = B 2 =

1

1

1

,

A 2 =

- 0. 274 1 0 0. 22

0. 247 4 0. 271 0 0. 17

0. 2 0. 1 - 0. 5

,

8 ∃A 1 ∈

(- 0. 48, - 0. 32) (- 0. 24, - 0. 16) (- 0. 12, - 0. 08)

0 (0. 28, 0. 42) (0. 2, 0. 3)

0 0 (- 0. 36, - 0. 24)

,

8 ∃B 1 = 8 ∃B 2 =

(0. 95, 1. 1)

(0. 95, 1. 1)

(1, 1. 09)

,

8 ∃A 2 ∈

(- 0. 288, - 0. 260) (0, 0) (- 0. 209, - 0. 231)

0 (0. 258, 0. 285) (0. 162, 0. 179)

0 0 (- 0. 525, - 0. 475)

,

参数不确定服从均匀分布. 初始状态分别为 x 0 =

[ 1. 1　0. 33　0. 25 ]T ,使用文中算法可得

P =

1. 181 0 - 1. 063 2 - 0. 569 9

- 1. 063 2 3. 909 7 1. 066 1

- 0. 569 9 1. 066 1 1. 165 0

,

F 1 = [ 0. 581 9　 - 1. 520 1　 - 0. 568 3 ],

F 2 = [ 0. 407 6　 - 1. 856 3　 - 0. 410 0 ].

　　切换规则为:初始时刻子系统 2作用,此后每隔

0. 5 s切换至另一个子系统.

上述规则作用下的响应曲线及运动轨迹分别如

图 1和图 2所示. 可以看出,从 x 0∈ 5 时出发的轨迹
在椭球 5 中运动并逐渐收敛到原点.

图 1　初始状态为 x0时切换系统响应曲线

图 2　切换系统轨迹及不变集

(下转第1311页)
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制律. 进一步可利用M atlab 软件LM I工具箱求得奇

异系统的最优H ∞控制律. 本文的结果容易推广到

输出方程存在不确定的情形.
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5　结　　语
　　采用公共李雅普诺夫函数方法研究了输入存在

饱和特性时参数不确定性切换系统的状态反馈镇

定,构造了随机梯度算法用于求解反馈控制律. 该

算法依概率收敛到某个可行解. 需要说明的是,设计

饱和控制器时,若想获得较大的不变集,则不变集可

能包含部分饱和区,待解不等式会变为非凸,此时饱

和控制器的设计问题有待进一步研究.
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