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摘　要: 结合相空间重构理论和统计学习理论, 实现混沌时间序列的多步预测. 采用微熵率法求得最优嵌入维数和

时延参数, 重构系统相空间, 用最小二乘支持向量机建立混沌时间序列的多步预测模型, 并与径向基函数网络预测模

型比较. 结果表明, 所建立的模型能够捕捉到原混沌系统的动力学特征. 前者的归一化均方根预测误差远小于径向基

函数网络预测模型的预测误差, 泛化能力较强, 其预测效果较好.
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Abstract: Based on the phase space reconstruction theo ry and the sta t ist ical learn ing theo ry, m ult i2step p redict ions

of chao tic t im e series are p resen ted. T he op tim al em bedding dim ension and delay tim e are ob tained w ith the

differen tia l en tropy ratio m ethod. In the reconstructed phase space, the m ult i2step p redict ing model of chao tic t im e

series is estab lished w ith the least squares suppo rt vecto r m ach ines (L SSVM model) and compared w ith the radial

basis function netw o rk p redict ing model (RBF model). T he resu lts show that the p ropo sed models can cap tu re the

dynam ics of the chao tic system s. T he no rm alized roo t m ean square erro r of the L SSVM model is far less than that of

the RBF model.
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1　引　　言
　　许多实际问题, 如大气污染物浓度和气象气候、

电力系统负荷、心脑电图、水文等数据, 几乎是非平

稳和非线性的, 大多数传统时间序列模型 (如A R ,

A RM A ,A R IM A 等线性模型)在这些问题上的应用

受到了极大的限制. 非线性时间序列预测方法自 20

世纪80 年代中期开始发展, 近年来得到了更深入的

研究和更广泛的应用. 目前, 在重构的相空间中, 逼

近现在状态和未来状态之间的映射关系除了用多项

式外, 国内外较为常用的数值技术是神经网络拟合.

但是, 由于神经网络模型的结构较复杂并难以选择,

需要估计的参数多, 以致其对数据过学习 (即泛化)

能力不够, 预测精度不高. 基于统计学习理论的支持

向量机方法 (SVM ) [1 ]根据结构风险最小化原则, 最

大程度地提高其泛化能力, 且其算法的局部最优解

就是全局最优解. 该方法现已在模式识别、信号处



理、函数估计等领域得到了应用, 但用于混沌时间序

列预测方面的研究相对较少[2 ]. 近年, Suyken s 提出

了最小二乘支持向量机 (L S2SVM ) [3 ] , 并在混沌时

间序列预测中得到应用[4 ]. 但在实际运用中, 重构相

空间所需的最优嵌入参数的重要性却经常被忽视,

甚至有研究者认为在嵌入维数未知时也能取得比较

好的预测效果[4 ] , 而这是违背 T aken s 定理的, 因为

现实的时间序列几乎是不光滑的.

因此, 本文先估计最优嵌入维数m 和时延参数

Σ, 重构混沌时间序列的相空间来近似原系统状态空

间, 用最小二乘支持向量机方法拟合系统演化的轨

道, 建立混沌时间序列的多步预测模型. 该模型不仅

对模拟的混沌系统的预测性能非常好, 而且对含有

噪声的混沌数据具有较好的鲁棒性, 能作出较好的

多步预测.

2　 预测方法
2. 1　最优嵌入维数m opt 和时延参数 Σopt

重构相空间的关键之一是确定时延参数 Σ. 对

于实际问题, 已有很多选取 Σ的方法, 常用的有自相

关函数法和互信息量法. 重构相空间另一关键是确

定嵌入维数m , 较常用的是计算“相关维”的方法.

对于给定的时间序列, 应该存在一个最优的m

和 Σ[5, 6 ]. 如果 Σ太小, 则不能覆盖捕捉信号的动力学

需要的最小时间距,m 将变得相当大; 相反, 如果 Σ
大于最佳值, 作为结果的模型的性质变得太离散, 会

导致捕捉不到信号的动力学性质. Gau tam a 等人[7 ]

提出一个基于样本时间序列及其替代数据[8 ] 的相

空间的微熵率方法, 同步确定 Σ和m . 该方法主要的

优点是用一个简单的测度同时优化m 和 Σ, 避免了

互信息量法和错误近邻法的不一致性. 该方法的物

理意义明显, 实际效果较好, 故用此方法估计这两个

嵌入参数的最优值, 即m op t 和 Σop t.

给定信号 x ( t) ( t = 1, 2, ⋯,N ) 的N s 个替代数

据 x s, i ( t) , i = 1, ⋯,N , 定义熵率 (ER ) [7 ] 为

R en t (m , Σ) = I (m , Σ) +
m ln n

n
. (1)

其中: n 是延迟矢量数; I (m , Σ) 为

I (m , Σ) = H (x ,m , Σ) ö〈H (x s, i,m , Σ〉i,

而微商H (x ) = ∑
N

j = 1

ln (N Θj ) + ln2 + C E ,N 是数据

长度, Θj 是第 j 个延迟矢量与其最近邻点之间的欧

氏距离, 欧拉常数 C E≈ 0. 577 2. 熵率图上的最小

值在m 和Σ轴上分别对应m op t 和Σop t. 然后, 重构相空

间

X ( t) = {x ( t) , x ( t + Σop t) , ⋯,

x ( t + (m op t - 1) Σop t) }. (2)

2. 2　最小二乘支持向量机[3 ]

设训练集S = { (x k , y k ) ûk = 1, 2, ⋯,N }, 其中:

x k ∈R n , y k ∈ R 分别为输入和输出数据. 原始空间

中的优化问题及其约束条件为

m in
w , b, e

J (w , e) =
1
2

w Tw + C∑
N

i= 1
e2

i ,

s. t. y (x ) = w T Υ(x i) + b + ei,

i = 1, 2, ⋯,N . (3)

其中: ei 表示误差,w 为权重, Υ(õ) 为非线性映射函

数, b 为偏差. 引入L agrange 乘子 Αi, 得到

L (w , b, e; Α) = J (w , e) - ∑
N

i= 1
Αi{w T Υ(x i) +

b + ei - y i}. (4)

根据 KKT 条件可得到

5L
5w = 0 →w = ∑

N

i= 1
ΑiΥ(x i) ,

5L
5b

= 0 →∑
N

i= 1
Αi = 0,

5L
5ei

= 0 → Αi = C ei,

5L
5Αi

= 0 →w T Υ(x i) + b + ei - y i = 0,

i = 1, 2, ⋯,N . (5)

消元去掉 ei 和w , 得到如下的线性方程组:

0 1
→

T

1
→

K (x i, x j ) + C - 1 I

b

Α
=

0

y
. (6)

其中: y = [y 1, y 2, ⋯, y N ]T , Α= [Α1, Α2, ⋯, ΑN ]T , 1
→

=

[ 1, 1, ⋯, 1 ]T , K (x , x i) 为满足M ercer 条件的核函

数. 解上式得最小二乘向量机回归模型如下:

y (x ) = ∑
N

i= 1
ΑiK (x , x i) + b. (7)

　　此外, 选择归一化均方根误差 (N RM SE) 作为

评价模型预测效果的判据, 其表达式如下:

N RM SE = 1
N - 1∑

N

i= 1

(O i, p re - O i, obs) 2 S obs.

(8)

式中: O i, p re 和O i, obs 分别为预测值和实测值, S obs 为实

测值的标准差,N 为预测步数.

3　 预测实例
　　 用于本次预测实验的典型混沌时间序列有两

组: 一是L o renz 方程

xα= - Ρx + Ρy ,

yα= - x z + rx - y ,

zα= x y - bz ,

Ρ = 10, r = 28, b = 8ö3. (9)
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取初始值为 (0. 005, 0. 01, 0. 8) , 积分步长为 0. 1, 用

龙格 - 库塔方法积分得到 102 048 个 x 的离散数

据, 略去前面 10 000 个暂态数据, 而最后 2 048 个数

据用于预测实验. 二是圣达非激光数据 (San ta Fe

L aser da ta) , 该数据是混沌状态下远红外激光的测

量值, 信噪比为 300 dB [10 ].

图 1 为这两组数据的熵率图, 熵率的最小值用

★表示. 第 1 组和第 2 组数据的m op t 和 Σop t 分别为

(5, 1) 和 (5, 7). 按式 (2) 构造输入集和目标集, 对于

第 1 组数据, 前 1 640 个数据用于训练, 后 408 个数

据用于多步预测检验; 对于第 2 组数据, 前 810 个数

据用于训练, 后 190 个数据用于多步预测检验. 作一

个 P 步预测有两种方法: 一是直接法, 即每次在实测

的基础上直接向前预测 P 步; 二是迭代法, 即每次只

向前预测一步, 但每步都用新得到的预测值而不是

实测值来继续下一步的预测. 众多的研究结果表明

迭代法远远优于直接法[9 ] , 本文采用迭代法实现模

型的多步预测.

(a)　L o renz 时间序列

(b)　Santa Fe L aser 数据

图 1　 微熵率

所用的核函数为径向基核函数, 即

K (x , x i) = exp (- ‖x k - x i‖2) ö2Ρ2, (10)

其中 Ρ为核函数的超参数. 对训练集和相应的目标

集进行归一化[ 0, 1 ] 处理后, 随机分为 10 组, 通过交

叉检验选取 Ρ和正则化参数Χ[11 ] , 得到第 1 和第 2 组

的 Ρ和Χ分别为{1 750, 0. 2} 和{15, 0. 095 8}; 然后,

把训练集和相应的目标集输入式 (7) 得到模型参数

Αi 和 b; 最后, 用剩余的训练集和目标集进行预测检

验.

为便于比较, 本文采用径向基函数为高斯核函

数、核函数中心和方差都是自适应的径向基函数网

络软件包 ( h t tp: ööida. first. f raunhofer. deö～

raetschö) 建立具有相同嵌入参数的预测模型. 该模

型的隐层节点数为数据总数的 1ö10, 调节参数为

1e210, 优化迭代次数为 10, 所有参数都经过多次实

验比较得到.

用这两种预测模型分别对第 1 组和第 2 组数据

作了 P = 1～ 24 的预测. 一般而言, 随着 P 增大, 预

测误差也将增大. 直观上看, 两种模型均能较好地作

出多步预测. 注意到P 较小时, 这两种模型的预测结

果都与原始值相当吻合, 但当 P 逐渐增大时, RBF

网络预测模型的预测结果在某些时刻出现较大偏

差. 这是因为基于启发式学习的神经网络存在过学

习 (即泛化) 能力不够, 预测精度不高等缺点. 这种

(a)　Lo renz 时间序列的L SSVM 模型预测误差

(b)　L o renz 时间序列的RBF 模型预测误差

(c)　San ta Fe L aser 数据的L SSVM

　 和RBF 模型预测误差

图 2　 两种预测模型的 NRM SE 分布柱状图
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现象随着 P 的增大, 表现越明显. 相比之下, 基于统

计学习理论的L SSVM 预测模型克服了神经网络的

上述缺点. 但这两者的差别在第 2 组的预测中没有

明显表现出来. 这是因为该数据本身是含有噪声, 而

噪声对预测结果的影响有可能掩盖了模型之间的上

述差异. 尽管如此,L SSVM 预测模型的预测结果与

原始值吻合程度较RBF 网络模型好.

图 2 为第 1 和第 2 组数据的两种预测模型 P =

1～ 24 的N RM SE 分布柱状图. 对于Lo renz 时间序

列, 随着P 增大, 这两种模型的N RM SE 将呈指数形

式增大, 分别可用N RM SE = 0. 000 062 04 e (1. 714P )

和N RM SE = 0. 001 708 e (1. 393P ) 表达, 这在Α= 0. 05

显著性水平下是高度显著的, 它们的复相关系数分

别达到 0. 966 6 和 0. 976 7. 这种误差增长的方式恰

好是混沌系统最重要的特征之一. 这说明所估计的

最优嵌入参数是合理的, 基于重构的相空间所建立

的模型能够捕捉到Lo renz 混沌系统内在的动力学

特性. 注意到图 2 (a) 和 2 (b) 纵坐标的值以及上述

两个预测误差增长的表达式, 可以发现L SSVM 预

测模型的N RM SE 比RBF 网络预测模型的N RM SE

小 1～ 2 个量级.

对于含有噪声的 San ta Fe L aser 数据 (图

2 (c) ) , 随着 P 增大, 这两种模型的N RM SE 呈指数

形式增大不明显. 这是因为噪声的缘故, 在一定程度

上, 噪声一方面影响了最优嵌入参数的估计, 另一方

面直接影响了预测模型的预测精度. 但有一点很明

显,L SSVM 预测模型的N RM SE 比RBF 网络预测

模型的N RM SE 小得多, 而且这种差异随 P 的增大

愈明显, 如当 P ≥ 22 时,L SSVM 预测模型的

N RM SE 比RBF 网络预测模型的N RM SE 小 1 个量

级.

4　 结　　语
　　对于给定的混沌时间序列, 用最优嵌入参数m

和Σ重构原混沌系统的的相空间来近似原系统状态

空间, 并在该相空间中, 用最小二乘支持向量机

(L SSVM ) 建立多步预测模型. 结果表明, 将相空间

重构理论和统计学习理论结合起来所建立的预测模

型能够捕捉到原混沌系统的动力学特征. L SSVM

预测模型的鲁棒性较强, 其预测性能远远优于常用

的RBF 网络预测模型. 这对进一步解决实际问题

(如大气污染物浓度、气象气候数据和水文等混沌时

间序列的分析及其提前多步预测预报) 具有很好的

应用前景.
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