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基于面板数据的灰色曲率关联模型

吴鸿华†, 屈忠锋
(济南大学数学科学学院，济南 250022)

摘 要: 对于面板数据,首先将面板数据投射为时间维度离散曲线和指标维度离散曲线;然后,基于离散曲率思想
分别从时间维度和指标维度构建时间维度和指标维度关联系数公式,并以此构建面板数据灰色曲率关联模型,新
的模型具有规范性、对称性、相似性、平移不变性等性质;最后通过与已有模型的对比和实例分析新的模型的合理
性,结果表明,新的关联度能较好地反应面板数据的相关程度.
关键词: 关联度；灰色系统；曲率；面板数据；离散曲线
中图分类号: TP941.5 文献标志码: A

The grey curvature incidence model based on panel data
WU Hong-hua†, QU Zhong-feng

(School of Mathematical Sciences，University of Jinan，Jinan 250022，China)

Abstract: The panel data is projected to the time dimension discrete curves and the index dimension discrete curves.
Then, based on the thinking of discrete curvature, the incidence coefficient formulas of the time dimension and index
dimension are respectively constructed. The grey curvature incidence model is constructed. The properties of the model,
e.g., normalization, symmetry, similarity and translation invariance, are also satisfied. Finally, the comparison to some
existing models and an example are given to illustrate the rationality of the proposed model, and the results show that the
proposed model can better reflect incidence degree of panel data.
Keywords: degree of incidence；grey system；curvature；panel data；discrete curve

0 引

灰色系统主要研究“少数据”“贫信息”问题,现
已广泛应用于经济、农业、工业、生物等领域.灰色关
联分析是灰色系统理论的重要组成部分,是灰色系统
建模、灰色决策以及灰色控制模型的基础.自Deng[1]

提出灰色关联分析理论以来,众多学者参与研究并相
继构造了大量灰色关联模型,如:灰熵关联度[2]、欧几

里德关联度[3]、T型关联度[4]、B型关联度[5]、斜率关

联度[6]、绝对关联度、相对关联度和广义关联度[7]等.
上述关联度公式研究对象为一维时间序列.目

前,关于面板数据灰色关联分析的研究仍处于起步阶
段.文献 [8]基于三维空间距离构造出三维对象的灰
色关联分析模型,弥补了灰色关联理论在面板数据中
的空白;文献 [9]将灰关联分析与谱聚类结合,利用序
列的均衡接近度描述数据点的相似程度;文献 [10]将
面板数据表征为时空特征的“水平”距离、“增量”

距离和“变异”距离,以此构建了灰色关联模型;文献

[11]将面板数据投射为空间网格,利用线段在空间中
的斜率构建了面板数据的关联模型；文献[12]基于空
间向量的夹角和投影分别建立了面板数据的相似性

和接近性关联度模型;文献 [13]基于B型关联度构建
了面板数据的灰色B型关联度公式;文献 [14]在二维
灰色凸关联度的基础上提出了三维面板数据的凸关

联度模型.针对面板数据,上述研究从不同角度构建
了关联模型,在一定程度上丰富了面板数据灰色关联
分析理论.文献 [14]利用黑塞矩阵定义了凸度,即曲
线的弯曲方向,但是未能很好刻画曲线的弯曲程度.
鉴于此,本文引入曲线曲率思想.曲率刻画了曲

线的弯曲程度,能够很好地反映曲线的几何特征.另
外,该度量还有其他优良性质,如关联系数与曲线的
空间位置无关等.为此,将面板数据投射为时间维度
离散曲线和指标维度离散曲线,分别计算他们各点离
散曲率,以此构建关联系数公式,最终得到灰色曲率
关联度公式.通过对比分析,新的关联度公式能够很
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好地反映面板数据的相关程度.最后,将新的关联度
公式应用于济南市7区的空气质量评价分析,结果表
明,新的关联度能较好地反映面板数据的关联程度.

1 相关知

面板数据包括指标截面数据和时间信息,同时
具有时间维度和指标维度.文献 [15-16]采用三维表
描述面板数据.为了描述面板数据的几何特征,文献
[17]将面板数据对应为m× n矩阵.

定义1 [17] 样本 i关于指标s在时间 t的数值为

xi(s, t),称

Xi =


xi(1, 1) xi(1, 2) . . . xi(1, n)

xi(2, 1) xi(2, 2) . . . xi(2, n)
...

...
. . .

...
xi(m, 1) xi(m, 2) . . . xi(m,n)


为样本 i的行为矩阵,面板数据序列X = (X1, X2,

. . . , XN )称为样本序列.
样本 i的行为矩阵可简记为Xi = (xi(s, t))m×n.

为了进一步刻画面板数据的几何特征,将面板数据分
别投射为时间维度离散曲线和指标维度离散曲线.

定义2 设样本 i的行为矩阵Xi=(xi(s, t))m×n,
记

Xis = ((1, xi(s, 1)), (2, xi(s, 2)), . . . , (n, xi(s, n))),

s = 1, 2, . . . ,m,

Xis称为面板数据Xi关于指标s的时间维度离散曲

线.
定义3 设样本 i的行为矩阵Xi=(xi(s, t))m×n,

记

X̂it = ((1, xi(1, t)), (2, xi(2, t)), · · · , (m,xi(m, t))),

t = 1, 2, . . . , n.

X̂it称为样本Xi关于时刻t的指标维度离散曲线.
定义4 设样本i的行为矩阵Xi=(xi(s, t))m×n,

Xis、X̂it分别为样本i的时间维度和指标维度离散曲

线,记

(xi(s, t))
′
t = xi(s, t)− xi(s, t− 1),

(xi(s, t))
′
s = xi(s, t)− xi(s− 1, t),

(xi(s, t))
′′
tt = xi(s, t+ 1) + xi(s, t− 1)− 2xi(s, t),

(xi(s, t))
′′
ss = xi(s+ 1, t) + xi(s− 1, t)− 2xi(s, t).

(xi(s, t))
′
t、(xi(s, t))

′
s分别称为样本Xi在点(s, t)处关

于时间和指标的一阶差分. (xi(s, t))
′′
tt、(xi(s, t))

′′
ss分

别称为样本Xi在点 (s, t)处关于时间和指标的二阶

差分.
定义5 设样本i的行为矩阵Xi=(xi(s, t))m×n,

Xis为样本i的时间维度离散曲线,记

Kis(t) =



(xi(s, t))
′′
tt

(1 + (xi(s, t))
′
t

2
)3/2

, xi(s, t) > x̄i(s, t);

−
(xi(s, t))

′′
tt

(1 + (xi(s, t))
′
t

2
)3/2

, xi(s, t) < x̄i(s, t);

0, xi(s, t) = x̄i(s, t).

其中: x̄i(s, t) =
1

2
(xi(s, t + 1) + xi(s, t − 1)),Kis(t)

称为样本Xi在点(s, t)关于时间维度的离散曲率.
|Kis(t)|值越大,表明曲线在时间维度的弯曲程

度越大,反之越小.若Kis(t) > 0,则曲线的弯曲方向
向上;若Kis(t)< 0,则曲线的弯曲方向向下;若Kis(t)

= 0,则曲线退化为直线.
定义6 设样本i的行为矩阵Xi=(xi(s, t))m×n,

X̂it为样本i的指标维度离散曲线,记

K̂it(s) =



(xi(s, t))
′′
ss

(1 + (xi(s, t))
′
s

2
)3/2

, xi(s, t) > x̃i(s, t);

−
(xi(s, t))

′′
ss

(1 + (xi(s, t))
′
s

2
)3/2

, xi(s, t) < x̃i(s, t);

0, xi(s, t) = x̃i(s, t).

其中: x̃i(s, t) =
1

2
(xi(s + 1, t) + xi(s − 1, t)), K̂it(s)

称为样本Xi在点(s, t)关于指标维度的离散曲率.
同理, |K̂it(s)|值越大,表明曲线在指标维度的弯

曲程度越大,反之越小.若K̂it(s) > 0,则曲线的弯曲
方向向上;若K̂it(s) < 0,则曲线的弯曲方向向下;若
K̂it(s) = 0,则曲线退化为直线.
定义7 设面板数据样本序列X = (X1, X2, . . . ,

XN ),其中Xi = (xi(s, t))m×n.记

Ms = max
1⩽i⩽N ;1⩽t⩽n

{xi(s, t)},

ms = min
1⩽i⩽N ;1⩽t⩽n

{xi(s, t)},

XiD = (xi(s, t)d).

1)如果数据为成本型,则有

xi(s, t)d =
Ms − xi(s, t)

Ms −ms
;

2)如果数据为效益型,则有

xi(s, t)d =
xi(s, t)−ms

Ms −ms
;

3)如果数据为居中型,则有

xi(s, t)d =
2(xi(s, t)−ms)

Ms −ms
, ms ⩽ xi(s, t) ⩽

Ms −ms

2
;

2(Ms − xi(s, t))

Ms −ms
,
Ms −ms

2
< xi(s, t) ⩽ Ms.

其中D称为极差变换算子.
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原始数据经过极差变换算子的处理,消除了量
纲量级对模型的影响,转换为标准值,且xi(s, t)d ∈
[0, 1].

2 灰色曲率关联度

关联分析通过计算关联度反映两个序列之间的

相关程度,为了能够正确度量这种相关性,必须最大
程度地反应序列之间的实际关系.对于面板数据,从
相似性角度看,空间曲线曲率的差异反应了他们在不
同维度上相关程度的大小,即曲率值越接近,相关性
越好,反之越差.所以可以利用曲率刻画面板数据的
相关程度大小.
定义8 (时间维度关联系数) 设X = (X1, X2,

. . . , XN )为样本序列,Kis(t)、Kjs(t)分别为样本Xi

和Xj在点(s, t)关于时间维度的离散曲率.记

ρij(s, t) =
1

1 + |Kis(t)−Kjs(t)|
,

ρij(s, t)称为样本Xi和Xj在点(s, t)关于时间维度关

联系数.
定义9 (指标维度关联系数) 设X = (X1, X2,

. . . , XN )为样本序列, K̂it(s)、K̂jt(s)分别为样本Xi

和Xj在点(s, t)关于指标维度的离散曲率.记

σij(s, t) =
1

1 + |K̂it(s)− K̂jt(s)|
,

σij(s, t)称为样本Xi和Xj在点 (s, t)关于指标维度

关联系数.
定义 10 (时间维度关联度) 设X = (X1, X2,

. . . , XN )为样本序列, ρij(s, t)为样本Xi和Xj在点

(s, t)关于时间维度关联系数.记

ρij =
1

m

1

n− 2

m∑
s=1

n−1∑
t=2

ρij(s, t),

ρij称为样本Xi和Xj的时间维度关联度.
定义 11 (指标维度关联度) 设X = (X1, X2,

. . . , XN )为样本序列,σij(s, t)为样本Xi和Xj在点

(s, t)关于指标维度关联系数.记

σij =
1

m− 2

1

n

m−1∑
s=2

n∑
t=1

σij(s, t),

σij称为样本Xi和Xj的指标维度关联度.
上述关联度从不同维度刻画了面板数据的相关

程度.为了整体刻画面板数据的相关性的大小,将时
间维度关联度和指标维度关联度加权得到灰色曲率

关联度.
定义 12 (灰色曲率关联度) 设X = (X1, X2,

. . . , XN )为样本序列, ρij和σij分别为样本Xi和Xj

时间维度关联度和指标维度关联度.记

εij = αρij + βσij ,

其中α > 0, β > 0, α+ β = 1, εij(s, t)称为样本Xi和

Xj的灰色曲率关联度.
一般情况下,α、β取值1/2,即α = β = 1/2.
定理1 基于面板数据的灰色曲率关联度满足

灰色关联公理.
证明 1)规范性.显然0 < εij ,对于时间维度关

联度,由于 |Kis(t)−Kjs(t)| ⩾ 0,有
1

1 + |Kis(t)−Kjs(t)|
⩽ 1,

即ρij(s, t) ⩽ 1,则有ρij ⩽ 1.同理,对于指标维度关
联度,σij ⩽ 1,所以0 < αρij+βσij ⩽ 1(α > 0, β > 0,

α+ β = 1),满足规范性公理.
2) 接近性.由两面板数据在点 (s, t)处关于时间

维度和指标维度关联系数公式可以得到,当他们关于
时间维度和指标维度的离散曲率越接近,相应的关联
系数越大,从而灰色曲率关联度越大,满足接近性公
理. 2
定理2 基于面板数据的灰色曲率关联模型具

有如下性质: 1) 0 < εij ⩽ 1; 2) 对称性 εij = εji;
3) εii = 1; 4) εij与空间位置无关,仅与离散曲线
的离散曲率值有关; 5)相似性,两面板数据的形状
越相似, εij越接近于1; 6)平移不变性,若x′

i(s, t) =

xi(s, t) + c, x′
j(s, t) = xj(s, t) + c,其中c为常数,则

ε′ij = εij .
证明 由定理 1和关联系数公式易得性质 1)∼

性质 5)成立,下面证明性质 6).对于时间维度,设ρ′ij

为X ′
i与X ′

j的时间维度关联度, ρij为Xi与Xj的时间

维度关联度,由于x′
i(s, t) = xi(s, t) + c, x′

j(s, t) =

xj(s, t)+c,又(x′
i(s, t))

′
t = (xi(s, t)+c)−(xi(s, t−1)+

c) = xi(s, t)− xi(s, t− 1) = (xi(s, t))
′
t, (x′

i(s, t))
′
tt =

(xi(s, t+1)+ c)+(xi(s, t−1)+ c)−2(xi(s, t)+ c) =

xi(s, t+1)+xi(s, t−1)−2xi(s, t) = (xi(s, t))
′
tt,所以

K ′
is(t) = Kis(t),即ρ′ij(s, t) = ρij(s, t), ρ′ij = ρij .同
理可得σ′

ij = σij ,所以ε
′

ij = εij . 2
3 比较分析

已知4组面板数据X0、X1、X2、X3,行为指标维
度,列为时间维度,具体如下:

X0 =


1.2 1.5 1.8 2.1

1.4 2 2.2 2.3

1.8 2.1 2.5 2.9

2 2.3 2.7 3.5

 , X1 =


1.5 1.1 1 0.7

1.3 1 0.6 0.5

0.9 0.8 0.4 0.3

0.5 0.4 0.1 0.1

 ,

X2 =


1.4 1.9 2.1 2.4

1.6 2.3 2.5 2.8

1.9 2.5 2.8 3.2

2.3 2.9 3.1 3.5

 , X3 =


1 1.8 1.6 2

1.2 2.3 3 3.2

1.9 2.4 2.2 3.3

1.7 2.2 2.8 4.3

 .
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图 1 各组面板数据的三维曲线

其中:X0为特征样本矩阵,X1、X2、X3为行为样本矩

阵.利用灰色曲率关联度公式计算得到ε01 = 0.666,

ε02 =0.764, ε03 =0.727,则关联序为ε02 ≻ ε03 ≻ ε01.
将各组面板数据投射为空间曲线,得到空间三维曲线
如图1所示.
由图1可见, 4组面板数据无论是时间维度还是

指标维度,面板数据X0与X1中的元素变化趋势均相

反,他们之间最不相似.面板数据X0、X2 、X3发展趋

势大致相似,但X3数据波动较大,所以面板数据X0

与X2发展趋势比X0与X3的趋势要接近.利用文献
[14]的关联度公式计算得到关联序为ε03 ≻ ε02 ≻ ε01,
由上述分析可知,该结果不符合实际情况.究其原因,
文献 [14]定义了凸度,能够反映空间曲线的弯曲方
向,但未能很好地反映曲线弯曲的程度,即针对X3数

据的波动情况,文献 [14]未能很好地体现.文献 [12-
13]结果也是ε02 ≻ ε03 ≻ ε01,由此可见,本文结果能
正确表明面板数据间的关系,说明基于面板数据的曲
率关联度模型较为客观、实用.

4 实例分析

为监测济南市大气环境质量状况,分别在历下区
(X1)、市中区 (X2)、高新区 (X3)、天桥区 (X4)、槐荫区
(X5)、历城区(X6)、长清区(X7)设置多个环境监测点,
同时设置一个对照子站跑马岭 (X0).主要监测可吸
入颗粒物 (s1)、细颗粒物 (s2)、二氧化硫 (s3)、二氧化
氮 (s4)、一氧化碳 (s5)和臭氧 (s6),其中指标s6的单位

为mg/m3,其他指标单位为µg/m3.数据来源于2015
∼ 2018年济南市环境质量简报,具体数据见表1.
由于各指标均为成本型指标,选择成本型极差变

换算子消除量纲量级的影响,由面板数据灰色曲率关
联度公式计算得到ε01 = 0.810, ε02 = 0.792, ε03 =

0.738, ε04 = 0.758, ε05 = 0.816, ε06 = 0.750, ε07 =

0.800.
根据灰色曲率关联度,得到关联序为ε05 ≻ ε01

≻ ε07 ≻ ε02 ≻ ε04 ≻ ε06 ≻ ε03.具体来看,近4年,济
南市7区的排序为:槐荫区、历下区、长清区、市中区、
天桥区、历城区、高新区.事实上,槐荫区、历下区、
长清区之间的区分不大,他们各有特色.槐荫区地处

表 1 2015∼ 2018年济南市主要污染物浓度情况

年度 s1 s2 s3 s4 s5 s6

X0

2015 95.0 60.0 49.0 20.0 1.7 196.0
2016 88.0 51.0 38.0 17.0 1.5 213.0
2017 81.0 44.0 22.0 17.0 1.0 172.0
2018 71.0 35.0 14.0 19.0 1.1 172.0

X1

2015 147.3 85.3 54.0 53.0 2.6 207.8
2016 134.2 71.4 40.6 47.2 2.2 196.2
2017 122.6 61.4 23.8 40.6 2.1 190.2
2018 104.6 48.2 16.6 42.0 1.7 192.8

X2

2015 148.5 79.5 43.0 46.5 2.5 181.5
2016 133.0 67.5 31.0 42.0 2.1 175.0
2017 121.5 58.0 19.0 37.5 1.8 171.5
2018 107.0 48.5 15.0 33.5 1.7 202.0

X3

2015 145.5 77.0 42.5 51.0 2.6 182.0
2016 149.0 66.5 33.0 49.0 2.1 168.0
2017 125.0 58.5 28.5 44.5 2.1 184.5
2018 111.5 51.0 14.0 47.5 1.7 195.5

X4

2015 167.0 97.0 56.5 61.0 2.7 179.5
2016 159.0 82.5 44.0 61.0 2.4 186.0
2017 138.0 68.5 26.5 57.5 2.3 176.5
2018 123.0 58.0 21.0 55.5 2.0 192.5

X5

2015 169.5 86.0 39.5 45.5 2.6 199.5
2016 152.0 77.0 39.0 45.5 2.6 197.0
2017 145.0 67.3 24.0 48.0 2.3 201.0
2018 123.7 56.3 18.7 46.3 1.8 208.7

X6

2015 161.5 87.0 55.3 47.0 2.9 199.0
2016 148.5 76.0 41.5 46.3 2.2 200.8
2017 117.7 59.7 28.0 43.3 2.2 202.0
2018 110.3 49.7 17.7 48.0 1.9 201.3

X7

2015 142.5 80.5 48.0 55.0 2.2 202.0
2016 127.0 70.5 41.5 48.5 2.1 204.0
2017 110.0 59.5 26.0 44.5 1.9 208.0
2018 103.0 52.5 19.0 37.0 1.7 222.5

济南中西部,拥有济南湿地公园,紧靠国家湿地公园,
对空气的改善起到积极作用;历下区位于市中心,为
重要的文化艺术中心,污染相对较少,空气质量较好;
长清区大部分位于郊区,有“八山一洼一平原”之称，
植被较多,对空气质量有较好的改善.所以这3个区
排名靠前符合实际情况.天桥区、历城区、高新区
排序相对靠后,天桥区作为老城区,拥有火车站、服
装城、化工厂等,不管是生活排放还是工业生产能源
消费相对较多;历城区拥有钢铁冶炼企业、热电厂
等,均对空气质量产生了较大影响;高新区作为一个
新建设城区,近几年基础设施建设较多,引进工厂、建
筑排放以及工业生产能源消费都较高.利用文献 [14]
得到市中区和高新区排名靠前,由上述分析可知,不
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符合实际情况.从这些来看,新的关联度得到的关联
序能够较好地反映实际情况.

5 结 论

本文基于离散曲线的离散曲率思想,构建了基于
面板数据的灰色曲率关联公式,将面板数据分别投射
为时间维度离散曲线和指标维度离散曲线.新的关
联度公式不仅考虑了离散曲线的弯曲方向,而且考虑
了曲线的弯曲程度,能够更好地反映面板数据的相关
程度.新的模型更符合实际情况,提高了实用性,并且
为研究面板数据型关联度提供了新的思路.
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