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受多随机噪声和多随机脉冲干扰的非线性系统稳定性分析
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摘 要: 针对一类受多有色噪声和多随机脉冲干扰的非线性系统 (其中系统连续动态中的多随机噪声包含乘性和
加性有色噪声且离散动态中多随机脉冲幅值的类型由一个齐次不可约非周期Markov链决定),分别提出概率意义
和矩意义下的噪声-状态稳定性、概率意义下的全局渐近稳定性、矩意义下的指数稳定性判据.在脉冲数量受模态
依赖平均脉冲区间约束下,首先基于乘性随机噪声的估计和Lyapunov函数方法,分别研究系统在矩意义下的噪声
到状态稳定性和指数稳定性判据;然后基于乘性随机噪声满足大数定律的假设和Lyapunov函数方法,分别给出系
统在概率意义下的噪声-状态稳定和全局渐近稳定的充分条件;最后通过仿真结果验证所提出稳定性判别准则的
有效性.
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Abstract: For a class of nonlinear systems disturbed by multiple random noises and multiple random impulses, where
the multiple random noises in continuous dynamics are composed of multiplicative and additive noises and the kind
of multiple random impulsive amplitudes in discrete dynamics are driven by the Markov chain, this paper proposes the
criteria of the noise-to-state stability in probability and in m-th moment, the global asymptotic stability in probability and
the exponential stability in m-th moment, respectively. When the impulsive number is constrained by the mode-dependent
average impulsive interval, firstly, the noise-to-state stability and exponential stability in m-th moment are investigated
based on the estimation of multiplicative random noise, respectively. Then, on the basis of the assumption that the
multiplicative random noise satisfies the law of large numbers, the sufficient conditions of the noise-to-state stability and
global asymptotic stability in probability are given, respectively. Finally, the effectiveness of the proposed stability criteria
is verified by the simulation results.
Keywords: multiple random noises；multiple random impulses；color noise；mode-dependent average impulsive interval；
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0
作为一类特殊的混合系统,脉冲系统由连续动

态和离散瞬时跳变组成,由于其可以描述跨学科领
域中许多复杂的工程问题,近年来受到广大学者的关
注[1-2].脉冲系统中脉冲行为的存在使其能够更准确

地解析系统,但也增加了系统分析的难度.由文献 [3]
可知,脉冲对系统性能的影响主要由脉冲时刻和脉冲
幅值造成,现有文献大部分研究的是确定性脉冲,即
脉冲时刻和脉冲幅值都是确定的[4-5],但是当脉冲作
为干扰作用到系统上时,往往会带有随机特性[6-7],其
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中脉冲幅值可以决定脉冲的稳定性,因此考虑多种随
机脉冲对于系统分析与综合影响具有重大意义.文
献[8]研究了带有多脉冲的时滞非线性系统的输入到
状态稳定判据,但没有考虑随机脉冲和随机干扰的影
响.
对于连续动态包含随机干扰的脉冲非线性系统,

如经济系统、生物系统、人口模型系统等,随机干扰经
常被建模为白噪声.在固定驻留时间的假设下,根据
Lyapunov函数方法,文献 [9]给出了随机脉冲非线性
系统的输入到状态稳定的判据.基于广义Lyapunov
函数方法,文献 [10]分析了随机脉冲切换系统的输入
状态稳定性和全局稳定性.在模态依赖平均脉冲区
间的约束下,文献 [11]根据向量Lyapunov函数方法研
究了随机脉冲切换时滞系统的随机全局渐近稳定性

问题,且在文献 [12]中,借助分布式事件触发脉冲控
制,研究了随机多智能体系统的领导-跟随均方一致
性问题.由于白噪声的功率谱密度为常数,均方值无
穷,即能量是无穷的,用其描述一些实际物理系统中
的随机干扰时可能会不恰当[13],研究人员常用能量
有限的二阶矩有色噪声过程描述物理系统中的随机

干扰[14].
当随机干扰被建模为有色噪声时,在平均脉冲区

间的约束下,随机脉冲系统和随机脉冲切换系统的噪
声到状态稳定、全局渐近稳定、指数稳定的判别准则

分别在文献 [15]和文献 [16]中被提出.当脉冲时刻随
机时,借助一致渐近稳定函数,文献 [17]在脉冲数量
服从泊松分布的假设下研究了带有Markov切换的随
机脉冲系统的全局渐近稳定性问题.文献 [18]在脉
冲数量由更新过程描述的情形下建立了随机脉冲系

统的噪声到状态稳定性判据.但上述文献所研究的
系统只含有单随机干扰 (乘性或者加性)和单随机脉
冲,对于受多有色噪声和多随机脉冲干扰的非线性系
统的各种稳定性目前还较少见报道.
多随机脉冲意味着脉冲的强度可能有多种情形,

甚至同时包含稳定和不稳定的情形.由于所有类型
的脉冲随机出现,需要考虑所有类型随机脉冲之间
的相互作用对系统稳定性的综合影响,而不是单一
脉冲的作用.受文献 [3,15]的启发,本文基于模态依
赖平均脉冲区间,在多随机脉冲的脉冲幅值类型由
Markov链驱动的假设下,分别给出矩意义下和概率
意义下的噪声到状态稳定性判据、概率意义下的全

局渐近稳定性判据以及矩意义下指数稳定性判据.
本文主要创新点如下:

1)在随机脉冲非线性系统的连续动态中包含乘

性和加性有色噪声,且离散动态中包含多种随机脉
冲.相比已有研究成果,本文系统更复杂[15],且更适
合描述受脉冲和随机干扰的实际物理系统[13-14].

2)本文一系列稳定性判据是在模态依赖平均脉
冲区间的假设下给出的,相比于常用的固定脉冲区
间[9-10]和平均脉冲区间[15]约束条件,模态依赖平均
脉冲区间限制的是单个模态在某个时间段内的脉冲

数量,条件相对较弱,且本文给出的稳定性判别条件
中没有限制系统的连续动态或离散动态的稳定性,因
此应用范围更广.

1 数学准备

符号介绍: C1为所有含一阶连续偏导数函数的

集合;对于函数V(x, t),V(x, t) ∈ C1,1(Rn × [t0,∞);

R+)表示V ∈ R+关于x ∈ Rn和t ∈ [t0,∞)是C1的;
Vt = ∂V(x, t)/∂t,Vx = ∂V(x, t)/∂x. a

∨
b表示a与

b中取大的. E 表示数学期望, P表示概率. α ∈ K表
示α是连续、严格递增且在原点为0;α ∈ K∞表示

α ∈ K 且当 t → ∞时α趋于无穷;β ∈ KL表示对于
每一个固定的 t,β(s, t)为一个K类函数,对于每一个
固定的s,β(s, t)关于t是递增的且 lim

t→∞
β(s, t) = 0.

考虑如下有色噪声干扰的随机脉冲系统:
ẋ(t) = fc(x(t), t) + hc(x(t), t)ξ2(t) +Dξ1(t),

t ̸= Tk, x(t0) = x0 ∈ Rn;

x(t) = gι(t)(x(t
−), t−), t = Tk, k ∈ N+.

(1)

其中脉冲时刻{Tk ∈ N+}是一个严格递增序列且满
足 lim

k→∞
Tk = ∞;系统状态x(t) : [t0,∞) → Rn且

x(T −
k ) = lim

t→T −
k

x(t);对于∀t = Tk和υ < ∞, ι(t) = j

只可以在有限区间Ψ = {1, 2, . . . , υ}内取值,它意味
着第 j类随机脉冲在时刻Tk发生;具有恰当维数的
非线性函数fc、hc和gj关于 t是按段连续的且关于

x是满足局部Lipschitz条件的,此外存在一个正定的
常数K0使得 |fc(0, t)|

∨
∥hc(0, t)∥

∨
|gj(0, t)| ⩽ K0

成立;D ∈ Rn×m为一个已知常数矩阵.随机过程
ξ1(t) ∈ Rm和ξ2(t) ∈ Rm满足如下假设.
假设1 定义在完备滤波空间 (Ω,F ,Ft,P)上

的Ft-适应随机过程ξ1(t)和ξ2(t)是相互独立的且具

有有限的二阶矩,即存在常数Θ > 0,使得

sup
t⩾t0

{E |ξ1(t)|2 ∨ E |ξ2(t)|2} ⩽ Θ2 <∞.

在假设1成立的条件下,根据文献 [15]可以得到
系统 (1)在 [t0,∞)上存在全局唯一解.为了分析多随
机脉冲的综合作用对系统性能的影响,给出如下假设
和(模态依赖)平均脉冲区间的定义.
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假设 2 在每一个脉冲时刻,随机脉冲幅值与
ξ1(t)和 ξ2(t)独立,且其类型由一个含有唯一平稳
分布ϖ = (ϖ1, ϖ2, . . . , ϖυ)的齐次不可约非周期

Markov链确定.
定义1 [3] 对于任意的 t1 ⩾ t0,令Nt1,j(t)为在

区间 [t1, t)上第 j类脉冲发生的次数,如果存在常数
Ta,j > 0和N0,j > 0,使得

−N0,j +
t− t1
Ta,j

⩽ Nt1,j(t) ⩽ N0,j +
t− t1
Ta,j

(2)

成立,则Ta,j称为模态依赖平均脉冲区间.

2 基于模态依赖平均脉冲区间的稳定性

借助模态依赖平均脉冲区间约束和Lyapunov函
数方法给出系统(1)的稳定性判据.

2.1 m阶矩意义下稳定性分析

受文献[15,17,19]启发,给出如下定义.
定义2 对于∀m > 0,如果存在常数b,λ > 0和

一类K函数γ使得对于任意t > t0和x0 ∈ Rn,有

E |x(t)|m ⩽ bxm0 e−λ(t−t0) + γ( sup
t0⩽s⩽t

{E |ξ1(s)|2}),

则称系统(1)是m阶矩噪声-状态稳定的(NSS-m-M).
定义3 若存在常数b > 0和λ > 0,使得对于任

意 t > t0和x0 ∈ Rn,有E |x(t)|m ⩽ b|x0|me−λ(t−t0)

成立,则称系统(1)是m阶矩指数稳定的(ES-m-M).
注1 上述两个定义是针对有色噪声干扰的随

机脉冲非线性系统提出的,虽然早期文献中有类似的
定义[15,19-20],但是所针对的系统是不同的.
假设3 对于任意给定的ε0 > 0和t2 > t1 ⩾ t0,

存在函数δ满足E {eε0
r t2
t1

|ξ2(s)|ds} ⩽ eδ(ε0)(t2−t1).
注 2 由文献 [13,18]可知,当 ξ2(t)为高斯噪声

时,由随机过程的估计理论可得 δ(ε0) = ε0(2Θ +

c1ε0)/2,其中
w ∞

t0
||Cov(ξ(s), ξ(t))||ds ⩽ c1,∀s, t ⩾

t0.
定理1 在假设1∼假设3成立的条件下,对于任

意ι(Tk) = j ∈ Ψ ,如果存在函数V(x, t) ∈ C1,1(Rn ×
[t0,∞); R+), δ(·) ∈ R, µ̄(t) ∈ R,常数µ ̸= 0, d ∈ R

和正定常数a1、a2、m、d1、d2,使得

a1|x|m ⩽ V(x, t) ⩽ a2|x|m; (3)

Vt + Vxfc +
1

4d1
|VxD|2 ⩽ µ̄(t)V(x, t); (4)

|Vxhc| ⩽ d2V(x, t); (5)

V(gj(x, t)) ⩽ ϑjV(x, t); (6)w t

t1
µ̄(s)ds ⩽ µ(t− t1) + d, t > t1 ⩾ t0; (7)

υ∑
j=1

ln(ψ) + d

Ta,j
+ µ+ δ(d2) < 0 (8)

成立,其中ψ=

υ∑
j=1

(ϖjθj), E [ϑj ] = θj ⩽ θ ∈ (0,+∞),

则系统(1)是NSS-m-M的.
证 对于任意ω ∈ Ω,定义V(x(t), t)的右上迪

尼导数D+[V(x(t), t)]为

lim sup
∆t→0+

V(x(t+∆t), t+∆t)− V(x(t), t)
∆t

.

当t ∈ [t0, T1)时,由Young不等式(1)和(4)可得

D+[V(x(t), t)] ⩽

Vt + Vxfc(x(t), t) +
1

4d1
|VxD|2+

d1|ξ1(t)|2 + Vxhc(x(t), t)ξ2(t) ⩽

(µ̄(t) + d2|ξ2(t)|)V(x(t), t) + d1|ξ1(t)|2.

由式(7)和Gronwall不等式,有

V(x, t) ⩽

V(x0, t0)eµ(t−t0)+d+
r t
t0
d2|ξ2(s)|ds+w t

t0
eµ(t−s)+d+

r t
s
d2|ξ2(τ)|dτd1|ξ1(s)|2ds. (9)

令g(s) = eµ(t−s)+d+
r t
s
d2|ξ2(τ)|dτd1|ξ1(s)|2,当 t ∈ [T1,

T2)时,由式(6)和(9)可得

V(x, t) ⩽

ϑι(T1)e
µ(t−t0)+2d+

r t
t0
d2|ξ2(s)|dsV(x0, t0)+

d1ed
w t

T1

g(s)ds+ ϑι(T1)d1e2d
w T1

t0
g(s)ds. (10)

当 t ∈ [Tk, Tk+1)时,在区间 [t0, t)上脉冲发生的数量

为k,即Nt0(t) = k.类似于式(9)和(10),有

V(x, t) ⩽
Nt0

(t)∏
i=1

[ϑι(Ti)]eNt0 (t)deµ(t−t0)+
r t
t0
d2|ξ2(s)|ds×

V(x0, t0) + d1ed
[ w t

Tk
g(s)ds+

ϑι(Tk)ed
w Tk

Tk−1

g(s)ds+ . . .+

Nt0
(t)∏

i=1

[ϑι(Ti)]eNt0
(t)d

w T1

t0
g(s)ds

]
. (11)

考虑到 {ϑι(Tk)}是一个独立随机变量序列且ϑι(Tk)、

ξ1(t)、ξ2(t)相互独立,对式 (11)取期望运算,由假设1、
假设3和Fubini定理可得

E [V(x, t)] ⩽
Nt0 (t)∏
i=1

E [ϑι(Ti)]V(x0, t0)e[µ+δ(d2)](t−t0)eNt0
(t)d+

sup
t0⩽s⩽t

E |ξ1(s)|2
(

eNt0 (t)d

Nt0
(t)∏

i=1

E [ϑι(Ti)]×

w T1

t0

e[µ+δ(d2)]t
e[µ+δ(d2)]sds+ . . .+

E [ϑι(Tk)]ed
w Tk

Tk−1

e[µ+δ(d2)]t
e[µ+δ(d2)]sds+
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w t

Tk

e[µ+δ(d2)]t
e[µ+δ(d2)]sds

)
d1ed. (12)

由假设2可得 lim
k→∞

E [ϑι(Tk)] =

υ∑
j=1

(ϖjθj) = ψ > 0.

借助式(8)可以找到一个常数ε > 0,使得
υ∑
j=1

ln(ψ + ε) + d

Ta,j
+ µ+ δ(d2) < 0 (13)

成立,且存在一个整数N > 0使得对于所有的k ⩾
N ,有E [ϑι(Tk)] < ψ + ε.当Nt0(t) > N时,有

Nt0
(t)∏

i=1

[E (ϑι(Ti))] ⩽ θN (ψ + ε)Nt0 (t)−N =

( θ

ψ + ε

)N
(ψ + ε)Nt0

(t);

当Nt0(t) ⩽ N时,有
Nt0

(t)∏
i=1

[E (ϑι(Ti))] ⩽
( θ

ψ + ε

)Nt0
(t)

(ψ + ε)Nt0
(t) ⩽( θ

ψ + ε
+ 1

)N
(ψ + ε)Nt0

(t).

令d3 =
( θ

ψ + ε
+ 1

)N
> 1,对于任意Nt0(t) ∈

N+,有
Nt0 (t)∏
i=1

[E (ϑι(Ti))] ⩽ d3(ψ + ε)Nt0
(t). (14)

由假设1和式(14),式(12)可简化为
E [V(x, t)]⩽[(ψ + ε)ed]Nt0

(t)e[µ+δ(d2)](t−t0)V(x0, t0)×

d3 + ed sup
t0⩽s⩽t

E |ξ1(s)|2
(
d−1
3 +

Nt0
(t)∑

i=1

{[(ψ + ε)ed]Nt0 (t)+1−i×

e[µ+δ(d2)](t−Ti)}
) d3d1
|µ+ δ(d2)|

. (15)

根据模态依赖平均脉冲区间(2),可导出
υ∑
j=1

NTi,j(t) ⩾ −
υ∑
j=1

N0,j +
υ∑
j=1

t− Ti
Ta,j

,

υ∑
j=1

NTi,j(t) ⩽
υ∑
j=1

N0,j +
υ∑
j=1

t− Ti
Ta,j

.

结合Nt0(t) =

υ∑
j=1

Nt0,j(t)和NTi(t) = Nt0(t)− i,得

Nt0(t)− i ⩾ −
υ∑
j=1

N0,j +

υ∑
j=1

t− Ti
Ta,j

,

Nt0(t)− i ⩽
υ∑
j=1

N0,j +

υ∑
j=1

t− Ti
Ta,j

.

令T ∗
a,j =

υ∑
j=1

1

Ta,j
,则有

[µ+ δ(d2)](t− Ti) ⩽

1

T ∗
a,j

(
[µ+ δ(d2)](Nt0(t)− i)+

|µ+ δ(d2)|
υ∑
j=1

N0,j

)
.

此外,有
[(ψ + ε)ed]Nt0 (t) ⩽

e
υ∑
j=1

N0,j | ln(ψ+ε)+d|
× e

υ∑
j=1

ln(ψ+ε)+d
Ta,j

(t−t0)
,

Nt0
(t)∑

i=1

[(ψ + ε)ed]Nt0 (t)+1−ie[µ+δ(d2)](t−Ti) ⩽

Nt0
(t)∑

i=1

[(ψ + ε)ed]Nt0
(t)+1−i×

e
1

T ∗
a,j

{[µ+δ(d2)](Nt0 (t)−i)+|µ+δ(d2)|
υ∑
j=1

N0,j}
⩽

e
µ+δ(d2)+|µ+δ(d2)|

υ∑
j=1

N0,j

T ∗
a,j

[(ψ + ε)ed]−1e
−µ+δ(d2)

T ∗
a,j − 1

.

因此式(15)可改写为
E [V(x, t)]⩽d∗3V(x0, t0)e−λ(t−t0) + d∗4 sup

t0⩽s⩽t
E |ξ1(s)|2.

其中

λ = −
υ∑
j=1

ln(ψ + ε) + d

Ta,j
− µ− δ(d2) > 0,

d∗3 = d3e
υ∑
j=1

N0,j | ln(ψ+ε)+d|
> 0,

d∗4 =
d1ed(1 + d3d4)

|µ+ δ(d2)|
> 0,

d4 =
e

1
T ∗
a,j

{µ+δ(d2)+|µ+δ(d2)|
υ∑
j=1

N0,j}

[(ψ + ε)ed]−1e
−µ+δ(d2)

T ∗
a,j − 1

.

对于任意χ,令γ(χ) = d∗4χ/a1, b = a2d
∗
3/a1 > 0,有

E |x(t)|m ⩽ b|x0|me−λ(t−t0) + γ( sup
t0⩽s⩽t

E |ξ1(s)|2),进

而由定义2可得系统(1)是NSS-m-M的. 2
当D = 0时,系统 (1)中只含有乘性噪声ξ2(t),可

以得到如下结论.
定理2 在假设1∼假设3成立的条件下,对于任

意 ι(Tk) = j ∈ Ψ ,如果存在函数µ(t) ∈ R, δ(·) ∈ R,
V(x, t) ∈ C1,1(Rn × [t0,∞);R+)和正定常数a1、a2、

m、d2、λ2、d
∗,使得式(3)、(5)、(6)和

Vt + Vxfc(x, t) ⩽ µ(t)V(x, t), (16)
w t

t0

υ∑
j=1

ln(ψ)
Ta,j

+ µ(s) + δ(d2)ds ⩽ −c(t− t0) + d∗

(17)

成立,其中ψ =

υ∑
j=1

(ϖjθj), E [ϑj ] = θj ⩽ θ ∈ (0,

+∞),则系统(1)是ES-m-M的.
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证 对于任意 t ∈ [t0,∞),由定理1类似方法
可得

V(x(t), t) ⩽
Nt0

(t)∏
k=1

[ϑι(Tk)]V(x0, t0)e
r t
t0

[µ(s)+λ0|ξ2(s)|]ds.

通过期望运算有

E [V(x(t), t)] ⩽
Nt0 (t)∏
k=1

E [ϑι(Tk)]V(x0, t0)e
r t
t0
µ(s)ds

E [e
r t
t0
λ0|ξ2(s)|ds].

(18)

由式(16)可得存在ε > 0,使得w t

t0

υ∑
j=1

ln(ψ + ε)

Ta,j
+ µ(s) + δ(d2)ds ⩽

− c(t− t0) + d∗. (19)

因此,对于定义在式 (19)中的ε > 0,由式 (14)、(18)和
假设3得

E [V(x(t), t)] ⩽ d7V(x0, t0)e−c(t−t0),

其中d7 = d∗d∗3.因此结合式(3)有

E |x(t)|m ⩽ a2d7
a1

|x0|me−c(t−t0), t ⩾ t0,

即通过定义3可知系统(1)是ES-m-M的. 2
2.2 概率意义下稳定性分析

定义4 对于∀ϵ ∈ (0, 1),若存在KL类函数β和

K类函数γ使得对于∀t > t0和x0 ∈ Rn,有

P{|x(t)| ⩽ β(x0, t− t0) + γ( sup
t0⩽s⩽t

E |ξ1(s)|2)} ⩾

1− ϵ

成立,则系统 (1)是概率意义下噪声-状态稳定 (NSS-
P)的.

定义5 对于∀ϵ ∈ (0, 1),若存在KL函数β使得

P{|x(t)| ⩽ β(x0, t− t0)} ⩾ 1− ϵ

成立,则系统(1)是概率意义下全局渐近稳定(GAS-P)
的.

假设4 |ξ2(t)|2满足如下大数定理:对于任意给
定的ζ > 0和ω ∈ Ω,存在一个常数Tζ > t0,使得当
t ⩾ Tζ时∣∣∣ 1

t− t0

w t

t0
|ξ2(s)|2ds− E |ξ2(t)|2

∣∣∣ ⩽ ζ, a.s.

成立

定理3 在假设1、假设2和假设4满足的条件
下,对于任意 ι(Tk) = j ∈ Ψ ,如果存在函数 µ̄(t) ∈
R,V(x, t) ∈ C1,1(Rn × [t0,∞);R+),κ1 ∈ K∞,κ2 ∈
K∞和常数µ ̸= 0, d ∈ R, d1 > 0, d2 > 0,使得式

(4)∼ (7)和

κ1(|x|) ⩽ V(x, t) ⩽ κ2(|x|), (20)
υ∑
j=1

ln(ψ) + d

Ta,j
+ µ+ 2d2Θ < 0 (21)

成立,其中ψ =

υ∑
j=1

(ϖjθj), E [ϑj ] = θj ⩽ θ ∈ (0,

+∞),则系统(1)是NSS-P的.
证 由假设1、假设4和Hölder不等式可知,对

于任意ω ∈ Ω和 ζ ∈ (0, 3Θ2),存在一个常数Tζ >

s ⩾ t0使得当t ⩾ Tζ时,有w t

s
|ξ2(τ)|dτ ⩽

(t− s)
√
E|ξ2(τ)|2 + ζ ⩽ 2Θ(t− s).

则根据定理1的式(11)可得

V(x, t) ⩽
Nt0

(t)∏
i=1

[ϑι(Ti)]eNt0 (t)dV(x0, t0)e(µ+2d2Θ)(t−t0)+

d1e(µ+2d2Θ)t+d
[ w t

Tk

|ξ1(s)|2

e(µ+2d2Θ)s
ds+

ϑι(Tk)ed
w Tk

Tk−1

|ξ1(s)|2

e(µ+2d2Θ)s
ds+ . . .+

Nt0 (t)∏
i=1

[ϑι(Ti)]eNt0
(t)d

w T1

t0

|ξ1(s)|2

e(µ+2d2Θ)s
ds

]
.

由式(21)可知,存在ε > 0使得
υ∑
j=1

ln(ψ + ε) + d

Ta,j
+ µ+ 2d2Θ < 0, (22)

进而通过与定理1中相同的处理方式可得

E [V(x, t)] ⩽

d∗3V(x0, t0)e−λ(t−t0) + d∗5 sup
t0⩽s⩽t

E |ξ1(s)|2.

其中

λ = −
υ∑
j=1

ln(ψ + ε) + d

Ta,j
− µ− 2d2Θ > 0,

d∗5 =
d1ed(1 + d3d5)

|µ+ 2d2Θ|
> 0,

d5 =
e

1
T ∗
a,j

{µ+2d2Θ+|µ+2d2Θ|
υ∑
j=1

N0,j}

[(ψ + ε)ed]−1e
−µ+2d2Θ

T ∗
a,j − 1

.

当 t ∈ [t0, Tζ ]时,由假设1可知存在一个常数K > 0

使得 sup
t0⩽s⩽Tζ

|ξ2(s)| ⩽ K, a.s.,因此有

V(x, t) ⩽
Nt0 (t)∏
i=1

[ϑι(Ti)]eNt0
(t)dV(x0, t0)e(µ+d2K)(t−t0)+
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d1e(µ+d2K)t+d
[ w t

Tk

|ξ1(s)|2

e(µ+d2K)s
ds+

ϑι(Tk)ed
w Tk

Tk−1

|ξ1(s)|2

e(µ+d2K)s
ds+ . . .+

Nt0
(t)∏

i=1

[ϑι(Ti)]eNt0 (t)d
w T1

t0

|ξ1(s)|2

e(µ+d2K)s
ds

]
.

由定理1可得
E [V(x, t)] ⩽
d6V(x0, t0)e−λ(t−t0) + d∗5 sup

t0⩽s⩽t
E |ξ1(s)|2,

其中d6 = d∗3ed2(K+2Θ)(Tζ−t0) ⩾ d∗3 > 0.因此对于任
意t ∈ [t0,∞),有

E [V(x, t)] ⩽ β1(|x0|, t− t0) + d∗5 sup
t0⩽s⩽t

E |ξ1(s)|2,

其中β1(|x0|, t − t0) = d6κ2(|x0|)e−λ(t−t0).对于任意
ϵ ∈ (0, 1),由式(20)和Chebyshev不等式可知,令
β(|x0|, t− t0) = 2κ−1

1 ◦ β1(|x0|, t− t0)/ϵ,

γ( sup
t0⩽s⩽t

E |ξ1(s)|2) = 2d∗5κ
−1
1 ( sup

t0⩽s⩽t
E |ξ1(s)|2)/ϵ,

则有

P{|x(t)| ⩽ β(|x0|, t− t0) + γ( sup
t0⩽s⩽t

E |ξ1(s)|2)} ⩾

1− ϵ,

由定义4可得证. 2
当D = 0时,可以得到如下结论.
定理4 在假设1、假设2和假设4成立的条件

下,对于任意 ι(Tk) = j ∈ Ψ ,如果存在函数µ(t) ∈
R,V(x, t) ∈ C1,1(Rn × [t0,∞);R+),κ1 ∈ K∞,κ2 ∈
K∞和正定常数d2,使得式(5)、(6)、(16)、(20)和

lim
t→+∞

{ w t

t0

υ∑
j=1

ln(ψ)
Ta,j

+ µ(s) + 2d2Θds
}
= −∞

(23)

成立,其中ψ =

υ∑
j=1

(ϖjθj), E [ϑj ] = θj ⩽ θ ∈ (0,

+∞),则系统(1)是GAS-P的.
证 对于任意t ∈ [t0,∞),由定理2可得

V(x(t), t) ⩽
Nt0 (t)∏
k=1

[ϑι(Tk)]V(x0, t0)e
r t
t0
µ(s)+λ0|ξ2(s)|ds. (24)

由式(23)可得存在ε > 0,使得

lim
t→+∞

{ w t

t0

υ∑
j=1

ln(ψ + ε)

Ta,j
+ µ(s)+

2d2Θds
}
= −∞. (25)

且由式(14)和Chebyshev不等式,对于∀ϵ ∈ (0, 1),有

P
{Nt0

(t)∏
i=1

ϑι(Ti) ⩽ d8e
υ∑
j=1

ln(ψ+ε)
Ta,j

(t−t0)}
⩾

√
1− ϵ,

d8 =
1

1−
√
1− ϵ

e
υ∑
j=1

N0,j | ln(ψ+ε)|
> 0. (26)

由于ξ2(t)和ϑι(t)相互独立,对于任意ζ ∈ (0, 3Θ2),定
义如下两个相互独立的集合:

Ω1 =
{∣∣∣ 1

t− t0

w t

t0
|ξ2(t)|2ds− E |ξ2(t)|2

∣∣∣ ⩽ ζ
}
,

Ω2 =
{Nt0 (t)∏

i=1

ϑι(Ti) ⩽ d8e
υ∑
j=1

ln(ψ+ε)
Ta,j

(t−t0)}
.

由假设4和式 (26)可知,存在常数Tζ > t0使得对于任

意t > Tζ ,有

P{Ω1

∩
Ω2} = P{Ω1}P{Ω2} ⩾ 1− ϵ. (27)

由假设1和Hölder不等式可得,对于∀ω ∈ Ω1和∀t >
Tζ ,有 w t

t0
|ξ2(s)|ds ⩽ 2Θ(t− t0).

因此借助式 (25)和 (27),对于∀t > Tζ ,式 (24)可简化
为

P{V(x(t), t) ⩽ d8β2(|x0|, t− t0)} ⩾ 1− ϵ, (28)

其中β2(·, ·) = κ2(|x0|)e
r t
t0

υ∑
j=1

ln(ψ+ε)
Ta,j

+µ(s)+2d2Θds
.当

t0 ⩽ t ⩽ Tζ时,存在常数δ1 =
Θ√

1−
√
1− ϵ

> 0使

得

P{|ξ(t)| ⩾ δ1} ⩽ E |ξ(t)|2/δ21 = 1−
√
1− ϵ.

结合式(24)和(27),有

P{V(x(t), t) ⩽ d∗3κ2(|x0|)} ⩾ 1− ϵ, (29)

其中d∗8 = d8e
r Tζ
t0

|
υ∑
j=1

ln(ψ+ε)
Ta,j

+µ(s)+λ0δ1|ds
> d8.因此

对于∀ϵ ∈ (0, 1)和∀t ∈ [t0,∞),由式 (20)、(28)和 (29)
可知,存在一个KL函数β使得

P{|x(t)| ⩽ β(|x0|, t− t0)} ⩾ 1− ϵ

成立,其中β(|x0|, t− t0) = d∗8κ
−1
1 ◦ β2(|x0|, t− t0),由

定义5可得证. 2
注3 通过定理1∼定理4发现,当系统中存在加

性噪声时,系统只能实现噪声到状态稳定.当系统中
只包含乘性噪声时,全局渐近稳定和指数稳定的条件
要比噪声到状态稳定时强.

3 仿真示 及分析

本节通过数值仿真验证理论结果.
例1 考虑n = 2时的系统 (1),随机干扰ξ1(t)和

ξ2(t)由如下系统生成:
ξ̇1(t) = −ξ1(t) + w(t),

ξ1(0) = 0, ξ2(t) = cos(t+ η).

其中:w(t)为功率谱密度函数为1的零均值白噪声, η
为 [0, 2π]上的均匀分布.可以计算ξ1(t)和ξ2(t)的均
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方值满足 E |ξ1(t)|2 = 0.5, E |ξ2(t)|2 ⩽ 1.由文献
[19]可知, ξ1(t)是宽平稳过程, ξ2(t)既是宽平稳过程
也是严平稳过程,且由文献 [18]可知 ξ1(t)满足假设

4, ξ2(t)满足假设3.令

D = I2/2,

fc(x, t) = (0.125x2 − 0.062 5t sin t2x1, 0.125x1−
0.0625 t sin t2x2)T,

hc(x, t) = (0.25x1 sin t, 0; 0, 0.25x2 cos t),
gι(t)(x(t

−), t−) = ρι(t)x(t
−),

其中ι(Tk) = j ∈ {1, 2}.在Tk时刻, ρ1和ρ2的出现由

一个具有平稳分布ϖ = (ϖ1, ϖ2) = (4/5, 1/5)的齐

次不可约马氏链决定. ρ1为 [0.4, 0.8]上的均匀分布,
P(ρ2 = 1.6) = P(ρ2 = 1.2) = 0.5,有

E (ρ21) = 0.37, E (ρ22) = 2,

ψ = 0.37× 0.8 + 2× 0.2 = 0.7.

因此在该平稳分布作用下,脉冲的混合作用效果可
以稳定系统.选取V(x, t) = xTx/2, d1 = 1,x(0) =

(−20, 30)T,系统的状态响应和每个脉冲时刻对应的
脉冲强度如图1和图2所示.
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图 1 系统的状态响应x(t)
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图 2 脉冲强度

当D = 0时,系统的连续动态中仅包含乘性噪声
ξ2(t),在其他参数不变的情形下,由定理2和定理4可
以验证系统是全局渐近稳定的或者指数稳定的.系
统状态响应如图3所示.

当D ̸= 0时,系统中包含乘性和加性有色噪声
(如图1所示),且包含多种随机脉冲 (如图2所示).由
图1可见,系统的两个状态分量x1和x2均收敛到原

点附近,验证了定理1和定理3的可行性.当D = 0

时,系统中不受加性有色噪声干扰,由图4可见,系统
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图 3 D = 0时系统的状态响应x(t)

状态在一段时间后均到达0,而不是如图2所示在0附
近来回振荡,这是全局渐近稳定或指数稳定与噪声到
状态稳定的不同之处.

4 结 论

基于模态依赖平均脉冲区间和Lyapunov函数方
法,本文研究了一类带有多随机噪声和多随机脉冲的
非线性系统的状态稳定性、全局渐近稳定性和指数

稳定性问题,最后通过仿真结果验证了所提出稳定性
判别准则的有效性.
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