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摘　要　研究一类具有非线性饱和执行器的不确定线性时滞系统的鲁棒镇定问题。所考虑的不确定时

滞系统具有时变未知且有界的不确定参数和状态时滞。提出了新的鲁棒可镇定判据和相应的鲁棒无记

忆状态反馈控制器设计方法。数值仿真例子说明了所提出方法的有效性。
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Abstract　T he robust stab ilizat ion p rob lem fo r a class of uncerta in linear t im e- delay system s con tain2
ing secto r non linear satu rat ing actuato r is considered. T he uncerta in t im e- delay system s under consid2
erat ion are described by sta te differen tia l equations w ith tim e- varying unknow n- bu t- bounded uncer2
ta in param eters and delayed sta te. T he criteria of delay- independen t robust stab ilizab ility fo r the un2
certa in t im e- delay system s is p resen ted and the co rresponden t robust m emo ryless sta te feedback con2
t ro llers are derived in term s of the so lu tions of several linear m atrix inequalit ies (LM Is). N um erical ex2
amp le is given to illustra te the m ethod.
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1　引　　言

　　由传输滞后、有限计算时间和测量延迟等造成

的时滞现象,存在于大多数工业过程和自然过程中,

它们常常导致系统发生振荡甚至不稳定。对于具有

或不具有不确定性的时滞系统的稳定性分析和镇定

问题,在过去几十年里得到了广泛研究[1, 2 ]。在许多

实际情况下,由于执行器的动作受到物理限制,往往

具有饱和非线性动态特性,这不仅使控制系统的性

能恶化,而且影响到系统的稳定性。

不少学者研究了带饱和执行器的线性系统稳定

性分析及镇定问题。文献[ 3 ]研究了一个带饱和执行

器的 S ISO 系统的稳定性分析问题; [ 4 ]对具有饱和

执行器和扇形非线性饱和执行器的多变量线性系统

进行研究。近来,带有饱和执行器的不确定时滞系统

的鲁棒镇定问题受到关注。[ 5 ]对存在单一的状态滞

后及饱和执行器的不确定线性时滞系统,用矩阵测

度的概念及比较理论给出了输出反馈镇定的充分条

件; [ 6 ]用R azum ikh in 方法研究了一类带饱和执行

器的不确定线性时滞系统的鲁棒镇定问题,得到一

个可用线性无记忆状态反馈控制律来进行鲁棒镇定

的判据及相应的控制器设计方法,但该文所得结果

以求解代数R iccat i方程的形式给出,需要对标量及

正定对称矩阵进行整定。
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　　本文将线性矩阵不等式方法推广到不确定线性

时滞系统,该系统具有扇形非线性饱和执行器约束

并同时存在未知有界的状态滞后。系统分析和综合

的目的是得到鲁棒可镇定判据,并设计一个无记忆

状态反馈控制律,使闭环系统对所有满足要求的不

确定性都是渐近稳定的。基于线性矩阵不等式方法,

得到一个新的鲁棒可镇定判据和相应的鲁棒镇定控

制律设计方法,这些结果以一组线性矩阵不等式的

形式给出。

2　系统描述与定义

　　考虑如下不确定时滞系统

xα( t) = (A + ∃A ( t) ) x ( t) + (A 1 + ∃A 1 ( t) ) ×

　 　 　x ( t - d ) + (B + ∃B ( t) ) u′( t)

x ( t) = < ( t) , t∈ [ - Σ, 0 ]

u′( t) = sat (u ( t) )

sa t (u ( t) ) = [ sa t (u 1 ( t) ) ⋯ sa t (um ( t) ) ]

(1)

其中, x ( t) 是状态向量, u ( t) ∈ R m 是执行器的控制

输入向量, u′( t) ∈R m 是对象的控制输入向量; A ∈

R n×n , A 1∈R n×n ,B ∈R n×m 是已知的定常矩阵;矩阵

∃A (õ) , ∃A 1 (õ) 和 ∃B (õ) 代表系统模型中的时变不

确定参数。

图 1　扇形非线性饱和函数

考虑图 1所示的在扇形区域[Ρ 1 ] 内的非线性

饱和函数:标量 d 表示未知且有界的状态滞后,并假

设存在正实数 Σ使得对所有的 t满足 0≤ d ≤ Σ。本
文假设不确定性具有如下形式

∃A ( t) = H 1F 1 ( t) E 1

∃A 1 ( t) = H 2F 2 ( t) E 2

∃B ( t) = H 3F 3 ( t) E 3

其中, H i, E i 是已知的实定常矩阵; F i ( t) 是未知的

实时变矩阵,且满足 F T
i ( t) F i ( t) ≤ I , i = 1, 2, 3。

3　鲁棒镇定控制律综合方法

　　本节针对带扇形非线性饱和执行器的不确定

线性时滞系统 (1) ,给出一个新的鲁棒可镇定充分条

件以及相应的控制器综合方法。主要结果如下:

定理 1　不确定线性时滞系统 (1) 是鲁棒可镇

定的,如果存在正定对称矩阵X > 0,Q > 0;矩阵 Y

和标量Αi > 0, i = 1, 2, 3, 4; Ε> 0满足如下线性矩阵

不等式 (LM Is)

S L 1

L T
1 L 2

< 0

Q - B B T - ΕH 3H
T
3 B E T

3

E 3B
T ΕI - E 3E T

3

≥ 0

(2)

其中

S = A X + X A T +
1
2

(1 + Ρ)B Y +

1
2

(1 + Ρ) Y TB T + ∑
2

i= 1
ΑiH iH

T
i +

1
2

(1 + Ρ) Α3H 3H
T
3 + Α4A 1A

T
1 + Q

L 1 = [M 1 M 2 M 3 M 4 ]

L 2 = diag (N 1,N 2,N 3,N 4)

M 1 = [X E T
1 X E T

2 ], M 2 = X

M 3 =
1
2

(1 - Ρ) Y T , M 4 = Y T E T
3

N 1 = diag (Α1 I , Α2 I ) , N 2 = Α4 I

N 3 = I , N 4 = 2 (1 + Ρ) - 1Α3 I

那么, 一个合适的无记忆状态反馈鲁棒镇定控制律

由 u ( t) = YX - 1x ( t) 给出。

证明　对不确定线性时滞系统 (1) , 引入控制

律 u ( t) = K x ( t) ,则闭环系统可写成

xα= A ( t) +
1
2

(1 + Ρ)B ( t) K x ( t) +

A 1 ( t) x ( t - d ) + B ( t) Γ( t) (3)

其中

Γ( t) = sat (K x ( t) ) -
1
2

(1 + Ρ) K x ( t)

显然,向量函数 Γ( t) 满足如下不等式

ΓT ( t) Γ( t) ≤ 1
4

(1 - Ρ) 2xT ( t) K T K x ( t) (4)

　　选取系统 (3) 的L yapunov函数为

V (x ( t) , t) = xT ( t) P x ( t) +∫
t

t- d
xT (s)R 1x (s) ds

其中 P , R 1 是正定对称矩阵。V (x ( t) , t) 沿系统 (3)

的轨迹关于时间 t求导,得
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　Vα(x ( t) , t) =

　xT ( t) A ( t) +
1
2

(1 + Ρ)B ( t) K
T

P +

P A ( t) +
1
2

(1 + Ρ)B ( t) K + R 1 x ( t) +

2xT ( t) PA 1 ( t) x ( t - d ) + 2xT ( t) PB ( t) Γ( t) -

xT ( t - d )R 1x ( t - d ) (5)

对 (5) 应用文献[ 2 ] 中引理 1,得

Vα(x ( t) , t) ≤

xT ( t)W 1x ( t) + xT ( t - d ) ×

(Α- 1
4 I + Α- 1

2 E T
2 E 2 - R 1) x ( t - d ) +

xT ( t) PB ( t)B T ( t) P x ( t) (6)

其中

W 1 = A T P + PA +
1
2

(1 + Ρ) K TB TP +

1
2

(1 + Ρ) PB K + R 1 + Α- 1
1 E T

1 E 1 +

P (∑
2

i= 1
ΑiH iH

T
i +

1
2

(1 + Ρ) Αø - 3H 3H
T
3 +

Α4A 1A
T
1 ) P +

1
2

(1 + Ρ) Α- 1
3 K T E T

3 E 3K

+
1
4

(1 - Ρ) 2K TK

　　假定存在标量Ε> 0和正定对称阵Q > 0,使得

以下不等式满足

B B T + B E T
3 (ΕI - E 3E T

3 ) - 1E 3B
T + ΕH 3H

T
3

≤Q (7)

其中 ΕI - E 3E T
3 > 0 (8)

　　应用文献[ 2 ]中引理2,可得B ( t)B T ( t) ≤Q。令

R 1 = Α- 1
4 I + Α- 1

2 E T
2 E 2,则由式 (6) 得

Vα(x ( t) , t) ≤xT ( t) [W 1 + PQ P ]x ( t) =

xT ( t)W 2x ( t) (9)

其中

W 2 = A TP + PA +
1
2

(1 + Ρ) K TB T P +

1
2

(1 + Ρ) PB K + ∑
2

i= 1
Α- 1

i E T
i E i + Α- 1

4 I +

P (∑
2

i= 1
ΑiH iH

T
i +

1
2

(1 + Ρ) Α3H 3H
T
3 +

Α4A 1A
T
1 + Q ) P +

1
2

(1 + Ρ) ×

Α- 1
3 K T E T

3 E 3K +
1
4

(1 - Ρ) 2K T K (10)

　　如果存在正定对称矩阵P ,Q , 矩阵K 和标量Αi

> 0 , 以及Ε> 0满足不等式 ( 7 ) , ( 8 )和W 2 < 0 , 那

么对所有允许的不确定性 , Vα( x ( t ) , t ) ≤

- Α‖x ( t)‖2。闭环系统 (3) 是鲁棒稳定的, 亦即原

来的不确定时滞系统 (1) 是鲁棒可镇定的。

引入新的变量X = P - 1,并令W 3 = X W 2X ,则

W 2 < 0等价于W 3 < 0。令Y = K X ,并应用Schu r引

理,可知不等式 (7) , (8) 和W 3 < 0等价于线性矩阵

不等式 (2)。

4　举　　例

　　考虑如下不确定线性时滞系统,其中非线性饱

和执行器在扇形区间[ 1ö3, 1 ]。

A =
2 0

1 - 3
, A 1 =

- 0. 5 0

- 0. 8 - 0. 5

B =
3 2

1 4
, H i =

0. 2 0

0 0. 2

E i =
1 0

0 1
, i = 1, 2, 3

F i ( t) =
sin ( t) 0

0 co s ( t)
, i = 1, 2, 3

解得

X =
0. 963 4 - 0. 437 9

- 0. 437 9 15. 918 6

Y =
- 3. 840 7 0. 531 5

- 2. 828 7 - 1. 541 8

K = YX - 1 =
- 4. 021 9 - 0. 077 2

- 3. 018 0 - 0. 179 9

　　如果此处的非线性饱和函数的形式为

图 2　闭环系统的状态响应曲线

(a) 状态 x 1 ( t)　　 (b) 状态 x 2 ( t)
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图 3　实际控制信号曲线

(a) 控制信号 u1 ( t)　　 (b) 控制信号 u2 ( t)

　 sa t (u i ( t) ) = u i ( t) - rand (u i ( t) -
1
3

u i ( t) )

其中 rand 为 0到 1之间的随机数。显然原开环系统

是不稳定的。令系统初始状态为 [ 1 1 ]T , 引入控制

律 u ( t) = K x ( t) ,则闭环系统的闭环状态和控制响

应曲线分别如图 2,图 3所示。

由图中结果可知, 虽然系统存在不稳定性及由

非线性饱和引起的控制量波动, 但由本方法所得的

控制律仍能保证闭环系统是鲁棒稳定的。

5　结　　论

　　本文研究了一类带非线性饱和执行器的不确定

线性时滞系统的鲁棒镇定综合问题。提出了新的鲁

棒可镇定判据和相应的鲁棒无记忆状态反馈控制器

设计方法。数值例子说明本文方法是可行的。
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