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摘 　要 : 基于信息系统 ,定义论域上的距离函数、构造距离空间 ;然后从分析论域的距离空间出发 ,进一步导出论域

的拓扑空间并分析其结构特征 ,建立有关理论 ;最后研究了由拓扑空间构成的拓扑世界空间 ,找到了定于该空间之上

的格和布尔代数 ,并导出相关性质和定理 ,进一步丰富和完善粒度计算的理论体系.
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Abstract : Based on information system , a distance function on the universe is defined , with which distance space on

the universe is also established. And then the thorough analyses of the distance space result in universe’s topological

space are presented , and the relating theories are obtained. At last , topological world space which is made up of

topological spaces is analyzed and then Boolean Algebra and Lattice defined on the space are founded. By studying the

characteristics of Boolean Algebra and Lattice , some important theories for GrC are established , which can further

richen the theoretic f ramework of GrC.
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1 　引 　　言
　　在解决实际问题时 ,人们往往从一定的粒度层

上去考虑 ,而不必把问题分得很细 ,特别是对于不能

准确把握的复杂问题更是如此. 究其原因 ,一方面是

实际的需要确定了问题的这种解决方式. 例如 ,对于

城市建设规划问题 ,规划者不可能 (也不必要) 计算

到哪一栋房子有多少个房间以及房间的布局、房号

为多少等过细的问题. 另一方面是源于人类对复杂

信息处理能力的有限性 ,即人类对复杂信息处理的

能力有限 ,所以需要将这些信息按照一定的特征分

成一系列的信息块 ,再以信息块为基本单元考虑对

问题的解决. 这种方法的好处是 ,降低了问题的复杂

性 ,有助于问题的迅速解决 ,同时也体现了人类在解

决复杂问题时表现出的智能特征. 于是 ,模仿人类这

种智能行为的计算方法 ———粒度计算应运而生.

粒度计算 ( GrC) 是由 Zadeh 教授于 1996 年提

出的. 一般认为 ,粒度计算是一把“大伞”,它覆盖了

所有有关粒度的理论、方法论、技术和工具的研

究[1 ] .其研究的基本问题主要包括 3 个方面 :论域的

粒度化、粒 (granule ,有的译为“粒度”,“粒子”等) 的

描述和粒间的关系[2 ] . 论域的粒度化涉及如何把整

体分为部分的问题 ,即如何把一个论域分成一系列

的粒的问题 ,以便迅速获得问题满意的近似解. 通

常 ,这种划分是根据一定的关系进行的 ,如不可分辨

关系、相似关系等. 通过这种关系便可解释为什么能

够把若干个对象集中在一起而形成一个粒. 粒的描

述主要研究用何种语言以及如何来标识、命名一个

粒 ,以提供粒的语义解释. 目前 ,通常以决策逻辑语

言 (DL2语言) 来描述粒 ,每一个语言公式都有与之

相对应的粒. 这样 ,公式和粒就共同构成了对概念的



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

　 　 　控 　　制 　　与 　　决 　　策 第 22 卷

刻画[ 3 ,4 ] ,这在知识发现中有着重要的应用[5 ,6 ] .

粒之间关系的研究是一个复杂而重要的问题.

实际上 ,粒是相互依存的 ,它们之间的关系是本质

的. 这种关系确定了论域的粒度化程度以及粒描述

的本质含义 (而描述往往是形式上的) ,因此探讨粒

之间的关系并形成相应的理论体系是粒度计算理论

研究的核心问题 ,由此产生的理论成果对促进粒度

计算的研究、发展和应用将产生积极而深远的影响.

在这方面的研究 , Yao 教授从代数格的角度来探讨

粒之间的关系 ,但他主要侧重于粒表示的研究 ,而未

建立粒之间关系定性或定量分析的有效性定理. 国

内 ,张铃教授等则基于商空间理论对论域的拓扑结

构进行了研究[7 ,8 ] ,形成相应的理论 ,并把这种理论

推广到了模糊粒度计算中. 这无疑促进了粒度计算

研究的发展 ,但这些理论的应用主要限于对以等价

类为粒的同一商空间中 ,即主要是基于同一粒度世

界的理论. 而缺乏对不同粒度世界之间跳转研究的

理论支持 ,也缺乏对商空间理论范畴以外的其他粒

度计算方法的有力支持. 但是人类智能在处理问题

时更多是体现在“能在不同粒度的世界上进行问题

求解 ,而且能够很快地从一个粒度世界跳到另一个

粒度世界[1 ] ”上. 所以 ,应该探讨不同粒度世界之间

的本质联系 ,建立这种联系的理论模型 ,为进一步建

立人类处理问题的粒度智能模型做准备.

基于这种考虑 ,本文在已有成果的基础上 ,进一

步从论域的拓扑结构上探讨粒度空间的结构模型 ;

然后着重研究不同粒度世界之间的关系及不同粒度

世界中粒度的转换和相互表示的问题 ,并导出相关

的关系定理和性质 ,丰富粒度计算的理论体系.

2 　基于信息系统的粒度世界模型
2 . 1 　粒度世界的拓扑结构及其性质

信息系统一般用 4 元组表示 ,即

IS =〈U , A ,{ V a} , f a〉a∈A .

其中 :U 是问题的论域 , 表示有限对象 (样本) 的集

合 ; A 是有限属性的集合 ;V a 是对象在属性 a ∈A 上

所有可能取值的集合 (即属性 a的值域) ; f a :U →V a

是论域 U 到值 V a 上的映射 ,称为信息函数.

一个信息系统可以用一个二维关系表来表示 ,

称为信息表 ,表中每一行表示一个对象 ,每一列表示

一个属性列. 在不引起混淆的情况下 ,信息系统〈U ,

A ,{ V a} , f a〉a∈A 简写为〈U , A〉,即 IS =〈U , A〉.

基于信息系统〈U , A〉的粒度计算实际上是论

域 U 的拓扑之上的运算 ,其运算的本质是通过设定

的操作来寻求恰当的粒表示及粒组合 ,以形成对原

问题的 (近似) 解. 现有的研究主要是利用信息函数

f a (·) 来构造的等价关系 ;然后由等价关系形成对

论域的划分 ,从而形成商空间. 这样 ,就可以运用已

有的商空间理论对粒度计算进行研究. 商空间理论

虽然很成熟 ,但其应用范围有限. 本文将从研究论域

的拓扑结构出发 ,探讨一种更大范围的粒度计算理

论框架 ,研究不同粒度世界之间的关系并导出有关

性质和定理.

定义 1 　在信息系统〈U , A , { V a} , f a〉中 ,U 上

的函数 d 定义如下 :

d ( s1 , s2 ) = | { a | f a ( s1 ) ≠ f a ( s2 ) , a ∈A} | .

其中 :s1 , s2 ∈U ; | X | 表示集合 X 的大小 (元素个

数) .

容易证明 , d 为 U 上的一个距离函数. 这是因

为 :

1) d ( s1 , s2 ) ≥0 ,并且 d ( s1 , s2 ) = 0当且仅当 s1

= s2 ;

2) 显然有 d ( s1 , s2 ) = d ( s2 , s1 ) ,满足对称性 ;

3) 对任意 s1 , s2 , s3 ∈U ,如果 d ( s1 , s3 ) ≠0 ,则

d ( s1 , s3 ) ≥1 ,于是由函数 d 的定义可知 ,至少存在

一个属性 a ∈A 使得 f a ( s1 ) ≠ f a ( s3 ) .

令 C = { a | f a ( s1 ) ≠ f a ( s3 ) } ,由前面论述可知

C ≠ Á . 对任意 a ∈C ,可以分为 3 种情况讨论 :

1) f a ( s2 ) = f a ( s1 ) 但 f a ( s2 ) ≠ f a ( s3 ) ;

2) f a ( s2 ) ≠ f a ( s1 ) 但 f a ( s2 ) = f a ( s3 ) ;

3) f a ( s2 ) ≠ f a ( s1 ) 且 f a ( s2 ) ≠ f a ( s3 ) .

不会出现“f a ( s2 ) = f a ( s1 ) 且 f a ( s2 ) = f a ( s3 ) ”

的情况 ,否则会得到 f a ( s1 ) = f a ( s3 ) ,这与 f a ( s1 ) ≠

f a ( s3 ) 矛盾.

对于情况 1) , 由于 f a ( s2 ) ≠ f a ( s3 ) , 会导致

d ( s1 , s2 ) + d ( s2 , s3 ) 的值增加 1 ;同样 ,对于情况 2) ,

由于 f a ( s2 ) ≠ f a ( s1 ) 也会导致 d ( s1 , s2 ) + d ( s2 , s3 )

的值增加 1 ;而对于情况 3) ,由于 f a ( s2 ) ≠f a ( s1 ) 且

f a ( s2 ) ≠f a ( s3 ) ,会导致 d ( s1 , s2 ) + d ( s2 , s3 ) 的值增

加 2 . 这说明 ,由 f a ( s1 ) ≠ f a ( s3 ) 至少会导致 d ( s1 ,

s2 ) + d ( s2 , s3 ) 的值增加 1 ,从而推知

d ( s1 , s3 ) = | C | =

| { a | f a ( s1 ) ≠ f a ( s3 ) } | ≤

d ( s1 , s2 ) + d ( s2 , s3 ) .

这样 ,对任意 s1 , s2 , s3 ∈U 都有

d ( s1 , s3 ) ≤ d ( s1 , s2 ) + d ( s2 , s3 ) ,

因此函数 d 满足三角不等式.

综上所述 ,函数 d为 U 上的距离函数 ,所以二元

组 (U , d) 为距离空间.

定义 2 　在距离空间 (U , d) 中 ,对任意 s ∈U ,

令 [ s ] = { s′| d ( s′, s) = 0 , s′∈U} ,则[ s] 称为距离

空间 (U , d) 中的基本粒.

定理 1 　距离空间 (U , d) 中的基本粒有如下性
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质 :1) 对任意 s ∈U , s ∈[ s ] , [ s ] Α U ;2) 对任意 s1 ,

s2 ∈U ,如果 s1 ≠s2 ,则[ s1 ] ∩[ s2 ] = Á ;3) ∪{ [ s ]

| s ∈U} = U .

证明 　1) 对任意 s ∈U ,由于 d ( s , s) = 0 ,由定

义 2 知 , s ∈[ s] , [ s] Α U 是显然的.

2) 假设[ s1 ] ∩ [ s2 ] ≠ Á ,则存在 s ∈ [ s1 ] ∩

[ s2 ] ,即有 s ∈[ s1 ] 且 s ∈[ s2 ]. 由定义 2 可知 , d ( s ,

s1 ) = 0 且 d ( s , s2 ) = 0 . 进而由距离函数的定义知 , s

= s1 且 s = s2 ,故 s1 = s2 . 这与题设矛盾 ,因此[ s1 ] ∩

[ s2 ] = Á .

3) 任取 s′∈∪{ [ s] | s ∈U} , 则存在 [ s″] ∈

{ [ s] | s ∈U} ,使得 s′∈[ s″]. 由[ s″] Α U ,得 s′∈U ,

说明 ∪{ [ s ] | s ∈U} Α U . 另外 ,任取 s′∈U ,由于

s′∈[ s′] ,而[ s′] Α ∪{ [ s] | s ∈U} ,得 s′∈∪{ [ s ]

| s ∈U} ,从而 U Α ∪{ [ s] | s Α U} . 于是证明了 ∪

{ [ s] | s ∈U} = U . □

由定理1可以看出 , { [ s ] | s ∈U} 实际上是论域

U 的一个划分 ,基本粒[ s] 相当于商空间中的一个等

价类. 为探讨距离空间的性质 , 进一步引入以下定

义.

定义 3 　设 (U , d) 为距离空间 ,对任意 s ∈U 和

任意小的正实数ε,令 B ( s ,ε) = { s′| d ( s′, s) <ε, s

∈U} ,则 B (s ,ε) 称为 s的ε2邻域 ;对于论域 U 的子

集 V ,对任意 s ∈V ,如果都存在ε′> 0 ,使得 B ( s ,ε′)

Α V ,则称 V 为 U 的开集.

定理 2 　在距离空间 (U , d) 中 ,对象的邻域和

开集具有下列性质 :1) 对任意 s ∈U 和任意小的正

实数ε,令 B ( s ,ε) ≠Á且[ s ] Α B ( s ,ε) ;2) U 和 Á 都

为开集 ;3) 若 V 1 和 V 2 都为开集 ,则 V 1 ∩V 2 也是开

集 ;4) 令Γ为任意一个开集的集合 ,则 ∪V ∈ΓV 亦为

开集.

证明 　1) 取任意 s′∈[ s] ,因 d ( s′, s) = 0 <ε,

所以 s′∈B ( s ,ε) ,这说明[ s ] Α B ( s ,ε) .

2) 由 1) 的证明可知 ,对任意 s ∈U ,都有 s的非

空ε2邻域B (s ,ε) ,使得 B (s ,ε) 包含 s且包含于 U ,所

以 U 为开集. 空集 Á 中没有任何元素 ,所以可以认

为它满足开集的条件.

3) 取任意 s ∈V 1 ∩V 2 ,则 s ∈V 1 且 s ∈V 2 . 因

V 1 和 V 2 都为开集 ,所以分别存在 B1 ( s ,ε1 ) 和 B2 ( s ,

ε2 ) ,使得 s ∈B1 ( s ,ε1 ) Α V 1 且 s ∈B2 ( s ,ε2 ) Α V 2 ,

从而有 s ∈B1 ( s ,ε1 ) ∩B2 ( s ,ε2 ) Α V 1 ∩V 2 . 令 B ( s ,

ε) = B ( s , min (ε1 ,ε2 ) ) = B1 ( s ,ε1 ) ∩B2 ( s ,ε2 ) ,则易

知 B ( s ,ε) 为 s的ε2邻域且包含于 V 1 ∩V 2 ,所以 V 1

∩V 2 为开集.

4) 取任意 s ∈∪V ∈ΓV ,因Γ为开集集合 ,所以必

存在Γ中的开集 V′,使得 s ∈V′. 因 V′是开集 ,故存

在 s 的ε2邻域 B (s ,ε) , 使得 s ∈B (s ,ε) , 且显然有

B ( s ,ε) Α ∪V ∈ΓV ,因此 ∪V ∈ΓV 为开集. □

定义 4 　设Γ为论域 U 的若干子集的集合 ,如

果满足下列条件 :1) U , Á ∈Γ;2) 若V 1 ,V 2 ∈Γ,则

V 1 ∩V 2 ∈Γ;3) Γ′ΑΓ,则 ∪V ∈ΓV ∈Γ,则称Γ为

U 的拓扑 ,二元组 (U ,Γ) 称为拓扑空间.

定理 3 　设 (U , d) 为距离空间 ,令Γ′为 (U , d)

的所有开集的集合 ,则Γ′为 U 的拓扑 ,即 (U ,Γ′) 为

拓扑空间.

证明 　由开集的定义 ,U , Á ∈Γ,满足定义 4

的条件 1) ;取任意 V 1 ,V 2 ∈Γ,由定理 2 知 V 1 ∩V 2

∈Γ,满足条件 2) ;取Γ′ΑΓ,Γ′也是开集的集合 ,所

以由定理 2 , ∪V ∈Γ′V 亦为开集 ,故 ∪V ∈Γ′V ∈Γ. 这就

证明了Γ′为 U 的拓扑 , (U ,Γ′) 为拓扑空间. □

定义 5 　在拓扑空间 (U ,Γ) 中 ,如果存在Γ′Α
Γ,使得对任意非空的 V ∈Γ,V 都可以表示成Γ′中

某些开集的并 ,即 V = ∪V′∈ΓV′,则Γ′称为拓扑空间

(U ,Γ) 的知识基.

定理 4 　在拓扑空间 (U ,Γ) 中 ,基本粒的集合

{ [ s] | s ∈U} 是该拓扑空间的知识基.

证明 　首先证明{ [ s] | s ∈U} ΑΓ, 即证明

{ [ s] | s ∈U} 为某些开集的集合. 任意取[ s] ∈{ [ s ]

| s ∈U} 及 s′∈[ s] ,令ε0 = 1 ,则 B (s′,ε0 ) = { s″|

d ( s″, s′) <ε0 , s″∈U} = { s″| d ( s″, s′) = 0 , s″∈U}

= [ s′] ( = [ s ]) . 可见 , [ s]中每一对象 s′的充分小的

:2邻域B ( s′,ε) 就是[ s]本身 ,所以由定义 3 , [ s ]为开

集 ,故[ s ] ∈Γ,从而证明{ [ s ] | s ∈U} ΑΓ.

以下证明Γ中的任一开集都可以表示为{ [ s ] | s

∈U} 中若干开集的并. 为此 ,先证明一个事实 :s 的

任意ε2邻域B ( s ,ε) 都包含[ s ] ,即[ s ] Α B (s ,ε) ,ε>

0 . 这是因为 ,对任意ε> 0 , B ( s ,ε) = { s′| d ( s′, s) <

ε, s′∈U} Β { s′| d ( s′, s) = 0 , s′∈U} = [ s] ,即[ s ]

∈B ( s ,ε) .

任取 V ∈Γ,由于 V 为开集 ,对任意 s ∈V ,都存

在ε0 2邻域 B ( s ,ε0 ) ,使得 s ∈B ( s ,ε0 ) Α V . 由上述

事实 , 有 [ s ] Α B ( s ,ε0 ) , 从而 [ s] Α V , 于是 V

= ∪s ∈V [ s]. 这就证明了Γ中的任一开集V 都可以表

示为{ [ s ] | s ∈U} 中若干开集的并. □

2. 2 　拓扑空间中的商空间和 Rough 集理论

商空间理论是研究在已有等价关系下形成的粒

(等价类) 之间的关系、合成、分解和推理等问题. 本

文讨论的拓扑空间是对商空间理论拓展的结果. 实

际上 ,基本粒的集合{ [ s ] | s ∈U} ,即拓扑空间 (U ,

Γ) 的知识基就是论域U 的一个划分 ———商空间. 如

果说本文讨论的拓扑空间理论研究的是粒度空间的

立体结构 ,那么商空间理论则侧重于研究该立体结
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构的一个截面. 因此 ,本文拓扑空间理论是商空间理

论的超集.

商空间理论缺乏粒 (粒度世界) 与粒 (粒度世

界) 之间转换的手段和技术方法[8 ] . 之所以将商空

间理论拓展为拓扑空间来讨论 ,其目的之一就是为

了探讨这个问题的解决方法.

Rough 集理论侧重于研究如何在现有的认知条

件下形成对一个子集 (粒) 的近似表示 ,它不强调近

似空间的结构特征 ,因而是无拓扑结构的商空间理

论[1 ] . 欣慰的是 , Rough 集可以拓展到所讨论的拓扑

空间中[9 ] ,以下简述之.

考虑拓扑空间 (U ,Γ) . 假设 X 为信息系统〈U ,

A ,{ V a} , f a〉中论域 U 的一个子集 ,令

�X = ∩{ F Α U | X Α F , F ∈Γ} ,

X°= ∪{ G Α U | G Α X , G ∈Γ} ,

X b = �X - X°.

　　显然 ,这是用 �X , X°和 X b 分别定义 X 的上近

似、下近似和边界. 进一步得到 :

1) X 是全可定义的 , 如果 �X = X°(即 X b =

Á) .

2) X 是内可定义的 ,如果 X = X°, X ≠ �X .

3) X 是外可定义的 ,如果 X ≠ X°, X = �X .

4) X 是不可定义的 ,如果 X ≠ X°, X ≠ �X .

通过上述方法可以在拓扑空间 (U ,Γ) 中研究

Rough 集理论. 于是 ,Rough 集理论和商空间理论都

可以统一到本文讨论的拓扑空间理论中. 但本文的

工作还只是一个开头 ,很多问题还需要深入研究. 特

别地 ,通过构造 U 上的模糊距离函数导出模糊拓扑

空间 ,进而将模糊集理论、词计算理论等融合到同一

个拓扑结构中 ,这样可望最终建立有效、统一的粒度

计算理论框架. 这是研究的重点 ,目前这些研究工作

正在引向深入.

3 　粒度世界之间关系的理论和性质
　　粒度计算主要是模拟人类在处理问题时体现

出的“能在不同粒度的世界上进行问题求解 ,而且能

够很快地从一个粒度世界跳到另一个粒度世界”的

智能行为. 所以 , 除了探讨同一拓扑空间的性质以

外 ,还要研究不同拓扑空间相互转变或过渡的性质

和量化关系. 这对完善粒度计算理论无疑是非常重

要的 ,但目前在这方面所做的工作却很少.

上面是在同一个拓扑空间中进行的讨论 ,该拓

扑空间实际上是由距离函数 d 导出的. 在该拓扑空

间中能够处理的最小运算单位是基本粒 ,同时导出

了拓扑空间的知识基. 但如何基于知识基为解决实

际问题而构建适度的粒度却较少涉及. 实际上该问

题可归结为如何由一个世界中的粒来表示另一世界

中的粒 ,在本质上是粒度世界的转换问题.

由定义 1 可以看出 ,距离函数 d 与属性集 A 有

着密切的联系. A 的变动可以产生完全不同的拓扑

空间 ,那么这些空间之间在本质上有哪些联系呢 ?为

研究这些问题 ,需要把属性 A 显式地反映到拓扑空

间和距离函数的表示式中. 为此 , 用 (U ,ΓA ) 和

dA ( s1 , s2 ) 分别表示上文的 (U ,Γ) 和 d ( s1 , s2 ) ,表明

它们使用的属性值是 A .

定理 5 　设 (U ,ΓA ) 和 (U ,ΓB ) 为两个拓扑空

间 ,且Γ1 为拓扑空间 (U ,ΓA ) 的知识基. 如果 B Α
A , 则对任意 V ∈ΓB , 存在 Γ2 Α Γ1 , 使得 V

= ∪H ∈Γ2 H ,即 (U ,ΓB ) 中的任意开集都可以用 (U ,

ΓA ) 的知识基来表示.

证明 　令Γ3 表示拓扑空间 (U ,ΓB ) 的知识基.

因为对任意 V ∈ΓB ,V 都可以利用Γ3 来表示 ,所以

只需证明 : 对任意 H ∈Γ3 , 存在 Γ4 Α Γ1 , H

= ∪V′∈Γ4 V′.

由于拓扑空间的知识基为基本粒的集合 ,对于

H ∈Γ3 ,可假设[ s]B = H ∈Γ3 , s ∈H. 由[ s]B = { s′

| dB ( s′, s) = 0 , s′∈U} , 得对任意 s1 , s2 ∈ [ s ]B ,

dB ( s1 , s2 ) = 0 . 现通过下列步骤构造Γ4 :

1) 取 s1 ∈[ s]B ,令 V′1 = { s′| dB ( s′, s1 ) = 0 且

dA - B ( s′, s1 ) = 0 , s′∈U} = { s′| dA ( s′, s1 ) = 0 , s′∈

U} = [ s1 ]A ;

2) 如果[ s ]B - [ s1 ]A ≠Á ,取 s2 ∈[ s]B - [ s ]A ,

令 V′2 = { s′| dB ( s′, s2 ) = 0 且 dA - B ( s′, s2 ) = 0 , s′

∈U} = { s′| dA ( s′, s2 ) = 0 , s′∈U} = [ s2 ]A ;

3) 如果[ s ]B - [ s1 ]A - [ s2 ]A ≠Á ,取 s3 ∈[ s]B

- [ s1 ]A - [ s2 ]A , 令 V′3 = { s′| dB ( s′, s3 ) = 0 且

dA - B ( s′, s3 ) = 0 , s′∈U} = { s′| dA ( s′, s3 ) = 0 , s′∈

U} = [ s3 ]A ;

…

在上述步骤中 , [ s ]B 中的对象是有限的 ,所以必

存在正整数 n使得在 n步骤时[ s]B - [ s1 ]A - [ s2 ]A -

⋯ - [ sn ]A = Á ,即 [ s]B = [ s1 ]A ∪[ s2 ]A ∪ ⋯ ∪

[ sn ]A . 令Γ4 = { [ s1 ]A , [ s2 ]A , ⋯, [ sn ]A } ,显然Γ4 Α
Γ1 ,使得 H = ∪V′∈Γ4 V′. □

基于定理 5 ,利用幂代数的基本思想进一步定

义不同拓扑空间之间的关系运算.

定义 6 　令 P为论域 U 的所有可能的拓扑空间

的集合 ,即 P = { (U ,ΓC) | C Α A} ,其中 A 为信息系

统〈U , A〉的属性集 ,则 P 称为拓扑世界空间. 任取

(U ,ΓA ) , (U ,ΓB ) ∈P ,定义它们之间的两种关系运

算 :

1) (U ,ΓA ) Α+ (U ,ΓB ) 当且仅当 V A ∈ΓA ,

ϖV B ∈ΓB ,使得 V A Α V B ;
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2) (U ,ΓA ) Β + (U ,ΓB ) 当且仅当 V B ∈ΓB ,

ϖV A ∈ΓA ,使得 V B Α V A .

在论域 U 已知的情况下 , (U ,ΓA ) Α+ (U ,ΓB )

和 (U ,ΓA ) Β + (U ,ΓB ) 可以分别简写为ΓA Α+ΓB 和

ΓA Β + ΓB .

定理 6 　在拓扑世界空间 P中 ,对任意 (U ,ΓA ) ,

(U ,ΓB ) ∈P ,如果 B Α A , (U ,ΓA ) Α+ (U ,ΓB ) .

定义 7 　对任意 (U ,ΓA ) , (U ,ΓB ) ∈P ,如果 B

Α A ,则称 (U ,ΓA ) 内包含于 (U ,ΓB ) , 记为 (U ,ΓA )

Α 3 (U ,ΓB ) .

显然 ,由定理 6 可知 ,如果 (U ,ΓA ) Α 3 (U ,ΓB ) ,

则必然有 (U ,ΓA ) Α+ (U ,ΓB ) ;反之不然.

定理 7 　在拓扑世界空间 P 中 ,拓扑空间及其

之间的关系 Α 3 构成一个格 ,用二元组〈P; Α 3 〉表

示.

证明 　对 Π (U ,ΓA ) , (U ,ΓB ) , (U ,ΓC) ∈P ,显

然 (U ,ΓA ) Α 3 (U ,ΓA ) ,故 Α 3 是自反的 ;如果 (U ,

ΓA ) Α 3 (U ,ΓB ) 且 (U ,ΓB ) Α 3 (U ,ΓA ) ,则 B Α A 且

A Α B ,所以 A = B ,于是 (U ,ΓA ) = (U ,ΓB ) ;如果

(U ,ΓA ) Α 3 (U ,ΓB ) 且 (U ,ΓB ) Α 3 (U ,ΓC) ,则 B Α
A 且 C Α B ,从而 C Α A ,于是 (U ,ΓA ) Α 3 (U ,ΓC) ,

这说明 Α 3 具有传递性. 因此 , Α 3 是 P上的偏序关

系 ,〈P; Α 3 〉为偏序集.

其次 ,对 Π (U ,ΓA ) , (U ,ΓB ) ∈P ,显然 (U ,ΓA )

Α 3 (U ,ΓA ∩B ) , (U ,ΓB ) Α 3 (U ,ΓA ∩B ) . 如果 ϖ (U ,

ΓC) ∈P ,使得 (U ,ΓA ) Α 3 (U ,ΓC) , (U ,ΓB ) Α 3 (U ,

ΓC) ,则 C Α A 且 C Α B ,于是 C Α A ∩B ,从而 (U ,

ΓA ∩B ) Α 3 (U ,ΓC) . 这说明 ,在拓扑世界空间 P中任

意两个拓扑空间 (U ,ΓA ) 和 (U ,ΓB ) 都有最小上界

(U ,ΓA ∩B ) . 同理可证 ,任意两个拓扑空间 (U ,ΓA ) 和

(U ,ΓB ) 也都有最大下界 (U ,ΓA ∪B ) . 综上所述 ,〈P;

Α 3 〉是一个格. □

求两个拓扑空间 (U ,ΓA ) , (U ,ΓB ) 的最大下界

和最小上界可分别看作是两种运算 , 记为 ∩3 和

∪3 . 最大下界 (U ,ΓA ∪B ) = (U ,ΓA ) ∩3 (U ,ΓB ) ,最

小上界 (U ,ΓA ∩B ) = (U ,ΓA ) ∪3 (U ,ΓB ) . 另外 , 在

拓扑世界空间 P上定义一个“补”运算～ 3 :～ 3 (U ,

ΓB ) = (U ,ΓA - B ) ,其中 A 为信息系统〈U , A〉的属性

集. 于是进一步得到关于拓扑世界空间 P 的下列性

质.

定理 8 　代数系统〈P; ∪3 , ∩3 , ～ 3 〉是有限

布尔代数 ,其 0 元和 1 元分别是 (U ,ΓA ) 和 (U ,ΓÁ ) ,

其中 A 为信息系统〈U , A〉的属性集 ,ΓÁ = { U} .

定理 9 　〈P; ∪3 , ∩3 , ～ 3 〉具有布尔代数所

具有的性质 ,如对 Π (U ,ΓA ) , (U ,ΓB ) ∈P , (U ,ΓA )

∪3 (U ,ΓB ) = (U ,ΓB ) ∪3 (U ,ΓA ) , (U ,ΓA )

∩3 (U , ΓB ) = (U ,ΓB ) ∩3 (U ,ΓA ) 等.

这样 ,布尔代数〈P; ∪3 , ∩3 , ～ 3 〉的许多性

质都可以在粒度计算中发挥作用 ,丰富了粒度计算

的理论体系.

4 　结 　　语
　　粒度计算已经成为人工智能研究的热点之一 ,

已在许多领域中得到了应用. Rough 集和商空间等

都是粒度计算的方法. 虽然它们都已形成了自己的

理论体系 ,但是 Rough 集理论只是把论域当作一个

点集来研究 ,没有考虑元素之间没有拓扑关系 ;商空

间理论主要是将论域划分成若干个等价类而形成新

的论域 ———粒度空间 ,但商空间理论也仅仅限于同

一个粒度世界进行研究 ,而没有涉及不同粒度世界

之间关系的理论分析. 所以 ,粒度计算的理论基础仍

然比较欠缺 ,很多问题还无法完成定性或定量的理

论分析 ,众多的粒度计算方法也很难统一到同一个

理论框架. 但完备的粒度计算理论体系的构建是一

项复杂而艰巨的工作 ,作者将会尽最大的努力 ,进一

步把该课题研究引向深入 ,更希望有兴趣的同行加

入这个研究当中.
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子神经网络对反应器建模 ,最大训练次数 50 000 ,网

络结构为 722521. 表 5 显示出 4 种模型泛化结果 ,图

4 是这 4 种模型收率预测值. 可以看出 ,QNN 能够

很好地跟踪丙烯腈收率的变化.

表 5 　模型泛化结果对比

模型
泛化误差

GMSE

泛化最大误差

MAXE

误差绝对值

| e| ≤1

BP 0. 649 0 2. 924 2 54

RBF 0. 940 6 4. 047 0 53

Qubit NN 0. 776 3 2. 339 8 45

QNN 0. 309 3 2. 048 0 59

图 4 　4 种网络收率预测值

5 　结 　　语
　　本文在量子理论的框架下 ,解释了神经元处理

信息的机制 ,提出了量子神经元计算模型. 采用人工

数据集和实际数据集作为分类对象 ,实验结果显示

该神经元组成的网络与其他经典神经元组成的网络

相比 ,在相同的网络结构和训练算法下 ,具有较好的

分类结果和较短的训练时间. 以丙烯腈数据作为建

模对象 ,仿真实验也显示出该神经元网络具有较强

的泛化能力 ,能够很好地跟踪丙烯腈的变化. 进一步

的研究主要有 :1) 量子神经元是模拟量子受控非门

的 ,这是它的理论基础 ,希望能够在数学上进一步证

明这种模拟的科学性 . 2) 拓展量子神经元的应用领

域.
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