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摘　要: 通过实例对几种具有代表性的用以训练BP 网络权值的改进算法进行性能对比研究。首先分析

了基于标准梯度下降法和基于标准数值优化方法获得的各种改进算法的优缺点, 然后对各种改进算法

在训练中所需的收敛时间及其所达误差进行对比分析。其结果为选择训练网络的算法, 开阔人们对算法

改进的思路提供了一些借鉴。
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Abstract: A comparative study on som e typ ical faster learn ing algo rithm s of BP netw o rk s is p ropo sed.

F irst ly, the advan tages and disadvan tages of tw o m ain catego ries, the fast a lgo rithm s based on standard

steepest descen t and standard num erical op tim ization, are analysed by m eans of their w o rk p rincip les.

T hen the comparative study on convergence tim es and erro r perfo rm ance of tra in ing of tho se faster a lgo2
rithm s is done by tw o num erical examp les. T he study can be used fo r the reference in selecting learn ing

algo rithm s and develop ing h igh perfo rm ance algo rithm s.
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1　引　　言

　　20 世纪 80 年代中期以来, 多层前向网络的反

向传播算法 (BP 算法) 一直备受人们的关注。事实

上, 传统的基于标准梯度下降法的BP 算法在求解

实际问题时, 常因收敛速度太慢而影响求解质量。为

此, 人们在标准BP 算法的基础上进行了许多有益

的改进, 提出不少基于非线性优化的训练算法, 可使

网络训练的收敛速度比标准梯度下降法快数十乃至

数百倍。

本文将改进算法分为两大类: 1) 基于标准梯度

下降的改进方法, 此类算法是由标准梯度下降法发

展而来的, 其中选用附加动量的BP 算法、学习速率

可变的BP 算法和弹性BP 算法进行性能对比研究;

2) 基于标准数值优化的改进方法, 其中选用共轭梯

度法、拟牛顿法和L evenberg2M arquard t 法进行性

能对比研究。

本文首先给出各种算法的计算公式及其工作原

理, 并从理论上分析了各自的优缺点, 然后通过两个

实例详细地进行性能的对比研究, 最后给出了结论。
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2　基于标准梯度下降的方法[ 1, 2 ]

　　 标准的BP 算法是基于梯度下降法, 通过计算

目标函数对网络权值和阈值的梯度进行修正的。改

进算法大多是在标准梯度下降法的基础上发展起来

的, 它们只用到目标函数对权值和阈值的一阶导数

(梯度) 信息。

标准梯度下降法权值和阈值修正的迭代过程可

表示为

X
(k+ 1) = X

(k ) - Αý f (X (k) ) (1)

其中, X
(k ) 为由网络的所有权值和阈值组成的向量,

Α为学习速率, f (X (k ) ) 为目标函数 (采用目标函数而

不采用误差函数是因为有时性能指标中含有误差之

外的其它项) , ý f (X (k ) ) 表示目标函数的梯度。

标准BP 算法虽然为训练网络提供了简单而有

效的方法, 但由于训练过程中 Α为一较小的常数, 因

而存在收敛速度慢和局部极小问题。为解决这些问

题, 人们提出许多改进算法, 其中较有代表性的有以

下几种。

2. 1　附加动量的 BP 算法

附加动量的BP 算法权值修正的迭代过程可表

示为

X
(k+ 1) = m c (X (k ) - X

(k - 1) ) -

(1 - m c) Αý f (X (k ) ) (2)

其中 0 ≤m c ≤ 1 为动量常数。

附加动量的引入可使网络权值的变化不仅反映

局部的梯度信息, 而且反映误差曲面最近的变化趋

势。这一算法虽然在一定程度上解决了局部极小问

题 (对于大多数实际应用问题, 这一能力也极为有

限) , 但其训练速度仍然很慢。

2. 2　学习速率可变的 BP 算法

在标准BP 算法中, 学习速率 Α在训练过程中始

终保持恒定。变学习速率的基本思想是: 在保持训练

稳定的前提下, 使每次用于修正权值的迭代步长尽

可能大。其过程可表示为

X
(k+ 1) = X

(k) - Α(k) ý f (X (k ) ) (3)

　　这一策略在误差增加不太大的范围内, 能提高

学习速率, 在局部区域获得一个近最优的学习速率,

从而得到比标准BP 算法更快的收敛速度。然而, 在

ý f (X (k) ) 很小的情况下, 仍然存在权值的修正量很

小的问题, 致使学习效率降低。

2. 3　弹性 BP 算法

BP 网络通常采用 Sigm o id 隐含层。当输入的

Sigm o id 函数很大时, 斜率接近于零, 这将导致算法

中的梯度幅值很小, 可能使对网络权值的修正过程

几乎停顿下来。弹性BP 算法只取偏导数的符号, 而

不考虑偏导数的幅值。其权值修正的迭代过程可表

示为

X
(k+ 1) = X

(k ) - deltaX
(k ) sign (ý f (X (k) ) ) (4)

　　在弹性BP 算法中, 当训练发生振荡时, 权值的

变化量将减小; 当在几次迭代过程中权值均朝一个

方向变化时, 权值的变化量将增大。因此, 弹性BP 算

法的收敛速度要比前几种方法快得多, 而且算法并

不复杂, 也不需要消耗更多的内存。

以上 4 种算法的存储量要求相差不大, 而各算

法的收敛速度却依次加快。其中, 弹性BP 算法的收

敛速度远快于前 3 种。大量实际应用已证明弹性BP

算法是非常有效的。

3　基于数值优化方法的网络训练算法

　　 将上述几种基于一阶梯度的方法用于简单问

题时, 往往可以很快地收敛到期望值。然而, 当用于

较复杂的实际问题时, 除弹性BP 算法外, 其余算法

在收敛速度上都存在一定的问题。

BP 网络的训练实质上是一个非线性目标函数

的优化问题。人们对非线性优化问题的研究已有数

百年的历史, 而且不少传统数值优化方法收敛也较

快, 因而人们自然想到采用基于数值优化的算法对

BP 网络的权植进行训练。与梯度下降法不同, 基于

数值优化的算法不仅利用了目标函数的一阶导数信

息、而且往往利用了目标函数的二阶导数信息[3 ]。这

类算法包括拟牛顿法、L evenberg2M arquard t 法和

共轭梯度法, 它们可以统一描述为

f (X (k+ 1) ) = m in
Α

f (X (k ) + Α(k)
S (X (k ) ) )

X
(k+ 1) = X

(k) + Α(k)
S (X (k) )

(5)

其中, X
(k ) 为网络的所有权值和阈值组成的向量,

S (X (k) ) 为由X 各分量组成的向量空间的搜索方向,

Α(k ) 为在 S (X (k) ) 方向上使 f (X (k+ 1) ) 达到极小的步

长。这样, 网络权值的寻优便可分为以下两步: 1) 首

先确定当前迭代的最佳搜索方向; 2) 在此方向上寻

求最优迭代步长。下面讨论的 3 种方法, 其区别正在

于对最佳搜索方向的选择上有所不同。

3. 1　拟牛顿法

　　牛顿法是一种常见的快速优化方法, 其收敛速

度比一阶梯度法快。但由于牛顿法中用到 Hessian
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矩阵 (二阶导数矩阵) , 而导致计算复杂性增加。

为此, 人们在牛顿法的基础上, 提出一类无需计

算二阶导数矩阵及其求逆运算的方法。这类方法一

般是利用梯度信息或一个近似矩阵去逼近 H
(k )。比

较典型的有 B FGS 拟牛顿法和一步正切拟牛顿

法[1 ]。

3. 2　L evenberg-M arquardt 法

众所周知, 梯度下降法在最初几步下降较快, 但

随着接近最优值, 由于梯度趋于零, 致使目标函数下

降缓慢; 而牛顿法则可在最优值附近产生一个理想

的搜索方向。L evenberg2M arquard t 法实际上是梯

度下降法和牛顿法的结合, 它的优点在于网络权值

数目较少时收敛非常迅速。

3. 3　共轭梯度法

梯度下降法收敛速度较慢, 拟牛顿法计算较复

杂, 而共轭梯度法则力图避免两者的缺点。共轭梯度

法的第一步是沿负梯度方向进行搜索, 然后再沿当

前搜索的共轭方向进行搜索, 从而可以迅速达到最

优值。

共轭梯度法比大多数常规的梯度下降法收敛

快, 并且只需增加很少的存储量和计算量。对于权值

很多的网络, 采用共轭梯度法不失为一种较好的选

择。

综上所述, 考虑到算法所需的存储量和收敛速

度, 在选择算法对网络进行训练时, 可以遵循以下原

则:

1) 当网络参数很少时, 可选用牛顿法或

L evenberg2M arquard t 法;

2) 当网络参数适中时, 可选用拟牛顿法;

3) 当网络参数很多时, 考虑到存储容量问题,

不妨选择共轭梯度法。

需要指出的是, 本文述及的所有算法均存在局

部 极 小 问 题。就 经 验 而 言, 对 大 多 数 问 题,

L evenberg2M arquard t 法可获得较好的结果。然而,

这一结论并没有任何理论依据, 所以对网络应使用

不同的初始值进行多次训练。此外, 还可采用其它全

局优化算法 (如模拟退火法和遗传算法等) 来解决

局部极小问题。

4　数值实验

　　本节给出两个例子, 均在M A TLAB 5. 3 环境下

进行。第 1 个例子是利用神经网络的非线性逼近特

性对一个非线性函数对象进行逼近; 第 2 个例子是

利用神经网络对一个真实的非线性直流电机进行建

模。

411　非线性函数的逼近

构造非线性函数对象[4 ] 为

y (k ) =
y (k - 1)

1 + y 2 (k - 1) + u 3 (k - 1) (6)

训练用输入信号取为

u (k ) = 0. 2sin
2Πk
25

+ 0. 3sin
Πk
15

+ 0. 3sin
Πk
75

(7)

　　将信号 (7) 作为非线性对象 (6) 的输入信号, 取

k 从 0 到 200 的输入 ö输出作为训练样本。网络训练

样本的输入 ö输出关系如图 1 所示。

图 1　 输入 ö输出关系曲线

　　在M A TLAB 5. 3 中, 如果希望一个网络完成某

种功能, 则可通过调用函数 new ff 实现网络的创建,

然后调用函数 t ra in 对所建网络 new ff 进行训练。

函数new ff 带有4个参数。对于一个输入节点数

为R 的网络, 第 1 个参数是一个R 3 2 的矩阵, 其中,

第 i 行的两个元素依次为所有输入样本中对应于第

i 个输入的最小和最大范围; 第 2 个参数是给出各层

神经元个数的数组; 第 3 个参数是各层采用的激活

函数的名称; 第 4 个参数是所选用的网络训练算法

的名称。new ff 的返回值是一个经过初始化的网络

对象。本例中, 用于对非线性函数逼近的网络可创建

如下

p = [ud , y d ]

net = new ff (m in m ax (p ) , [ 5, 1 ],

　　 {′tan sig′, ′p u relin′}, ′t ra ingd′) (8)

其中, ud 和 y d 分别为输入和输出信号的一阶延时构

成的向量。在神经网络工具箱中, 前述各种训练算法

已编制成õm 文件, 设计者只需在 new ff 的第 4 个参

数中选用希望采用的算法名称, 便可调用函数 tra in

对所建网络进行训练。函数 tra in 有 3个参数: 第 1个

参数是由new ff 创建的网络名称; 第2个参数是输入
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矩阵; 第 3 个参数是期望输出矩阵。

net = tra in (net, p , y ) (9)

　　 在式 (8) 和 (9) 中, u d 和 y d 组成输入矩阵 p , 网

络的期望输出为 y ,m inm ax (p ) 为取得输入向量的

最小到最大的范围。网络的第 1 层 (即隐含层) 含有

5 个节点, 第 2 层 (即输出层) 含有 1 个节点; 隐含层

采用 tan2Sigm o id 函数, 输出层采用线性 pu relin 函

数。所选训练算法 t ra ingd 为标准的梯度下降法。

作为对比研究, 我们始终采用式 (8) 中的网络

结构 (只改变最后的算法参数) , 并采用式 (9) 对网

络进行训练, 以此来观察各种训练算法的收敛速度。

训练中, 以固定最大迭代次数 20 000 为标准。

网络的初始化采用 in itnw 初始化函数, 它可使每一

层神经元的激活区域大致均匀地分布在输入空间。

表 1 给出了 3 种算法收敛速度的比较。表中的数据

均为 5 次训练的平均值。
表 1　3 种算法的收敛速度比较

函　数 算法描述 时间 ( s) 均方误差

traingda 变学习速率的BP 算法 448. 30 0. 000 265 96

traingdm 附加动量的BP 算法 457. 75 0. 002 190 00

(动量因子m c = 0. 9)

traingd 标准梯度下降法 446. 38 0. 003 834 69

(标准BP 算法)

　　由表 1 可见, 3 种方法所用时间均在 400s以上。

在误差的变化方面, 学习速率可变的BP 算法的收敛

速度比其它两种快得多, 已达到 0. 000 1 的数量级。

鉴于弹性BP 算法和基于数值优化算法的收敛

速度很快, 我们用固定目标函数 (均方误差)M SE =

0. 000 1 来进行性能的对比实验, 使各算法一直迭代

到满足目标要求为止。5 次成功训练的平均值如表 2

所示。表中给出了M A TLAB 5. 3 中所有 4 种不同的

共轭梯度法和 2 种不同的拟牛顿法的训练结果。

　　不难看出, 表 2 给出的 8 种算法无论是运算时

间, 还是收敛精度, 均比表 1 中的 3 种算法优越得

多, 二者不在同一个数量级上。由此可见, 在标准梯

度下降法基础上改进的算法, 所取得的进步是很有

限的。要想在数量级上有所突破, 必须转变思路。基

于数值优化的方法便是一个有益的尝试。在今后的

研究与应用中, 应采用这些现成软件编制好的训练

网络算法, 以提高网络设计的精度, 灵活地应用于实

际问题。

4. 2　利用神经网络逼近非线性直流电机的输入 ö
输出特性

　　 下面对具有非线性摩擦力影响的直流电机的

输入 ö输出特性进行神经网络建模, 并采用不同的

训 练算法进行对比。实际控制系统包括一台

Pen t ium 200 微机, 一块内置于计算机的 12 位A öD
和D öA 转换板, PWM 功率放大电路, 直流力矩电动

机及直流测速发电机。模拟电压输入范围和输出控

制电压范围均为[ - 5, 5 ]V , 模数转换后的数字量范

围均为 [ - 2 048, 2 048 ]。为方便起见, 输入和输出

均采用数字量。

给电机系统输入幅值为 300, 周期为 10s 的正弦

信号, 在 5m s 的采样周期下, 获得电机的真实输出

(即转速信号)。实际电机的输入 ö输出如图 2 所示。

由图可以看出, 系统存在严重的非线性特性。

　　假设电机模型为一阶系统, 即输入 ö输出关系

为

y (k ) = f (y (k - 1) , u (k - 1) ) (10)

　　 采用输入和输出的一阶延时作为网络的输入,

在目标均方误差M SE = 2 的条件下训练网络。仍采

用例1的网络结构new ff 训练网络模型, 训练集样本

数为 2 000 个。

　 表 2　 快速训练算法的收敛速度对比

函　数 算 法 描 述 时间 ( s) 迭代次数

traincgf F letcher2Pow ell 共轭梯度法, Β(k) =
g T

k g k

g T
k- 1g k- 1

14. 34 238

traincgb Po lak2R ibiere 共轭梯度法, Β(k) =
∃g T

k- 1g k

g T
k- 1g k- 1

12. 32 216

traincgb Pow ell2Beale 共轭梯度法 10. 11 167

trainscg Scaled 共轭梯度法 11. 76 263

trainbfg BFGs 拟牛顿法 4. 34 71

traino ss 一步割线拟牛顿法 22. 50 437

train lm L evenberg2M arquardt 法 0. 77 7

train rp 弹性BP 算法 50. 20 2 239
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图 2　 实际电机输入 ö输出关系

　　实验表明, 采用标准梯度下降法、附加动量的

BP 算法和学习速率可变的BP 算法训练网络模型,

将无法达到性能目标。我们曾采用可变学习速率的

BP 算法训练了 3 小时, 训练的误差离目标相差仍甚

远。

经过多次实验, 除 t ra in scg 共轭梯度法外, 其余

3 种共轭梯度法均在离目标较远的点陷入局部极小

值, 使得搜索步长趋近于零而终止训练。虽然

t ra in scg 法没有陷入局部极小值, 但收敛也很慢。曾

进行 100 000 次迭代, 耗时近 3 小时, 均方误差M SE

才达到 22. 829 5 (考虑到输出信号的幅值, 这个结果

勉强可以接受)。拟牛顿法中的 tra ino ss 法收敛速度

也很慢, 根本无法使用。

最后, 只有表 3 给出的 3 种方法能较快地达到

训练要求。由此可见, 在实际应用中, 应针对具体问

题尝试多种算法训练网络, 以达到最佳效果。另外,

从 两 个 例 子 还 看 出,B FGs 拟 牛 顿 法 和

L evenberg2M a rqua rd t法均有上乘表现, 而后者的
表 3　3 种算法的比较

函　数 算 法 描 述
时间

( s)

迭代

次数

train rp 弹性BP 算法 314. 12 3 483

trainbfg BFGs 拟牛顿法 29. 50 133

train lm L evenberg2M arquardt 法 10. 27 45

收敛速度最快, 在相同的误差目标下所花费的时间

之短, 是其它算法无法比拟的。

5　结　　语

　　本文对几种训练BP 网络权值的改进算法进行

了性能上的对比研究。研究表明, 无论是用于非线性

函数逼近还是用于非线性系统建模, 基于标准数值

优化方法的各种改进算法, 均比基于标准梯度下降

法的改进算法在收敛速度方面提高一个数量级以

上。这便为采用神经网络对复杂系统进行建模与控

制提供了可行的依据。尽管数值优化法运用起来较

为复杂, 但在软件工具 (如M A TLAB 神经网络工具

箱)的帮助下, 只要进行函数的简单调用即可。然而,

我们所研究的算法均存在陷入局部极小值的可能

性, 这一问题可通过其它途径加以解决。
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