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具有时变时滞的线性大系统的稳定条件
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摘　要: 通过对系统微分方程解的估计, 讨论一类具有时变时滞的线性大系统的稳定性, 所导出的稳定

性判别条件包括系统与时滞无关和与时滞相关稳定的充分条件。然后讨论了大系统的鲁棒稳定条件, 并

与相关文献进行比较。计算实例表明, 所得出的结果改进了现有文献的研究结果。
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Abstract: T he stab ility condit ions fo r a class of linear large2scale t im e2varying delay system s are dis2
cussed by estim ating the so lu tion of differen tia l equation. Several delay2independen t and delay2depen2
den t stab ility criteria fo r such system s are deduced. Robust stab ility fo r th is class of system s is then

discussed also. A classical examp le is given to illustra te the resu lt and som e comparisons.
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1　引　　言

　　具有时变时滞的线性大系统具有广泛的工程背

景, 近 10 年来已有大量文献对该类系统的绝对稳定

性进行研究。文献[ 1, 2 ]使用通用线性系统模型, 通

过求解L yapunov 方程获得了一些研究结果。[ 3 ]利

用比较原理和M 2矩阵特性提出具有时滞的线性大

系统稳定的某些条件。[ 4, 5 ]利用准对角占优阵技术

进一步研究了时滞线性大系统的稳定性判据。作为

R azum ikh in 一类理论的应用, [ 6～ 8 ]给出了随机大

系统稳定的条件。最近, [ 9 ]建立了一种改进的

R azum ikh in 型理论, 通过运用这种理论得到一些新

的系统与时滞无关稳定的条件, 其结果降低了有关

研究结果的保守性。[ 10, 11 ]在前人研究的基础上建

立了更一般的R azum ik in2理论。

迄今为止, 上述文献均未讨论具有时滞的线性

大系统与时滞相关稳定的条件, 当系统时滞较小时,

这些与时滞无关的稳定性判据则可能偏于保守。本

文不仅讨论了系统与时滞无关稳定的条件, 而且研

究了系统与时滞相关稳定的条件。由于本文仅需假

定时滞为一有界非负函数, 因而所得结果适用于变

时滞系统。

　　研究具有时变时滞的线性大系统稳定的方法主

要有以下两种: 1) 利用L yapunov 稳定性理论; 2)求
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解系统微分方程的一般解, 通过对解的估计来获得

系统的稳定条件。第1种方法常需利用L yapunov

矩阵代数方程建立系统稳定性与系统矩阵特征值之

间的关系, 需借助于事先指定的正定矩阵去求解

L yapunov 矩阵代数方程, 而这一事先指定的正定矩

阵的特征值与系统矩阵的特征值之间目前尚无直接

可供利用的关系。另外, 由于合适的L yapunov 泛函

难以构造, 加之在推导过程中不等式的放大处理, 可

能导致所得结果偏于保守。第 2 种方法的有效性取

决于对微分方程解结构的处理。本文的研究结果将

系统的稳定性直接与系统矩阵的特征值相关联, 应

用实例表明了本文方法的有效性。

2　预备知识

　　 考虑如下具有状态时滞和连接时滞的线性大

系统的稳定性

xαi ( t) = A ix i ( t) + A iix i ( t - Σii ( t) ) +

∑
N

j= 1, i≠j

A ijx j ( t - Σij ( t) ) , 　t ∈ (0, + ∞)

x i ( t) = <i ( t) , 　t ∈ [ - h , 0 ]; i, j ∈ 1, 2, ⋯,N

(1)

式中, x i = [x i1　x i2　⋯　x in i
]T ∈R n i 为状态向量;

A i ∈R n i×n i,A ii,A ij 为适当维数的常数矩阵; 5 i ( t) ∈

R n i 为初始向量; Σij ( t) 为时滞 (为一非负有界函数) ;

∑
N

i= 1
n i = n , h i = m ax

j
Σij ( t) , h = m ax

i
h i 分别为各子系

统对第 i 个子系统的最大时滞和所有子系统的最大

时滞界。

为便于讨论, 首先给出如下引理:

引理1　设A ∈R n×n 为一H u rw itz稳定阵, 则对

任一给定的实数 0 < Ε< m in{ûR eΚi (A ) û}, i = 1, 2,

⋯, n , 存在实数M > 0, 使得

‖exp (A t)‖≤M exp (- Εt) , 　t ≥ 0 (2)

　　证明略。

　　引理2[12 ]　设F ∈ [R n [R + ×R + ×R n ], 每一对

( t, s) 关于 x 单调非减, 则有

x ( t) ≤ x 0 ( t) +∫
t

0
F ( t, s, x (s) ) ds

式中, x , x 0 ∈R n [R + ]。设 r ( t) 是在[ t0, ∞) 上方程

x ( t) = x 0 ( t) +∫
t

0
F ( t, s, x (s) ) ds

满足初始条件 x ( t0) ≤ r ( t0) 的最大解, 则有 x ( t) ≤

r ( t) , t ≥ t0。

引理 3　设A i ∈R n i×n i 为H u rw itz 矩阵, i = 0,

1, ⋯,N , 如果存在实数

0 < Εi < m in
j= 1, 2, ⋯, n i

{ûR eΚj (A i) û}, 　i = 1, 2, ⋯,N

使由式 (3) 定义的N ×N 矩阵C = (cij ) , 其中

cij =
Εi - ‖A ii‖, 　j = i

- ‖A ij‖, 　 j ≠ i
(3)

为一M 2矩阵, 则系统 (1) 渐近稳定。

证明　系统 (1) 的一般解为

x i ( t) = exp (A i t) x i (0) +∫
t

0
exp (A i ( t - s) ) ×

∑
N

j= 1

A ijx j (s - Σij (s) ) ds

i = 1, 2, ⋯,N (4)

对式 (4) 两边取范数, 得

‖x i ( t)‖≤

‖exp (A i t)‖‖x i (0)‖ +

∫
t

0
‖exp (A i ( t - s) )‖∑

N

j= 1
‖A ij‖×

‖x j (s - Σij (s) )‖ds

根据引理 1, 必存在有界正实数M , 使得

‖x i ( t)‖≤

M exp (- Εi t)‖x i (0)‖ +

∫
t

0
M exp (- Εi ( t - s) )∑

N

j= 1
‖A ij‖×

‖x j (s - Σij (s) )‖ds (5)

成立。记

y j (s) = sup
Σ∈[0, h ]

‖x j (s - Σ)‖

y j (0) = sup
Σ∈[0, h ]

‖x j (- Σ)‖

则 y j ( t) ≥‖x j ( t)‖, 　j = 1, 2, ⋯,N

　　引进上述记号, 从式 (5) 易得

‖x i ( t)‖öM ≤

exp (- Εi t) y i (0) +

∫
t

0
exp (- Εi ( t - s) )∑

N

j= 1
[‖A ij‖y j (s) ]ds (6)

显然, 不等式 (6) 右端是如下微分方程的解

yαi ( t) = - Εiy i ( t) + ∑
N

j= 1, j≠i

‖A ij‖y j ( t)

i = 1, 2, ⋯,N (7)

记Y( t) = [y 1 ( t)　y 2 ( t)　⋯　yN ( t) ]T , 则微分方程

(7) 可改写成

Yα( t) = - CY( t) (8)

记 R ( t) = [ r1 ( t)　r2 ( t)　⋯　rN ( t) ]T 为微分方程

(8) 的最大解, 根据引理 2 和式 (6) , 有‖x j ( t)‖≤

M r j ( t) , j = 1, 2, ⋯,N 。当引理条件成立时, 系统 (8)
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渐近稳定, 因此系统 (1) 是渐近稳定的。(证毕)

3　主要结果

3. 1　 具有时变时滞的线性大系统与时滞无关稳定

的条件

下面讨论针对系统 (1) 中各 Σij 有界但没有更多

信息可供利用的情形下, 系统 (1) 的稳定性问题。

定理 1　设A i ∈R n i×n i 为H u rw itz稳定矩阵, 如

果由式 (9) 定义的N ×N 检验矩阵 F = (f ij ) , 其中

　f ij =
- m ax

j= 1, 2, ⋯, n i

R eΚj (A i) - ‖A ii‖, 　j = i

- ‖A ij‖, 　j ≠ i

(9)

为M 2矩阵, 则系统 (1) 渐近稳定。

证明　因 F = (f ij )N ×N 为M 2矩阵, 根据连续

函数的性质, 必存在满足引理2的Εi, i = 1, 2, ⋯,N ,

使引理2中的C 为一M 2矩阵。再由引理2, 易知定理

成立。

注 1　 文献 [ 10 ] 根据 R azum ikh in2型理论, 给

出一个关于系统 (1) 渐近稳定的充分条件为N ×N

的检验矩阵 E = (eij ) , 其中

eij =
Κm (Q i) - 2ΚM (P i)‖A ii‖2, 　i = j

- 2ΚM (P i)‖A ij‖2, 　i ≠ j
(10)

A T
i P i + P iA i = - Q i (11)

为一M 2矩阵, 这等价于检验 E
(1) = (e

(1)
ij ) , 其中

e (1)
ij =

- Κm ax (A i) -
- 2ΚM (P i) Κm ax (A i)

Κm in (Q i)
‖A ii‖2, 　i = j

2ΚM (P i) Κm ax (A i)
Κm in (Q i)

‖A ij‖2, 　i ≠ j

(12)

是否为M 2矩阵。设x 为A i 对应于具有最大实部的特

征值 Κ的特征向量, 即 Κ满足 m ax
j = 1, 2, ⋯, n i

R eΚj (A i) =

R e (Κ)。用 xH 和 x (xH 是 x 的共轭特征向量) 分别左

乘以和右乘以式 (11) , 得

xH (Κλ + Κ) P ix = - xHQ ix

式中 Κλ是 Κ的共轭值。由于

　　 - 2R e (Κ) Κm ax (P i)‖x‖2 ≥

　　 - xH (Κλ + Κ) P ix =

　　　xTQ ix ≥ Κm in (Q i)‖x‖2

所以 　 　
- 2Κm ax (P i)m ax (R eΚ(A i) )

Κm in (Q i)
≥ 1

这表明E
(1) = (e

(1)
ij ) 为M 2矩阵蕴含F = (f ij ) N ×N 为

M 2矩阵, 故本文结果改进了文献[ 9 ] 的结论。

注2　文献[ 4 ] 通过构造一向量L yapunov 泛函

并运用比较原理, 得到一系列 (1) 渐近稳定的条件

是检验N ×N 矩阵 S = (sij ) , 其中

sij =

Κm (Q i)
2ΚM (P i)

-
ΚM (Q i)
Κm (P i)

1ö2

‖A ii‖, 　i = j

-
ΚM (Q i)
Κm (P i)

1ö2

‖A ij‖, 　i ≠ j

(13)

是否为一对角元素为正的严格准对角占优矩阵 (等

价于一M 2矩阵)。该结论比文献 [ 9 ] 的结果更为保

守和严格, 由注 1 可知本文结论优于该结果。

注 3　 文献 [ 3 ] 给出的系统 (1) 是否渐近稳定

的条件是检验N ×N 矩阵M = (m ij ) , 其中

m ij =
- Λ(A i) - ‖A ii‖Α, 　i = j

- ‖A ij‖Α, 　　　　i ≠ j
(14)

是否为一M 2矩阵, 其中 Α= 1, 2, ⋯, ∞。这要求系

统矩阵必须是一般意义下稳定的, 即要求 Λ(A i) <

0; 而本文结果则没有这种限制。

注 4　文献[ 5 ] 在讨论系统 (1) 的稳定性时, 不

允许有对角联接时滞存在, 即要求 h ii = 0, i = 1, 2,

⋯,N 。

3. 2　 具有时变时滞的线性大系统与时滞相关稳定

的条件

下面讨论当不满足定理 1 时系统 (1) 的稳定性

问题。本节的主要任务是找到各子系统关于 Σij 的允

许时滞界h i, 使得条件0≤Σij ( t) < h i ( i∈N , j ∈N )

成立时, 系统 (1) 仍能保持渐近稳定。

设 x ( t) , t ≥ 0 是系统 (1) 的解, 因 x ( t) 在 t ≥ 0

时是连续可微的, 由文献[ 6 ], 有

x ( t - Σ) =

x ( t) - ∫
0

- Σ
xα( t + Η) dΗ, 　t ≥ Σ (15)

将式 (15) 代入 (1) , 得

xαi ( t) = A ix i ( t) + ∑
N

j= 1

A ij [x j ( t) -

∫
0

- Σ[A ix j ( t + Η) -

∑
N

l= 1

A j lx l ( t + Η- Σj l ( t) ) ]dΗ]
x i ( t) = <i ( t) , 　t ∈ [ - 2h , 0 ]; i, j ∈N

(16)

显然, 式 (1) 的稳定性等价于 (16) 的稳定性。

综合引理 2 和定理 1 的证明方法, 容易得到如

下定理:

定理 2　设A i + A ii ∈R n i×n i ( i = 0, 1, ⋯,N ) 为

H u rw itz稳定矩阵, 则当N ×N 矩阵C = (cij ) , 其中
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cij =

- m ax
j= 1, 2, ⋯, n i

R eΚj (A i + A ii) -

h i ‖A iiA i‖ + ∑
N

l= 1

‖A ilA li‖ , 　j = i

- ‖A ij‖ - h i ‖A ijA j‖ - ∑
N

l= 1

‖A ilA li‖ , 　j ≠ i

(17)

为M 2矩阵时, 系统 (1) 是渐近稳定的。

3. 3　具有时变时滞的线性大系统的鲁棒稳定性

考虑如下具有扰动的系统的稳定性

xαi ( t) =

(A i + ∃A i) x i ( t) + (A ii + ∃A ii) x i ( t - Σii ( t) ) +

∑
N

j= 1, i≠j

(A ij + ∃A ij ) x j ( t - Σij ( t) ) , 　t ∈ (0, + ∞)

x i ( t) = 5 ( t) , 　t ∈ [ - h i, 0 ]

(18)

此时记矩阵 (õ) 的扰动为 ∃ (õ) , 且各扰动具有范数

界 (对所有的 i 和 j )

‖∃A i‖≤ Αi, 　‖∃A ij‖≤ Αij (19)

采用与上述分析相同的方法, 可得如下结论:

定理 3　 设 A i ∈ R n i×n i ( i = 0, 1, ⋯,N ) 为

H u rw itz稳定阵, 则当N ×N 检验矩阵C = (cij ) , 其

中

cij =

- m ax
j= 1, 2, ⋯, n i

{R eΚj (A i) } -

‖A ii‖ - Αi - Αii, 　j = i

- ‖A ij‖ - Αij , 　j ≠ i

(20)

为M 2矩阵时, 系统 (1) 渐近稳定。

推论 1　当扰动项满足不等式

　Αi + Αii ≤- m axR eΚ(A i) - ‖A ii‖ - S i (21)

其中 　　S i = ∑
N

j= 1, j≠i

(‖A ij‖ + Αij ) (22)

时, 则系统 (1) 是渐近稳定的。

证明　根据文献[ 13, 14 ] 关于矩阵稳定性的判

别准则, 当不等式 (21) 成立时, 由式 (20) 定义的矩

阵C 必为M 2矩阵, 故推论 1 成立。

4　应用实例

　　考虑如下具有时变时滞的关联系统[2, 11 ]

xα1 ( t) =
(A 1 + ∃1) x 1 ( t) + A 11x 1 ( t - Σ11) +

A 12x 2 ( t - Σ12) + A 13x 3 ( t - Σ13)

xα2 ( t) =
(A 2 + ∃2) x 2 ( t) + A 21x 1 ( t - Σ21) +

A 22x 2 ( t - Σ22) + A 23x 3 ( t - Σ23)

xα3 ( t) =
(A 3 + ∃3) x 3 ( t) + A 31x 1 ( t - Σ31) +

A 32x 2 ( t - Σ32) + A 33x 3 ( t - Σ33)

其中

A 1 =
- 5 1

2 - 7
, 　A 2 =

- 6 2

1 - 6

A 3 =
- 7 2

1 - 5
, 　A 11 =

1 1

1 1

A 12 =
0. 1 0. 2

0. 1 0. 2
, 　A 13 =

0. 2 0. 3

0. 2 0. 3

A 21 =
0. 3 0. 2

0. 3 0. 2
, 　A 22 =

1 1

1 1

A 23 =
0. 4 0. 2

0. 4 0. 2
, 　A 31 =

0. 4 0. 3

0. 4 0. 3

A 32 =
0. 2 0. 5

0. 2 0. 5
, 　A 33 =

1 1

1 1

由式 (21) 得到的允许扰动界为

‖∃1‖ < 1. 441 8, 　‖∃ 2‖ < 1. 443 4

‖∃3‖ < 0. 799 3,

‖∃1‖ + ‖∃2‖ + ‖∃3‖ < 3. 684 5

有关该系统的近期研究结果如表 1 所示。

　　由表 1 可以看出, 本文结果明显优于其它有关

文献的研究结果。

5　结　　论

　　本文应用微分方程解估计理论和比较原理, 研
究了具有时变时滞的线性大系统与时滞相关的稳定
条件以及与时滞无关的稳定条件, 并将研究结果与
现有有关结果进行比较, 表明本文结果改进了有关
文献的研究结果。由于本文仅假定时滞非负有界, 因
此所述方法同样适用于自由时滞系统。应用实例表
明了本文方法的有效性。

表 1　系统的近期研究结果

结　果 ‖∃1‖ ‖∃2‖ ‖∃3‖　　　‖∃1‖+ ‖∃2‖+ ‖∃3‖

本　文 < 1. 441 8 < 1. 443 4 < 0. 799 3 　　< 3. 684 5

文献[ 2 ] < 0. 311 7 < 0. 583 3 < 0. 311 7 　　< 1. 206 7

文献[ 11 ] < 0. 633 6 < 0. 670 0 < 0. 285 0 　　< 1. 588 6

(下转第 162 页)
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∑
Γυ≠Συi

p Γυ
S Υ(Αυ) p F iaλ (Γυ) + ∑

m i

j= 1
p S ΥΣj

(Αυ) p F iaλ (Συj ) (10)

显然, p F iaλ (Συj ) = 0; 而当 Γυ= Συj 时, 有

p F iaλ (Γυ) = 1 - ∆, 　j = 1, 2, ⋯,m i (11)

且∑
Γυ≠Συj

p Γυ
S Υ(Αυ) = 1。由此得

p 2
aλ (Αυ) = (1 - ∆)∑

Γυ
p Γυ

S Υ(Αυ) = 1 - ∆ (12)

最后得

Q (2 , Αυ) = 1 - p 2
aλ (Αυ) ≥ ∆ (13)

(证毕)

很容易找到许多不是常可靠故障源的例子, 并

可构造不满足定理 3 的系统。

5　结　　论

　　本文研究了故障源作用下没有可靠输入数组系

统的可靠性评估, 并建立了常可靠故障源的模型, 给

出并证明了在其作用下系统可靠性的估计定理。由

上述分析及不可靠单元构成充分可靠系统的定义,

可以证明在常可靠故障源作用下的单元不可能构成

充分可靠的系统。
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