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摘　要: 针对决策者对有限方案集给出的一类两两方案比较的模糊判断矩阵, 从理论上提出关于模糊

判断矩阵一致性的定义及其性质, 为进一步研究模糊判断矩阵的方案排序等问题奠定了基础。
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Abstract: W ith regard to a k ind of fuzzy judgem ent m atrix, i. e. p reference info rm ation of pairw ise

comparison of alternatives p rovided by the decision m aker, the defin it ion and som e p ropert ies on the

consistency of fuzzy judgem ent m atrix are p ropo sed theo retically. T he resu lts lay a so lid foundation fo r

studying rank ings of alternatives based on the fuzzy judgem ent m atrix.
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1　引　　言

　　在多属性决策问题中, 为了得到最终的方案排

序结果, 常常需要决策者提供偏好信息。而在一些实

际的决策问题中, 决策者给出偏好信息的形式通常

是两两方案比较的判断结果, 这种偏好信息的形式

可由一个判断矩阵来构成。从判断矩阵中元素表示

的方法看, 判断矩阵有两大类型: 一类是A H P (A na2
lyt ic H ierarchy P rocess) 判断矩阵[1 ]; 另一类是模糊

判断矩阵[2～ 5 ]。目前, 对于A H P 判断矩阵的研究已

趋于完善[1, 6 ] , 而对于模糊判断矩阵的研究成果则甚

少。有关模糊判断矩阵的一致性问题已成为研究的

焦点之一。

本文对模糊判断矩阵的一致性进行研究, 给出

了有关的定义和性质。

2　问题描述
　　定义 1　设有论域X = {x iû i∈ I , I = 1, 2, ⋯,

n} 为决策方案或指标集, 称直积X ×X 上的一个模

糊子集 P : X ×X → [ 0, 1 ] 或 P = ∑
( i, j )

ΛP (x i, x j )
(x i, x j )

为

X 中的 (二元) 模糊关系。记 p ij = Λp (x i, x j ) , p ij 表示

方案 (或元素) x i 优于方案 x j 的程度或 x i 与 x j 的相
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对重要程度, 具体规定[5 ]:

　　1) p ij = 0. 5, 表示 x i 与 x j 同样重要;

2) 0≤p ij < 0. 5, 表示x j 比x i 重要, 且p ij 越小,

x j 比 x i 越重要;

3) 0. 5 < p ij ≤1, 表示x i 比x j 重要, 且p ij 越大,

x i 比 x j 越重要。

　　定义 2　设二元对比矩阵P = (p ij ) n×n , 若满足

下列性质:

　　1) p ii = 0. 5, Π i ∈ I;

2) p ij + p j i = 1, Π i, j ∈ I , i ≠ j。

则称矩阵 P 为模糊判断矩阵。其中性质 2) 表示矩阵

P 具有互补性质。

设方案 x i 的参考排序值 (或评价值) 为w i, 满足

w i ≥ 0, ∑
n

i= 1
w i = 1。这里w i 是一个未知量。从讨论矩

阵 P 的完全一致性角度看, 可认为 p ij 与w i,w j 之间

存在某种函数关系, 即p ij = Ν(w i,w j )。通常, 根据矩

阵 P 的互补性质, 可以分别考虑如下两种函数关

系[7, 8 ]

p ij = 0. 5 + 0. 5Υ(w i) - 0. 5Υ(w j )

　　i, j ∈ I , 　i ≠ j (1)

p ij = Υ(w i) ö[Υ(w i) + Υ(w j ) ]

　　 i, j ∈ I , 　i ≠ j (2)

其中 Υ(õ) 是单调增函数, 其值域为[ 0, 1 ]。

需要指出的是, 基于式 (1) 的矩阵 P 一致性分

析已有一些研究成果[5, 9 ] , 而基于式 (2) 的一致性分

析尚未见报道, 本文正是针对这方面展开分析与研

究的。

3　一致性及其性质

　　 定义 3　 对于模糊判断矩阵 P = (p ij ) n×n , 若

Π i, j , k ∈ I 且 i ≠ j ≠ k , 有

p ikp k j p j i = p k ip jkp ij (3)

则称矩阵 P 具有完全一致性。

由式 (3) 确定的关系式的几何含义是: 在矩阵P

中, 由元素 p ik , p k j , p j i 构成一个三角形的 3 个“顶

点”, 相应的互补元素 p k i, p jk , p ij 构成另一个三角形

的 3 个“顶点”, 并且这两个三角形的“顶点”之乘积

相等。具体形式如下

P =

p 11 p 12 p 13

p 21 p 22 p 23

p 31 p 32 p 33

对于一个判断矩阵P = (p ij ) 3×3, 若存在两个三角形

的“顶点”之乘积相等, 即 p 12p 23p 31 = p 21p 32p 13, 则该

矩阵具有完全一致性。

性质 1　对于 n 阶模糊判断矩阵 P , 基于式 (3)

可构成的三角形个数为 n (n - 1) (n - 2) ö3, 或有

n (n - 1) (n - 2) ö6 对三角形。

定义 4　 对于模糊判断矩阵 P = (p ij ) n×n , 若

Π i, j , k ∈ I 且 i ≠ j ≠ k , 满足:

1) 当 0. 5≤p ik ≤ 1, 0. 5≤p k j ≤ 1时, 有 0. 5≤

p ij ≤ 1;

2) 当 0 ≤ p ik ≤ 0. 5, 0 ≤ p k j ≤ 0. 5 时, 有 0 ≤

p ij ≤ 0. 5。

则称矩阵 P 具有弱一致性 (或满意一致性)。

性质 2　对于具有完全一致性的模糊判断矩阵

P = (p ij ) n×n , 若 Π i, j , k ∈ I 且 i ≠ j ≠ k , 则满足:

1) 当 0. 5 ≤ Κ≤ 1 时, 若 p ik ≥ Κ, p k j ≥ Κ, 则有

p ij ≥ Κ;

2) 当 0 ≤ Κ≤ 0. 5 时, 若 p ik ≤ Κ, p k j ≤ Κ, 则有

p ij ≤ Κ。
证明　 这里仅证明情况 1) , 而情况 2) 的证明

类似于 1)。

对于给定的条件: p ik ≥Κ和p k j ≥Κ, 根据判断矩

阵的互补性质, 有p k i ≤1 - Κ, p jk ≤1 - Κ。进一步有

p k ip jk ≤ (1 - Κ) 2, 或 p k ip jkp ij ≤ (1 - Κ) 2p ij。根据一

致性关系式: p k ip jkp ij = p ikp k jp j i, 有 p ikp k j p j i ≤ (1 -

Κ) 2p ij。再利用给定的条件, 有 Κ2p j i ≤ p ikp k jp j i ≤ (1

- Κ) 2p ij , 或 (1 - Κ) 2p ij ≥ Κ2 (1 - p ij ) , 即有 p ij ≥

Κ2ö(2Κ2 - 2Κ+ 1)。可见, 总有 2Κ2 - 2Κ+ 1 > 0。为

了证明 p ij ≥ Κ2ö(2Κ2 - 2Κ+ 1) ≥ Κ, 实际上只要说

明Κ2 - Κ(2Κ2 - 2Κ+ 1) ≥ 0 成立即可。而事实上, Κ2

- Κ(2Κ2 - 2Κ+ 1) = Κ(3Κ- 2Κ2 - 1) , 当 0. 5 ≤ Κ

≤ 1 时, 必有 Κ(3Κ- 2Κ2 - 1) ≥ 0, 故结论得证。

性质 2 表明: 当模糊判断矩阵具有完全一致性

时, 决策者给出的判断信息具有重要的传递性质, 它

符合人们决策思维的心理特征。由性质 2, 容易得到

下面两个推论:

推论 1　 若模糊判断矩阵 P 具有完全一致性,

则 P 必具有弱一致性。

推论 2　对于具有完全一致性的模糊判断矩阵

P = (p ij ) n×n , 若 Π i, j , k ∈ I 且 i ≠ j ≠ k , 则满足:

1) 若存在 0. 5 ≤ p ik , p k j ≤ 1, 则有 p ij =

p ikp k j ö[p ikp k j + (1 - p ik ) (1 - p k j ) ], 且 0. 5 ≤ p ij ≤

1;

70 控　　制　　与　　决　　策 2 0 0 1 年



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

2) 若存在 0 ≤ p ik , p k j ≤ 0. 5, 则有 p ij =

p ikp k j ö[p ikp k j + (1 - p ik ) (1 - p k j ) ], 且 0 ≤ p ij ≤

015。

4　一致性模糊判断矩阵的构造

　　通常情况下, 决策者给出的模糊判断矩阵 P =

(p ij ) n×n 不具有完全一致性或弱一致性, 因此希望将

一个不一致的模糊判断矩阵转化 (或修正) 为一致

性矩阵。下面给出一个定理:

定理 1　对于模糊判断矩阵 P = (p ij ) n×n , 若进

行如下数学变换

r ij = ∑
n

l= 1
p il ∑

n

l= 1

(p il + p j l) , 　Π i, j ∈ I (4)

则由此构造的矩阵R = (rij ) n×n 具有完全一致性。

证明　不难看出, 矩阵R 具有互补性质。由于

r ik rk jk j i =

∑
n

l= 1
p il

∑
n

l= 1
p il + ∑

n

l= 1
p k l

∑
n

l= 1
p k l

∑
n

l= 1
p k l + ∑

n

l= 1
p j l

×

∑
n

l= 1
p j l

∑
n

l= 1
p j l + ∑

n

l= 1
p il

, 　Π i, j , k ∈ I , 　i ≠ j ≠ k

rk i r jkk ij =

∑
n

l= 1
p k l

∑
n

l= 1

p k l + ∑
n

l= 1

p il

∑
n

l= 1
p j l

∑
n

l= 1

p j l + ∑
n

l= 1

p k l

×

∑
n

l= 1
p il

∑
n

l= 1
p il + ∑

n

l= 1
p j l

, 　Π i, j , k ∈ I , 　i ≠ j ≠ k

显然有 rik rk j rj i = rk i rj k r ij。由定义 3 可知, 矩阵R 具有

完全一致性。

5　算　　例

　　 例 1　 假设决策者针对决策方案集 X = {x 1,

x 2, x 3} 提供的模糊判断矩阵为

P =

0. 5 0. 5 0. 6

0. 5 0. 5 0. 6

0. 4 0. 4 0. 5

由定义 3 知, 矩阵 P 具有完全一致性。
例 2　假设决策者针对方案集X = {x 1, x 2, x 3,

x 4} 提供的模糊判断矩阵为

P =

0. 5 0. 1 0. 6 0. 7

0. 9 0. 5 0. 8 0. 4

0. 4 0. 2 0. 5 0. 9

0. 3 0. 6 0. 1 0. 5

可以发现, 在该矩阵中, 由于 p 12p 23p 31 = 0. 1 × 0. 8

× 0. 4 = 0. 024, 而 p 21p 32p 13 = 0. 9 × 0. 2 × 0. 6 =

0. 108, 所以不满足式 (3) , 故矩阵P 不具有完全一致
性。根据式 (4) 可将矩阵 P 改造成具有完全一致性
的模糊矩阵R , 即

R =

0. 500 0. 422 0. 487 0. 559

0. 578 0. 500 0. 565 0. 634

0. 513 0. 435 0. 500 0. 571

0. 441 0. 366 0. 429 0. 500

6　结　　语

　　本文针对决策者给出的模糊判断矩阵这类偏好

信息, 给出了关于模糊判断矩阵一致性的定义及其

性质, 为进一步研究有关方案排序等问题奠定了基

础。需要指出的是, 关于模糊判断矩阵完全一致性的

定义并非唯一, 本文给出的分析结果有别于文献

[ 5 ]。今后的研究工作在于分析两种完全一致性定义

之间的内在联系。
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