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摘　要: 对于相对阶m > 3 的系统, 给出了具有未规范化自适应律的直接型模型参考自适应反推控制器的设计和性

能分析, 从而解决了对于任意相对阶系统, 具有未规范化自适应律的直接型模型参考自适应控制器的设计和性能分

析问题.
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Abstract: Fo r p lan ts w ith rela t ive degree greater than 3, the design and perfo rm ance analysis of a direct model

reference adap tive back stepp ing con tro ller (M RA C) w ith unno rm alized adap tive law s are given. T he p rob lem on the

design and perfo rm ance analysis of direct M RA C w ith unno rm alized adap tive law s fo r p lan ts w ith arb itrary rela t ive

degree is thus so lved.
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1　引　 　言
　　在自适应控制理论中, 利用必然等价原理设计

相对阶m = 1, 2 的具有未规范化自适应律的直接型

模型参考自适应控制器是容易的, 但将m = 1, 2 的

结果推广到m ≥ 3, 却遇到了实质性的困难. 原因在

于对相对阶m = 1, 2 设计的控制律, 涉及到Η(m - 1) (Η
的m - 1 阶导数) , 对于m ≥ 3 的情况, Η(m - 1) 是不

可量测的.

20 世纪 90 年代初期, 这一问题引起人们的关

注, 并得到一些新的设计方案[1 ]. 一种方案是对m =

3 的情况, Η(2) 变成可量测的信号, 但这一结果的取

得是以自适应律的阶次更高作为代价; 另一种设计

方案是自适应律保持不变, 而控制律取为 up = ΗT Ξ
+ u a, 其中 ΗT Ξ是对m = 1 设计的控制律, ua 的设计

依赖于稳定性分析. 这些方案的详细设计和分析参

见文献[ 1～ 3 ].

本文对于相对阶m > 3 的系统, 给出了具有未

规范化自适应律的直接型模型参考自适应反推控制
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器的设计, 并对这种控制器给出了严格的稳定性分

析. 这一工作的困难在于如何在每一步设计中间变

量, 以保证闭环系统的稳定性, 以及如何选取Χi 以保

证式 (3. 4) 成立. 本文解决了对于任意相对阶系统,

具有未规范化自适应律的直接型模型参考自适应控

制器的设计和性能分析问题.

2　 直接型模型参考自适应反推控制器的

设计
　　考虑如下系统:

xαp = A p x p + B p up , x p (0) = x 0,

y p = C T
p x p.

(2. 1)

其中: x p ∈R n , u p , y p ∈R 1. 系统的传递函数为

y p = G p (s) up = k p
Z p (s)
R p (s) up. (2. 2)

其中: Z p (s) 和 R p (s) 是参数未知的首一多项式, 阶

次分别为m p 和 np , k p 是常数.

选取参考模型

xαm = A m x m + B m um , x m (0) = x m 0,

y m = C T
m x m.

(2. 3)

其中: x m ∈R n , um , y m ∈R 1. 参考模型的传递函数为

　　　　　ym = W m (s) r = km
Zm (s)
R m (s) r. (2. 4)

其中: Zm (s) 和R m (S ) 是首一的H u rw itz 多项式, 阶

次分别为 qm 和 p m , km 是常数, r 是任意给定的参考

输入.

控制目标是设计具有未规范化自适应律的直接

型模型参考自适应控制律 up , 使得闭环系统的所有

信号都有界, 且输出尽可能接近参考模型的输出

y m.

对于上述系统及参考模型, 需作如下假设:

假设 1 (系统假设)

1) Z p (s) 是首一的H u rw itz 多项式;

2) np 的上界 n 已知;

3) G p (s) 的相对阶m = np - m p > 3 已知;

4) k p 的符号已知.

假设 2 (参考模型假设)

1) P m ≤ n;

2) 参考模型的相对阶 pm - qm = m .

注 1　 通过某些方法可放宽假设 1 中的 1) ～

4) [1 ]. 为同m = 3 的情况进行比较, 本文仍采用假设

1. 为简单起见, 本文有时记时间 t 的函数 x ( t) 为X ,

传递函数H ( s ) 为H . 值得注意的是 , 式 ( 2. 2 ) 和

(2. 4) 中的 s 是微分算子, 详细解释参见文献 [ 1 ].

显然, 对于任意函数 a ( t) 和 b ( t) , s (a ( t) b ( t) ) =

(sa ( t) ) b ( t) + a ( t) (sb ( t) ) = aα( t) b ( t) + a ( t) b
õ

( t).

根据文献[ 1 ], 误差方程为

eα= A ce + B c (up - Η3 T Ξ) , e (0) = e0,

e1 = C T
c e.

(2. 5)

C T
c (sI - A c) - 1B cc

3
0 = W m (s). (2. 6)

其中

c3
0 = km ök p , e = Y c - Y m ,

Η3 = [Η3 T
1 , Η3 T

2 , Η3
3 , c3

0 ]T ,

Ξ = [ΞT
1 , ΞT

2 , y p , r ]T ,

Ξ1 = a (s) ö+ (s) up , Ξ2 = a (s) ö+ (s) y p.

a (s) , + (s) , e,A c,B c, C c 的定义参见文献 [ 1 ]. 由式

(2. 5) 和 (2. 6) 得

e1 = W m (s) Θ3 (up - Η3 T Ξ) +

C T
c (sI - + c) - 1e0, (2. 7)

其中 Θ3 = 1öc3
0 .

下面给出直接型模型参考自适应控制器

(M RA C) 的系统化设计. 不失一般性, 设 e (0) = 0,

并选取

W m (s) =
1

(s + p 0)⋯ (s + p m - 1).
(2. 8)

其中: p i > 0, i = 0, 1, ⋯,m - 1. 注意到Θ3 和Η3 是

常数, 将式 (2. 8) 代入 (2. 7) , 得

e1 = W m (s) (s + p 1)⋯ (s + pm - 1) ×

Θ3 (u f - Η3 T Υ) =

1
s + p 0

Θ3 (u f - Η3 T Υ). (2. 9)

其中

u f =
u p

(s + p 1)⋯ (s + p m - 1) ,

Υ=
Ξ

(s + p 1)⋯ (s + pm - 1).

(2. 10)

设 Θ3 和 Η3 的估计分别为 Θ和 Η, 则 e1 的估计 e
δ

1 为

　　　　　　eδ1 =
1

s + p 0
Θ(u f - ΗT Υ). (2. 11)

引入中间变量

r1 = u f - ΗT Υ. (2. 12)

由式 (2. 9) , (2. 11) 和 (2. 12) 得

Ε= e1 - e
δ

1 =

1
s + p 0

(Θ3 ΗυT Υ- Θζr1). (2. 13)

其中: Ηυ= Η- Η3 , Θζ = Θ- Θ3 . 选取类L yapunov 函

数

V 1 =
Ε2

2
+

ΗυT # - 1Ηυ

2
ûΘ3 û +

Θζ2

2Χ. (2. 14)
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自适应律为

Η
õ

= - # ΕΥsgn (Θ3 ) , Θα= ΧΕr1. (2. 15)

注意到式 (2. 13) 中的 s 为微分算子, 因此 Εα= - p 0Ε

+ Θ3 ΗυT Υ- Θζr1. 将式 (2. 13) 和 (2. 15) 代入V 1 的导

数, 得

V
õ

1 = Ε(- p 0Ε+ Θ3 ΗυT Υ- Θζr1) +

ΗυT # - 1Η
õ

ûΘ3 û + ΘζΘαöΧ=

- p 0Ε2 ≤ 0.

其中 # 和 Χ是自适应增益. 下面给出直接型M RA C

的设计步骤:

第 1 步　注意到 s 是微分算子, p 1 是常数, 由注

1 和式 (2. 10) , (2. 12) , (2. 15) 得

r1 =
1

s + p 1
[u 1 + ΥT # ΥΕsgn (Θ3 ) - ΗT Υ1 ].

(2. 16)

u 1 =
u p

(s + p 2)⋯ (s + p m - 1) =

　 　 (s + p 1) u f ,

Υ1 =
Ξ

(s + p 2)⋯ (s + pm - 1) =

　 　 (s + p 1) Υ.

(2. 17)

由式 (2. 16) 得

rα1 = sr1 =

- p 1 r1 + u 1 + ΥT # ΥΕsgn (Θ3 ) - ΗT Υ1. 　(2. 18)

选取中间变量

u 1 = ΗT Υ1 - Α1 (ΥT # Υ) 2 r1 + r2. (2. 19)

其中: Α1 > 0 是设计参数, r2 待定. 将式 (2. 19) 代入

(2. 18) , 得

rα1 = - [p 1 + Α1 (ΥT # Υ) 2 ]r1 +

ΥT # ΥΕsgn (Θ3 ) + r2. (2. 20)

　　 第 i步 ( i = 2, ⋯,m - 3)　类似于上面的设计

步骤, 有

rαi = - [p i + Αi (ΥT
i- 1# Υ) 2 ]ri + 　　

　　ΥT
i- 1# ΥΕsgn (Θ3 ) + ri+ 1, (2. 21)

u i = ΗT Υi - Α1 (ΥT # Υ) 2 r1 -

　　⋯ - Αi (ΥT
i- 1# Υ) 2 ri + r i+ 1. (2. 22)

u i =
up

(s + p i+ 1)⋯ (s + pm - 1) =

　　 (s + p 1)⋯ (s + p i) u f ,

Υi =
Ξ

(s + p i+ 1)⋯ (s + pm - 1) =

　　 (s + p 1)⋯ (s + p i) Υ.

(2. 23)

Αj > 0 ( j = 1, ⋯, i) 是设计参数.

第m - 2 步　当 i = m - 3 时, 由式 (2. 10) 和

(2. 22) 得

rm - 2 =

1
s + p m - 2

[um - 2 + ΥT
m - 3# ΥΕsgn (Θ3 ) -

ΗT Υm - 2 ] + ∑
m - 3

i= 1
Αi (ΥT

i- 1# Υ) 2 ri. (2. 24)

um - 2 = (s + p 1)⋯ (s + pm - 2) u f ,

Υm - 2 = (s + p 1)⋯ (s + pm - 2) Υ.
(2. 25)

对式 (2. 24) 两边同时作用 (s + pm + 2) , 得

rαm - 2 =

- pm - 2 rm - 2 + um - 2 + ΥT
m - 3# ΥΕsgn (Θ3 ) -

ΗT Υm - 2 + ∑
m - 3

i= 1
Αi (ΥT

i- 1# Υ) 2 r i. (2. 26)

选取中间变量

um - 2 = ΗT Υm - 2 - ∑
m - 2

i= 1

Αi (ΥT
i- 1# Υ) 2 r i. 　 (2. 27)

将式 (2. 27) 代入 (2. 26) , 得

rαm - 2 =

- [pm - 2 + Αm - 2 (ΥT
m - 3# Υ) 2 ]rm - 2 +

ΥT
m - 3# ΥΕsgn (Θ3 ). (2. 28)

注意到式 (2. 15) , (2. 20) , (2. 21) , (2. 25) , (2. 27) ,

(2. 28) , 则控制律为

u p = (s + p m - 1) um - 2 =

ΗT Ξ - ΥT
m - 2# ΕΥsgn (Θ3 ) -

∑
m - 2

i= 1
Αi [ 2 (ΥT

i- 1# Υ) (ΥαTi- 1# Υ+ ΥT
i- 1# Υα) r i +

p m - 1 (ΥT
i- 1# Υ) 2 r i ] - ∑

m - 3

i= 1
Αi (ΥT

i- 1# Υ) 2 [ - (p i + 　

Αi (ΥT
i- 1# Υ) 2) r i + ΥT

i- 1# ΥΕsgn (Θ3 ) + r i+ 1 ] -

Αm - 2 (ΥT
m - 3# Υ) 2 [ - (pm - 2 +

Αm - 2 (ΥT
m - 3# Υ) 2) rm - 2 + ΥT

m - 3# ΥΕsgn (Θ3 ) ]. (2. 29)

Υα=
s

(s + p 1)⋯ (s + pm - 1) Ξ,

Υαi- 1 =
s

(s + p i)⋯ (s + p m - 1) Ξ.

(2. 30)

3　 性能分析
　　下面给出相对阶m > 3的具有未规范化自适应

律的直接型模型参考自适应反推控制器的性能分

析.

定理 1　 考虑系统 (2. 2) 和参考模型 (2. 4) , 若

假设1中1 )～ 4 ) 和假设2中1 ) , 2 ) 成立 , 则由式

(2. 10) , (2. 12) , (2. 13) , (2. 15) , (2. 17) , (2. 20) ,

(2. 21) , (2. 23) , (2. 28)～ (2. 30) 构成的M RA C 方
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案具有如下性质:

1) 闭环系统的所有信号都有界, lim
t→∞

e1 ( t) = 0,

且lim
t→∞

r i ( t) = 0, i = 1, 2, ⋯,m - 2;

2) 如果 k p 已知, r 是 2n 阶充分丰富的 (2n 阶充

分丰富的定义参见文献[ 1 ]) , 且R p (s) 和 Z p (s) 是互

质的, 则参数估计 ûΗυû = ûΗ- Η3 û 和跟踪误差 e1 以

指数速率收敛于零;

3) 若k p 未知, r是2n 阶充分丰富的, 且R p (s) 和

Z p (s) 是互质的, 则 ûΗυû 和 e1 渐近收敛于零;

4) 参数估计Θ独立于 r 的丰富性渐近收敛于常

数 Θλ.
证明　由式 (2. 13) 得

Εα= - p 0Ε+ Θ3 ΗυT Υ- Θζr1. (3. 1)

考虑由式 (2. 15) , (2. 20) , (2. 21) , (2. 28) 和 (3. 1)

构成的自适应闭环系统, 选取L yapunov 函数

V = V 1 + ∑
m - 2

i= 1

Χi
r2

i

2
. (3. 2)

其中: V 1 由式 (2. 14) 定义, Χi > 0 ( i = 1, 2, ⋯,m -

2 ) 是待定参数. V 沿式 ( 2. 15) , ( 2. 20) , ( 2. 21) ,

(2. 28) 和 (3. 1) 的导数为

V
õ

≤

-
p 0

m - 1
Ε2 - ∑

m - 2

i= 1

Χip i r
2
i

2
-

∑
m - 2

i= 1

p 0

m - 1 [ûΕû -
(m - 1) ΧiûΥT

i- 1# Υûû r iû
2p 0

]
2

+

∑
m - 2

i= 1
[- ΧiΑi (ΥT

i- 1# Υ) 2 r2
i +

(m - 1) Χ2
i (ΥT

i- 1# Υ) 2 r2
i

4p 0
] +

[Χ1û r1 r2û -
Χ1p 1 r2

1

2
-

Χ2p 2 r2
2

4 ] +

∑
m - 4

i= 2
[Χiû r i r i+ 1û -

Χip i r
2
i

4
-

Χi+ 1p i+ 1 r2
i+ 1

4 ] +

　[Χm - 3û rm - 3 rm - 2û -
Χm - 3pm - 3 r2

m - 3

4
-

　
Χm - 2p m - 2 r2

m - 2

2 ]. (3. 3)

其中 Υ0 = Υ. 对于上面给定的 Αi 和 p i, 选取 Χi 满足 0

< Χi ≤ 4p 0Αiöm - 1, i = 1, 2, ⋯,m - 2, Χ2 ≥

2Χ1öp 1p 2, Χi+ 1 ≥4Χiöp ip i+ 1, i = 2, ⋯,m - 4, Χm - 2 ≥

2Χm - 3öpm - 3pm - 2, 则

V
õ

≤-
p 0

m - 1
Ε2 - ∑

m - 2

i= 1

Χip i r
2
i

2
. (3. 4)

由此利用文献[ 1 ] 的常规方法便可证得定理 1 (详细

证明略). □

4　 几点说明
　　1) 本文结果同样适用于相对阶m ≤ 3 的情况.

2) 考虑初值条件 e (0) ≠ 0 对自适应系统的影

响. 对于式 (2. 7) , 因为A c 是稳定的, 从而对于任意

给定的 e (0) , C T
c (sI - A c) - 1e (0) 以指数速率收敛于

零, 所以初值不会影响自适应系统的稳定性.

3) 由文献 [ 4 ] 的结果知, 自适应系统 (2. 15) ,

(2. 20) , (2. 21) , (2. 28) 和 (3. 1) 的解存在且唯一.
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