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近地共面轨道上两飞行器在径向连续小推力下的追逃界栅
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摘 　要 : 针对近地共面轨道上两飞行器在轨追逃对策问题 ,以轨道根数为状态变量 ,在双方均为径向连续可变小推

力的假设条件下 ,研究定性微分对策方法中考虑推力性能的界栅存在条件. 在此条件下推导出可变推力的最优控制

量 ,以及以偏心率和幅角为状态变量的界栅表达式. 仿真实例在给定捕获半径的条件下 ,给出了偏心率的界栅曲线 ,

并表明当对策结束时 ,逃逸器位于追踪器的正上方或正下方
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Abstract : The pursuit2evasion game of two coplanar near2earth orbiters is investigated based on orbital element

equations. Under the assumption of radial , minute , continuous and variable thrust for both spacecraft s , the condition

of barrier existence is established , which takes into account of thrust index. The optimum control parameter of the

variable thrust is deduced based on the condition of the existence of the barrier , together with the expressions of the

barriers in terms of eccentricity and argument . In numerical examples , the barrier curves of the eccentricity are

obtained under given capture radius and it is shown that at the end of the game , the evader is right above or below the

pursuer.
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1 　引 　　言
　　本文研究近地共面轨道上两飞行器的追逃对策

问题. 研究工作在以下假设条件下进行 :追踪器和逃

逸器均在某近地圆轨道附近飞行 ,双方彼此知道对

方的位置和机动能力信息 ;追踪器和逃逸器具有相

当的径向机动能力 ,且均为连续小推力 ;捕获范围在

以追踪器为圆心、以 r 为半径的圆形区域 ;与轨道周

期相比 ,对策时间充分小. 在对策中 ,追踪器希望捕

获逃逸器 , 逃逸器希望能够逃脱 , 双方形成追逃对

策.

追踪器在追踪过程中 ,目标存在机动和非机动

两种方式. 当目标非机动或目标机动但机动规律已

知时 ,追踪器能按预定的控制策略实施控制. 此时 ,

控制策略与常规卫星变轨时的控制策略类似 ,为单

方最优. 本文考虑目标机动的情况 , 且机动规律未

知. 这就需要对策双方假设对方的最优策略[1 ] ,以考

虑对策的某种结局能否实现 ,故所涉及的问题为定

性微分对策问题. 求解定性微分对策问题实质上是

求出界栅 ,它是双方最优策略下的最优轨迹.

定性微分对策在许多文献中都有论述[125 ] , 但

多是陆地、海上或空中追逃问题. 有关飞行器在近地

轨道上追逃对策问题的文献则很少. 文献 [6 ] 用简

化的近圆共面轨道模型 ,研究了逃逸器为一个脉冲

机动、追踪器为两个脉冲机动的追逃对策问题. 基于

轨道根数描述运动方程的对策问题还未见文献报

道. 在应用定性微分对策理论求解控制量时 ,通过改

变推力方向而推力大小不变来求得推力的控制项是

容易的. 本文假设目标器和追踪器的推力方向固定
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而大小可变. 在构造界栅时 ,如何体现推力大小变化

的控制量成为关键.

界栅的确定与性能函数的形式相关 [7 ] ,定量对

策形式的哈密顿函数能将与过程量有关的性能函数

体现出来. 本文将定量与定性对策方法综合考虑 ,在

构造界栅中 ,使之满足界栅存在的必要条件 ,将具有

过程量特征的推力性能引入定性哈密顿函数 ,并按

定性方法求解 ,使问题得到解决. 将定量与定性微分

对策方法综合集成并有效加入人的经验 ,似乎是未

来微分对策制导律发展的出路[7 ] . 本文最终得到假

设条件下的界栅 ,并给出了仿真实例.

2 　微分对策系统状态方程的建立
　　用轨道根数表达轨道摄动方程在一些文献中

都有论述[8 ,9 ] . 为适合小偏心率轨道 ,需要对轨道偏

心率 e(0 < e < 1) 作无奇点变量变换[9 ] , 即 eξ =

ecosω, eη = esinω,ω为近地点幅角. 引入纬度幅角

u ,偏心率矢量分量 eξ和 eη ,作为轨道摄动方程的独

立变量 ,替代偏心率 e ,近地点幅角ω和真近点角θ( u

=θ+ω) . 在仅考虑径向推力 f r 的作用时 ,法向推力

和周向推力为 0 ,摄动方程为[10 ]

Ûeξ =
p
h

sin uf r , Ûeη = -
p
h

co s uf r ,

Ûp = 0 , Ûi = 0 , ÛΩ = 0 , Ûu = h/ r2 .

其中

r =
p

1 + eξcos u + eηsin u
, h = μp .

p 为轨道半通径 , i 为轨道倾角 ,Ω为升交点经度 ,μ

为地球引力常数.

在径向推力作用下 , p , i 和Ω均为常数 ,故选择

eξ , eη和 u作为状态变量 ,并用下标 p和e分别表示追

踪器和逃逸器 ,建立微分对策状态方程组如下 :

Ûeξp =
pp

h p
sin up f rp , eξp (0) = e0

ξp ;

Ûeηp = -
p p

h p
cos up f rp , eηp (0) = e0

ηp ;

Ûup = hp / r2
p , up (0) = u0

p ;

Ûeξe =
pe

h e
sin ue f re , eξe (0) = e0

ξe ;

Ûeηe = -
pe

he
cos ue f re , eηe (0) = e0

ηe ;

Ûue = he/ r2
e , ue (0) = u0

e .

(1)

3 　最优控制量求解及界栅构造
　　在定性微分对策中 ,界栅的存在必须满足条件

min
f rp

max
f re

H =λT ÛX = 0 .

其中

λ = (λ1 ,λ2 ,λ3 ,λ4 ,λ5 ,λ6 ) T

为协态向量 ;

X T = ( eξp , eηp , up , eξe , eηe , ue)

为状态向量.

为在最优策略中体现推力大小变化的控制量 ,

将具有过程量特征的推力性能引入定性哈密顿函

数 ,有

H =
1
2

( f 2
rp - f 2

re ) +λT ÛX =

H p + He +λ3
hp

r2
p

+λ6
he

r2
e

. (2)

其中

H p =
1
2

f 2
rp +λ1

pp

h p
sin up f rp -

λ2
p p

h p
cos up f rp ,

He = -
1
2

f 2
re +λ4

pe

h e
sin ue f re -

λ5
pe

he
co s ue f re .

并满足双方最优策略的必要条件

min
f rp

max
f re

H = min
f rp

H p + max
f re

H e = 0 . (3)

由方程 5 H/ 5 f ri = 0 ,有最优控制推力表达式

f 3
rp =

pp

h p
(λ2 co s up - λ1 sin up ) ,

f 3
re =

pe

h e
(λ4 sin ue - λ5 cos ue) .

(4)

其中λ为待求协态向量. 式 (4) 显然满足式 (3) 条件.

3 . 1 　目标集和参数化方程的建立

目标集是根据捕获或逃逸的评判标准建立的.

这里假设评判标准是以追踪器的捕获半径 r 定义的

圆形区域. 于是目标集边界满足如下集合 :

RB = { ( rp , re) | rp - re = r} .

其中 rp 和 re 分别表示追踪器和逃逸器的地心矢径 ,

如图 1 所示.

图 1 　逃逸器、追踪器与地心间的矢径关系

图 1 中 s1 , s2 和 s3 表示对策结束时刻它们之间

的夹角. 用 r , rp 和 re 表示这些矢量的模 ,由正弦公

式有
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rp =
rsin s2

sin s3
, re =

rsin s1

sin s3
. (5)

　　下面将目标边界集上的 X�t 用参数 S 表出 ,�t 为
终端时刻 ,有

X T
�t = ( eξp , eηp , up , eξe , eηe , ue) | t =�t ,

S = ( s1 , s2 , s3 , s4 , s5 ) T .

其中 s4 和 s5 分别为终端时刻追踪器和逃逸器的幅

角. 由前述偏心率变换 ,有

eξi = eicosωi , eηi = ei sinωi . (6)

其中

ei =
p i / rr - 1

cosωi cos ui + sinωi sin ui
, i = p , e.

将此 ei 表达式及式 (5) 代入式 (6) ,可得终端时刻的

参数化方程组

eξp (�t) = <1 ( S) = Cξp A p ,

eηp (�t) = <2 ( S) = Cηp A p ,

up (�t) = <3 ( S) = s4 ,

eξe (�t) = <4 ( S) = Cξe A e ,

eηe (�t) = <5 ( S) = Cηe A e ,

ue (�t) = <6 ( S) = s5 .

(7)

其中

A p =
p p sin s3

rsin s2
- 1 , A e =

pe sin s3

rsin s1
- 1 ,

Cξi =
cosωi

cosωi cos ui + sinωi sin ui
| t =�t ,

Cηi =
sinωi

cosωi cos ui + sinωi sin ui
| t =�t .

3 . 2 　协态方程和状态方程的终端条件

用下标 B 表示目标集边界 , 由目标集边界上

min
P

max
E

H B = 0 ,可得双方在目标边界上的各自最

优策略

min
P
Γp =

( 1
2

f 2
rp +λ1

pp

h p
sin up f rp - λ2

pp

h p
cos up f rp ) | B ,

(8a)

max
E
Γe =

( -
1
2

f 2
re +λ4

pe

he
sin ue f re - λ5

pe

h e
cos ue f re) | B .

(8b)

其中

λ| B = (λ1 ,λ2 ,λ3 ,λ4 ,λ5 ,λ6 ) T
t =�t

为目标集边界上的协态向量 ,可由如下方程求解 :

∑
6

i = 1

λi
5<i ( s1 , s2 , s3 , s4 , s5 )

5s j
= 0 ,

λTλ| B = 1 , j = 1 ,2 , ⋯,5 .

(9)

将式 (9) 求解的结果代入式 (4) ,可得目标边界上的

最优控制量 ;将此最优控制量及式 (9) 求解的结果

代入式 (2) ,可得目标集边界上的哈密顿函数

HB = ΓP +ΓE = 0 . (10)

其中

ΓP = -
p2

p

2 h2
p

- 1 +ω2
e

ω2
e +ω2

p
cos2 ( up - ωp ) ,

ΓE =
p2

e

2 h2
e

- 1 +ω2
p

ω2
p +ω2

e
cos2 ( ue - ωe) .

式 (10) 意味着对策结束时刻双方推力相等.

另外 ,由式 (10) 对 ui 和 u p 求极值 ,并满足双方

在目标边界上的最优策略 ,可得到 0 ～ 2π区间 ui 与

ωi ( i = p , e) 的关系式

u3
p = ω3

p +π = s4 ,

u3
e = ω3

e +π = s5 .
(11)

将式 (11) 代入式 (9) 的解 ,可得协态方程的终端条

件

λ1 (�t) = - sin s4 Dα , λ2 (�t) = cos s4 Dα ,

λ3 (�t) = 0 , λ4 (�t) = sin s5 Dβ ,

λ5 (�t) = - cos s5 Dβ , λ6 (�t) = 0 .

(12)

其中

Dα =
- 1 + (s5 - π) 2

( s5 - π) 2 - ( s4 - π) 2 ,

Dβ =
- 1 + (s4 - π) 2

( s4 - π) 2 - ( s5 - π) 2 .

将式 (11) 代入式 (7) ,可得状态方程的终端条件

eξp (�t) = cos s4 A p , eηp (�t) = sin s4 A p ,

up (�t) = s4 , eξe (�t) = cos s5 A e ,

eηe (�t) = sin s5 A e , ue (�t) = s5 .

(13)

3 . 3 　倒向协态和状态方程的解

倒向协态方程组可由 ÛλT = 5 H/ 5 X 得到 ,其中 Ûλ

是对倒向时间τ求导. 将式 (4) 代入倒向协态方程

组 ,并将终端条件 (12) 作为倒向协态方程组的初始

条件对方程求解 ,整理后可得协态方程的解

λ1 (τ) = - sin s4 Dα , λ2 (τ) = cos s4 Dα ,

λ3 (τ) =
r2

p p2
p

4 h3
p

D 2
α[co s 2 ( up - s4 ) - 1 ] ,

λ4 (τ) = sin s5 Dβ , λ5 (τ) = - cos s5 Dβ ,

λ6 (τ) =
r2

e p2
e

4 h3
e

D 2
β[1 - cos 2 ( ue - s5 ) ].

(14)

将式 (14) 代入式 (4) ,可得对策双方的最优控制量

f 3
rp =

pp

h p
Dαcos ( up - s4 ) ,

f 3
re =

pe

he
Dβcos ( ue - s5 ) .

(15)

　　将式 (15) 代入状态方程 (1) ,并对时间作倒向

变换 ,可得满足双方最优控制的倒向状态方程. 将式

(13) 作为倒向状态方程的初始条件对方程求解 ,在
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求解的具体时刻将 rp 和 re 视为常值 ,则双方最优策

略下倒向状态方程的近似解为

e3
ξp = cos s4 A p +

r2
p p2

p

2 h3
p

[ sin ( up -

　　　s4 ) sin up + ( up - s4 ) sin s4 ] Dα ,

e3
ηp = sin s4 A p -

r2
p p2

p

2 h3
p

[ sin ( up -

　　　s4 ) cos up + ( up - s4 ) cos s4 ] Dα ,

u 3
p =

hp

r2
p

τ+ s4 ,

e3
ξe = cos s5 A e +

r2
e p2

e

2 h3
e

[ sin ( ue -

　　　s5 ) sin ue + ( ue - s5 ) sin s5 ] Dβ ,

e3
ηe = sin s5 A e -

r2
e p2

e

2 h3
e

[ sin ( ue -

　　　s5 ) cos ue + ( ue - s5 ) cos s5 ] Dβ ,

u 3
e =

he

r2
e

τ+ s5 .

(16)

其中 s4 与 s5 间的关系由终端上双方推力相等的条

件确定.

根据终端几何关系 ,有

sin s3 = rsin s1 / re ,

s3 = | s5 - s4 | ,

s2 = 180°- ( s1 + s3 ) .

其中 :s1 可表为 s1 = s0 +π/ 2 , s0 为终端时刻追踪器

的视线与当地水平线的夹角. 于是式 (16) 中的参数

S 可由 s0 一个参变量全部表出. 由此方程 (16) 中仅

剩两个参变量 :捕获半径 r 和视线角 s0 ,它们都是终

端时刻的参数. r 在本文中为给定量 , s0 是目标边界

上待确定的可用部分边界 ,可通过取极值来确定.

至此 ,本文给出了对策双方在径向连续小推力

下 eξi , eηi 和 u i ( i = p , e) 轨迹的表达式. 这些表达式

是以目标边界集上可用部分边界 (终端条件) 为初

始点倒向积分得到的 ,是双方中立结局 ,即所对应的

轨迹上既不会发生捕获也不会发生逃逸. 因此这些

轨迹是划分捕获区与逃逸区的分界 ,亦即寻找的界

栅.

4 　实例仿真与分析
　　本文仿真实例的初始条件如下 :轨道半长轴分

别为 : a0 p = 6 928 . 14 km , a0e = 6 938 . 16 km ;地心

引力常数为μ = 398 600 . 5 km3 / s2 ; 捕获半径为 2

km.

追踪器控制力 f rp 随倒向时间的变化如图 2 所

示. 追踪器偏心率和两飞行器偏心率差随时间变化

的规律以及终端视线角 s0 对其影响 ,分别如图 3 和

图 4 所示.

从图 3 可见 ,对策中偏心率的控制由大到小进

图 2 　控制量 f rp 随倒向时间的变化

图 3 　s0 对追踪星偏心率随倒向时间变化的影响

图 4 　s0 对两星偏心率差随倒向时间变化的影响

行 ,这样有利于轨道控制 ,即机动后的轨道仍处于可

控的小偏心率轨道范围内. 从图 3 和图 4 可以看出 ,

追踪器偏心率及两飞行器偏心率差在 s0 = ±π/ 2

时 ,存在随倒向时间变化的最大上限和最小下限.

前面的推导中已说明 , s0 为终端时刻目标边界

上待确定的可用部分边界. 两个极限状态点 s0 =

±π/ 2 , 既是目标边界集上可用部分的两个边界点 ,

也是协态方程和状态方程倒向积分时的起始点 ,因

此相应的轨迹即为界栅轨迹. 这说明对于中立结局 ,

当对策结束时逃逸器位于追踪器的正上方或正下

方.

从图 3 和图 4 还可看出 ,极限状态的两个界栅

轨迹与目标集的可用部分边界形成封闭的曲线 ,该

闭合曲线围成的区域即为捕获区. 两飞行器的其他

界栅轨迹 ,可用类似方法得到.

5 　结 　　论
　　本文推导得到了假设下的双方最优策略和最优

策略下的状态变量表达式. 这些表达式是在满足界

栅存在的必要条件下 ,以双方最优策略的终端条件

为初始点倒向积分得到的 ,即与表达式对应的轨迹
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上的点既不会发生捕获也不会发生逃逸 ,是双方中

立的结局. 因此这些轨迹是划分捕获区与逃逸区的

分界 ,亦即寻找的界栅. 界栅存在的结果说明 ,将定

量与定性微分对策方法综合集成是可行的.

仿真实例给出了追踪器偏心率和两飞行器偏心

率差随倒向时间变化的界栅曲线 ,它们是由目标集

的可用部分边界与偏心率随倒向时间变化的最大上

限和最小下限轨迹组成的封闭曲线. 仿真结果表明 ,

在对策结束时刻 ,逃逸器处于追踪器的正上方或正

下方 ;在对策过程中 ,偏心率的控制由大到小进行 ,

这对轨道控制较为有利. 同时表明 ,推力大小对轨道

偏心率的影响较大 ,这说明该方法仅适用于小推力

的情况.
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