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摘　要 : 研究了线性不确定系统区域极点与状态方差约束下的动态输出反馈可靠控制器的设计问题. 首先在连续型

执行器故障模型下 ,利用线性矩阵不等式方法 ,建立了容错控制中区域极点指标与方差上界指标间的相容性理论 ;然

后 ,应用极值原理分析了与区域极点指标相容的方差上界指标的取值范围 ;最后 ,给出了同时满足区域极点与状态方

差约束下的动态输出反馈可靠控制器的设计步骤. 仿真实例验证了结果的有效性.
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Abstract : The problem of dynamic output feedback reliable controller design for linear uncertain systems is discussed.

A continuous gain actuator failure model is adopted. Based on the linear matrix inequality approach , the consistency

theory between regional pole index and steady state variance index is set ted up . The extremum theory is adopted to

analyze the range of state variance indices in detail which is consistent with regional pole. The effective reliable

controller design steps are provided with consistent indices const raint . A simulation example shows the effectiveness

of the design method.
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1 　引 　　言
　　在实际工程控制系统中 ,由于所处的环境和结

构的复杂性等因素 ,故障的产生是不可避免的 ,任何

微小的故障都可能导致整个系统性能的恶化 ,造成

人员伤亡和财产损失. 目前容错控制理论的研究对

于解决故障前后系统的稳定性问题已基本成熟[123 ] .

但在实际中 ,工程控制系统的设计通常要同时满足

多种性能约束条件 ,只有期望的各项性能指标都得

以满足的控制系统才是令人满意的[4 ] . 而且 ,系统发

生故障后 ,人们希望能通过一定的控制手段 ,不仅使

其继续安全稳定地运行 ,而且能保持规定的多项性

能约束 ,或者具有比较满意的多项性能指标. 因此 ,

研究多约束条件下的容错控制系统设计具有重要的

理论意义和应用价值.

目前 ,关于多指标约束下的容错控制系统的讨

论尚不多见. 文献[5 ]首次提出了多约束条件下的容

错控制概念 ,但对具体的理论和技术没有深入地研

究和探讨. 文献[ 6 ]研究了一类线性不确定随机系统

相容指标下的鲁棒 H ∞容错控制器设计方法 ,但所

采用的故障模型简单且没有考虑极点指标和方差指

标约束. 文献[ 7 ,8 ]研究了区域极点指标以及方差指

标约束下的控制系统设计问题 ,但没有考虑容错性.

本文研究一类线性不确定系统在同时具有区域

极点指标和方差上界指标约束下的动态输出反馈容

错控制器的设计问题. 采用连续型执行器故障模型 ,
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利用线性矩阵不等式 (L MI) 方法 ,分析了相容指标

的取值范围和多约束指标下的容错控制器存在的充

分条件 ,并给出了控制器的构造性设计方法.

2 　问题描述与引理
　　考虑如下的线性不确定系统 :

Ûx ( t) = ( A +ΔA) x ( t) +

( B +ΔB) u( t) + Dω( t) ,

y ( t) = Cx ( t) . (1)

其中 : x ∈Rn 为具有零初值的状态向量 , u ∈R p 为

控制输入 , y ∈Rk 为被控输出 ,ω( t) ∈Rq 为零均值

高斯白噪声过程 ,其强度为 W > 0 ,且ω( t) 与零均值

初始状态 x (0) 不相关 ; A ∈ Rn×n , B ∈ Rn×p , C ∈

Rk×n , D ∈Rn×q 为已知的常值矩阵 ;ΔA ,ΔB 是不确

定性实值矩阵函数 ,反映了系统模型中的时变参数

不确定性 ,并具有如下结构 :

[ΔA 　ΔA 1 ] = H F ( t) [ E1 　E2 ] , (2)

H ∈Rn×i , E1 ∈R j×n , E2 ∈R j×p 均为实常矩阵 , F( t)

是一个具有 Lebesgue 可测元的未知矩阵 ,满足

F( t) ∈Σ: = { F( t) ∈R i×j | FT ( t) F( t) ≤ I} .

(3)

　　考虑一个具有以下状态空间实现的动态输出

反馈控制器 :

Ûx K ( t) = A K x K ( t) + B K y ( t) ,

u( t) = CK x K ( t) + D K y ( t) . (4)

其中 : x k ∈Rn 是控制器的状态 ; A K , B K , CK , D K 是

待定的适当维数实矩阵. 将控制器 (4) 应用于系统

(1) ,得到闭环系统

x
Η

( t) = ( �A + �H F ( t) �E) �x ( t) + �Dω( t) . (5)

其中

�x ( t) =
x ( t)

x K ( t)
, �A =

A + BD k C B C K

B K C A K

,

�D =
D

0
, �H =

H

0
,

�E = [ E1 + E2 D K C 　E2 CK ].

　　考虑到执行器可能的失效 ,引入开关阵 M ,其

形式为[9 ,10 ]

M = diag[ m1 , m2 , ⋯, m p ] ,

其中 0 ≤m il ≤m i ≤m iu . 显然 ,当 m il = m iu = 0时 ,

表示第 i 个执行器完全失效 ;当 m il = m iu = 1 时 ,表

示第 i 个执行器工作正常 ;当 0 ≤m il < m i < m iu 且

m i ≠1 时 ,第 i 个执行器部分失效. 为便于分析 ,记

M0 = diag[ m01 , m02 , ⋯, m0 p ] ,

J = diag[ j1 , j2 , ⋯, j p ] ,

L = diag[ l1 , l2 , ⋯, l p ].

其中 : j i = ( m iu - m il ) / ( m iu + m il ) , moi = ( m il +

m iu ) / 2 , l i = ( m i - m0 i ) / m0 i . 容易验证

M = M0 ( I + L) , ‖L ‖2 ≤‖J ‖2 , (6)

其中 ‖·‖代表给定矩阵的 L 2 范数. 此时 ,包含执

行器失效的闭环系统状态方程为

x
Η

( t) = ( A f + H f F ( t) Ef ) �x ( t) + D fω( t) . (7)

其中

A f =
A + BM D k C B M C K

B K C A K

, D f =
D

0
,

H f =
H

0
, Ef = [ E1 + E2 MD K C 　E2 MC K ].

假设控制器 (4) 镇定故障闭环系统 (7) , 则系统 (7)

的稳态状态协方差矩阵

X KL : = lim
t →∞

E
x ( t)

x K ( t)

x ( t)

x K ( t)

T

: =
XL X K

X T
K X KK

存在 ,且是如下代数 L yap unov 方程

X KL ( A f + H f F ( t) Ef ) T +

( A f + H f E ( t) Ef ) X KL + D f W D T
f = 0

的唯一正定解.

下面 ,先给出故障闭环系统 (7) 区域极点指标

与稳态状态协方差指标间的相容性概念.

定义 1 　考虑不确定故障系统 (7) ,给定开圆盘

Φ( q , r) (表示复平面上中心在 ( - q ,0) ,半径为 r 的

开圆盘 (0 < r < q) ) 以及向量σ2 ≥0 ,若存在动态输

出反馈控制 A K , B K , CK , D K ,使故障闭环系统 (7) 同

时满足下述条件 :

1) 故障闭环系统的极点集Λ( A C +ΔA C) <
Φ( q , r) ;

2) 被控系统状态的稳态方差矩阵满足 diag ( X)

≤σ2 ;

则称方差上界指标σ2 ≥0 与极点指标Φ( q , r) 相对

于系统的动态输出反馈 (4) 是相容的.

于是 ,本文的设计目标可描述如下 :对不确定故

障系统 (7) 设计动态输出反馈控制器 , A K , B K , CK ,

D K ,给出同时满足约束条件 1) ,2) 的鲁棒容错控制

器的充分条件 ;研究与区域极点指标相容的被控系

统稳态状态方差上界指标σ2 的取值范围 ;当系统区

域极点指标与方差上界指标相容时 ,给出鲁棒容错

控制器的构造性设计方法.

下面先引入几个有用的引理.

引理 1[8 ] 　设 Y 为对称矩阵 , N1 , N 2 为适维常

值矩阵 ,Ξ为时变适维矩阵 ,且满足ΞTΞ≤ρI ,其中ρ

> 0 ,α> 0 ,则 Y + N 1ΞN 2 + N T
2ΞT N T

1 < 0的充分必

要条件为

Y +αN 1 N T
1 +ρα- 1 N T

2 N 2 < 0 .

　　引理 2[9 ] 　设 R1 , R2 为适维常值矩阵 ,Σ为时

变适维对角矩阵且 | Σ| ≤U ,U 为正定对角矩阵β>

092
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0 ,则

R1ΞR 2 + RT
2ΞT RT

1 ≤βR 1 U R T
1 +β- 1 RT

2 U R 2 .

　　引理 3[8 ] 　若包含变量 P = PT > 0 , A K , B K ,

CK , D K 的矩阵不等式

( A f + H f F ( t) Ef + qI) P( A f +

H f F ( t) Ef + qI) T - r2 P + qD f W D T
f < 0 (8)

有解 ,则故障闭环系统存在满足约束条件 1) 的动态

输出反馈控制器 ,且闭环系统的稳态状态方差矩阵

X KL < P.

3 　主要结果
　　定理 1 　考虑故障闭环系统 (7) , 给定开圆盘

Φ( q , r) ,如果存在标量ε> 0 ,使得具有未知变量 X ,

Y , Â , B̂ , Ĉ , D̂ 的线性矩阵不等式 (9) 是可行的 ,则故

障闭环系统存在满足约束条件 1) 的动态输出反馈

控制器 ,且被控系统的稳态状态方差矩阵 XL < X.

- rX - rI X A + B̂ C + qX

- rI - rY A + BM 0 D̂C + qI

3 3 - rX

3 3 - rI

3 3 3
3 3 3
3 3 3
3 3 3
3 3 3

→

←

Â + qI X B M 0 J M 0 ET
2

A Y + BM 0 Ĉ + qY B M 0 J M 0 ET
2

- rI E T
1 + CT D̂T M0 ET

2

- rY Y T ET
1 + ĈT M0 ET

2

3 - εI + E2 M0 J M 0 ET
2

3 33
3 33
3 33
3 33

→

←

0 X H X B M 0 J 1/ 2 0

0 X H B M 0 J 1/ 2 0

CT D̂ T J 1/ 2 0 0 XD W 1/ 2

ĈT J 1/ 2 0 0 DW 1/ 2

0 0 0 0

- I 0 0 0

3 - ε- 1 I 0 0

3 3 - I 0

3 3 3 - q- 1 rI

< 0 ,

(9)

其中 3 代表由矩阵的对称性得到的矩阵子块.

证明 　由矩阵的 Schur补性质 ,矩阵不等式 (8)

等价于

L ( P , A K , B K , CK , D K) : =

- rP
( A f + H f F ( t) ×

Ef + qI) Q

Q( A f + H f ×

F( t) Ef + qI) T
- rP + qr - 1 �DW �D T

< 0 .

根据引理 1 和式 (2) 可知 , 上式对所有满足

FT ( t) F( t) ≤ I 的矩阵成立当且仅当存在正常数ε

> 0 ,使得

- rP +ε�H �H T ( �A + qI) P 0

P( �A + qI) T - rP + qr - 1 �DW �D T ( �EP) T

0 �EP - εI

< 0 .

(10)

　　引入新的记号

�A =
A + BM 0 Dk C B M 0 CK

B K C A K

,

Π =
BM 0

0
, Ω = E2 M0 ,

�E = [ E1 + E2 M0 D K C 　E2 M0 CK ] ,

Σ = [ D K C 　CK ] ,

则式 (10) 可以重新写成

- rP +ε�H �H T ( �A + qI) P 0

P( �A + qI) T - rP + qr - 1 �DW �D T ( �EP) T

0 �EP - εI

+

Π

0

Ω

L [0 　ΣP 　0 ] +

Π

0

Ω

L [0 　ΣP 　0 ]

T

< 0 .

运用引理 2 以及 Schur 补性质 ,上式小于零等价于

- rP ( �A + qI) P ΠJΩT

P( �A + qI) T - rP ( �EP) T

ΩJΠT �EP - εI +ΩJΩT

0 J 1/ 2ΣP 0

�H T 0 0

J 1/ 2ΠT 0 0

0 W 1/ 2 �DT 0

→

←

0 �H ΠJ 1/ 2 0

( J 1/ 2ΣP) T 0 0 �DW 1/ 2

0 0 0 0

- I 0 0 0

0 - ε- 1 I 0 0

0 0 - I 0

0 0 0 - q- 1 rI

< 0 .

(11)

　　为了将被控系统的状态方差上界从正定矩阵 P

中分解出来 ,将矩阵 P 和它的逆作以下分块 :

192
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P =
Y S

S T R
, P- 1 =

X T

TT Z
,

其中 X , Y 为对称矩阵. 由等式 PP - 1 = I 可知

TS T = I - X Y .

定义Φ1 =
X I

TT 0
,Φ2 =

I Y

0 S T
,通过矩阵运算

可得

PΦ1 = Φ2 ,ΦT
1 PΦ1 = ΦT

2Φ1 =
X I

I Y
. (12)

　　定义一组新变量

Â = X ( A + BM 0 D K C) Y +

　　TB K C Y + XB M 0 CKS T + TA KS T ,

B̂ = XB M 0 D K + TB K ,

Ĉ = D K C Y + CK S T ,

D̂ = D K . (13)

则对给定的正定矩阵 X , Y 和可逆矩阵 S , T ,控制器

参数矩阵 A K , B K , CK , D K 可以由 Â , B̂ , Ĉ , D̂ 唯一确

定. 进一步通过矩阵运算 ,得到

ΦT
1 �A PΦ1 =

XA + B̂ C Â

A + BM 0 D̂C A Y + BM 0 Ĉ
,

ΦT
1ΠJΩT =

XB M 0 J M 0 ET
2

BM 0 J M 0 ET
2

,ΦT
1 �H =

X H

H
,

ΦT
1ΠJ 1/ 2 =

XB M 0 J 1/ 2

BM 0 J 1/ 2
, ΦT

1 �DW 1/ 2 =
XD W 1/ 2

DW 1/ 2
,

ΦT
1 ( �EP) T = [ E1 + E2 M0 D̂C 　E1 Y + E2 M0 Ĉ]T ,

ΦT
1 ( J 1/ 2ΣP) T = [ J 1/ 2 D̂C 　J 1/ 2 Ĉ]T . (14)

　　对矩阵不等式 (11) 分别左乘矩阵 diag[ΦT
1 ΦT

1

I I I I I ] 和右乘矩阵 diag[Φ1 Φ1 I I I I I ] ,

利用式 (12) 和 (14) 即可推出式 (9) 和 (11) 是等价

的 ,从而由引理 3 可得本定理的结论. □

对给定的正常数ε> 0 ,式 (9) 是一个线性矩阵

不等式 ,因此 ,可应用 L MI 工具箱中的求解器 feasp

来求解. 若上述线性矩阵不等式系统有解 ,则从其任

意一个可行解出发 ,首先 ,对矩阵 TS T = I - X Y 进

行奇异值分解 ,确定两个可逆矩阵 T , S ;然后通过式

(13) ,便可求取同时满足约束条件 1) 和 2) 的动态

输出反馈控制器参数 A K , B K , CK , D K .

若线性矩阵不等式系统有解 ,考虑如下的极小

值问题 :

min (t r X) : (ε, X , Y , Â , B̂ , Ĉ , D̂) ,

s. t . L MI (9) .

　　记 X S 为上述极值问题的极小值点 ,可以得到

如下的区域极点指标与被控系统状态方差指标间的

相容性定理.

定理 2 　考虑故障闭环系统 (7) ,假设对于给定

的极点区域Φ( q , r) ,系统满足动态输出反馈极点可

配置条件 (9) ,则对于所有满足σ2 > diag ( X S ) 的方

差上界指标σ2 都与极点区域指标Φ( q , r) 相容.

证明 　由闭环系统稳态方差矩阵对动态输出

反馈控制器的连续依赖性以及极限的保号性可知定

理成立 ,类似的推导过程可参见文献[11 ]. □

在上述的相容性定理基础上 ,当方差上界指标

σ2 满足σ2 > diag ( X S ) 时 ,容易推导出以下定理. 它

为具有相容圆形极点区域和状态方差上界指标的容

错控制问题 ,给出了求取满意动态输出反馈器的有

效方法.

定理 3 　考虑故障闭环系统 (7) ,若对于给定的

极点指标Φ( q , r) 系统动态输出反馈可配置 ,方差上

界指标σ2 满足σ2 > diag ( X S ) ,则关于矩阵变量 (ε,

X , Y , Â , B̂ , Ĉ , D̂) 的 L MIs (9) 以及 X < R0 必定有

解 ,且由其任意一组可行解 (ε, X , Y , Â , B̂ , Ĉ , D̂) 出

发 ,通过求解方程 (13) 得到的控制器参数 A K , B K ,

CK , D K 所构成的控制律必定使故障闭环系统 (7) 同

时满足约束条件 1) 和 2) . 其中 R0 是满足 diag ( R0 )

=σ2 且与 X S 有相同非对角元的正定矩阵.

证明略.

为便于在实际中操作 ,给出同时满足区域极点

指标和方差上界指标约束的动态输出反馈容错控制

系统的设计步骤 :

1) 对 于 所 有 可 能 的 执 行 器 失 效 , 用

Matlab2L MI 求解器 feasp 验证关于矩阵变量 (ε, X ,

Y , Â , B̂ , Ĉ , D̂) 的 L MI(9) 的可行性 ,从而判别故障

系统 (9) 是否存在满足条件 1) 的动态输出反馈控制

器 ;

2) 若 L MI(9) 可行 , 用 Matlab2L MI 求解器

mincx 求解以 (ε, X , Y , Â , B̂ , Ĉ , D̂) 为变量 ,L MI (9)

为约束 , min (t r X) 为目标函数的极小值问题 , 得到

X S ,从而可知对于任意给定的、满足σ2 > diag ( X S )

的方差上界指标必定与系统的区域极点指标相容 ;

3) 对于给定的方差上界指标σ2 > diag ( X S ) ,求

解关于变量 (ε, X , Y , Â , B̂ , Ĉ , D̂) 的L MIs (9) 以及 X

< R0 ,利用上述 L MIs 的可行解构造同时满足条件

1) ,2) 的动态输出反馈控制器.

4 　仿真例子
　　考虑线性不确定系统

A =

- 4 0 0

0 - 3 1

0 0 1

, B =

1 0

0 0

0 1

,

C =
1 0 . 2 0

0 1 0 . 2
, D = [ I3×3 　03×2 ] ,

W = I5×5 , H = E1 = 0 . 5 I3×3 , E2 = B .
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　　给定极点区域指标为Φ( q , r) = Φ(3 ,2) ,即圆

心为 - 3 + 0i ,半径为 r = 2的圆. 执行器故障矩阵模

型为

M = diag[ m1 　m2 ] ,

其中 :0 . 4 ≤m1 ≤1 . 6 , 0 . 2 ≤m2 ≤1 . 4 . 简单计算

可得

M0 =
1 0

0 0 . 8
, J =

0 . 6 0

0 0 . 75
.

由定理计算得到满足区域极点可配置的动态输出反

馈控制器参数为

A K =

- 3 . 886 4 2 . 313 3 6 . 116 3

- 2 . 366 0 - 1 . 577 1 - 106 . 490 1

0 . 092 9 0 . 354 0 - 35 . 213 4

,

B K =

10 . 062 3 3 . 334 1

4 . 052 5 - 6 . 678 1

0 . 340 8 - 1 . 678 1

,

CK =
- 0 . 006 7 - 0 . 050 9 - 3 . 329 9

0 . 274 1 0 . 721 6 - 65 . 569 0
,

D K =
- 0 . 098 9 0 . 224 3

0 . 224 3 - 3 . 427 4
,

此时 ,被控系统的状态稳态方差

X <

5 . 790 5 - 0 . 393 9 0 . 101 0

- 0 . 393 9 4 . 316 3 - 0 . 930 5

0 . 101 0 - 0 . 940 5 1 . 106 6

.

5 　结 　　论
　　本文研究了一类线性不确定系统动态输出反馈

控制下的完整性控制问题. 在更一般、更实际的执行

器故障模式下 ,给出了具有相容指标约束的动态输

出反馈容错控制器存在的充分条件 ,以及容错控制

器的构造性设计方法 ;所给结论保证了对于任意容

许的不确定性以及执行器的故障 ,相应的闭环系统

极点满足区域极点约束 ,且被控系统的稳态状态方

差不超过给定的上界. 数值例子验证了本文所给结

论的有效性.
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