
第 31 卷 第 6 期

Vol. 31 No. 6

控 制 与 决 策
Control and Decision

2016 年 6 月

Jun. 2016

基于边界域和知识粒度的粗糙集不确定性度量

文章编号: 1001-0920 (2016) 06-0983-07 DOI: 10.13195/j.kzyjc.2015.0478

黄国顺, 文 翰

(佛山科学技术学院理学院，广东佛山 528000)

摘 要: 为了克服现有作积形式不确定性度量方法的缺陷, 基于边界域提出一种用改进粗糙度和知识粒度求和形

式的粗糙不确定性度量公式. 与现有方法相比, 它同时考虑了由边界域和知识粗糙性产生的不确定性, 从理论上证明

了集成后的不确定性度量值确实比单个影响因素产生的不确定性度量值大, 是一种更加合理的不确定性度量方法.

将该方法推广到基于严凸函数知识粒度情形, 得到一类度量粗糙集不确定性度量方法, 并研究了随划分变细时, 粗糙

度、改进粗糙度与所提出方法之间的关系. 最后设计了一组算例对它们进行比较, 比较结果表明, 所提出的方法对划

分变细更加敏感.
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Abstract: To overcome the defect of product form methods, an uncertainty measure integrating modified rough measure

and knowledge granularity is proposed, which can simultaneously describe the uncertainties resulted from the boundary

region and knowledge roughness. It is theoretically proved that more values are got after integrating than that produced by

only one effective factor, so the proposed method is more reasonable than the existing methods. Then the similar methods

are generalized to the knowledge granularity reduced from strictly concave functions. The relationship among the rough

measure, the modified rough measure and the proposed method is discussed with respective to the refinement of partition.

Finally, a group of examples are designed to compare them. The results show that the proposed method is more sensitive to

the refinement of partition.
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0 引引引 言言言

随着研究的深入, 人们越发意识到粗糙集不确定

性度量在粗糙集理论、粒度计算理论中的重要性, 目

前它已广泛应用于属性约简、三支决策和粒度计算等

领域[1-3].

粗糙集不确定性度量的研究方法主要分为 3类,

即基于纯粗糙集的方法、基于香农信息熵及其变种方

法和基于模糊熵函数方法[4]. 在这 3种方法中, 提出最

早的是基于粗糙度的方法[5-6], 由于它的某些缺陷 (如

不具有单调性), 使得对这类方法的研究较少. 目前研

究较多的是基于信息熵的方法, 其中代表性成果主

要有Beaubouef等[7]提出的粗糙熵方法、Duntsch等[8]

提出的度量粗糙集预测不确定性方法、Wierman[9]提

出的度量知识划分粒度的不确定性方法以及后期多

种信息熵变种方法[10-13]. 模糊熵也是一种被研究得较

多的方法, 它本质上是先将粗糙集转化为模糊集, 再

利用刻画模糊性的方法来度量其不确定性[14-15], 但

Wei等[16]的研究成果表明, 并不是每一个模糊熵方法

都是有效的. 相反, 基于纯粗糙集的方法没有得到应

有的重视, 目前基于纯粗糙集的不确定性度量研究主

要取得了以下两方面的成果: 1) 对Pawlak[5]提出的粗

糙度进行改进, 提出改进粗糙度, 如Yao[17]所做的工
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作; 2) 将粗糙度和知识粒度作积, 以克服粗糙度不

具有单调性的缺点, 比较代表性的研究成果主要有

Beaubouef[7]的工作、Xu等[18]的工作和Liang等[19-20]

的工作. 但第 2类方法仍会带来至少两方面的问题:

一是反应过度问题, 即只要知识划分变细, 所计算到

的不确定度量值就会严格变小, 即使与待描述集合无

关的知识颗粒的细分也会严格变小, 这不符合人们的

直觉和知识变化的规律; 二是如果将知识粒度取值标

准化后限制在区间 [0,1]上, 则采用作积形式求出来的

集成不确定性度量值反而比单个影响因素产生的不

确定性值还要小, 这是不合理的.

本文主要针对基于粗糙度的不确定性度量方法

展开研究, 首先对文献 [4]提出的不确定性度量定义

进行扩展, 提出一种基于分布同构的粗糙集不确定性

度量定义, 并基于边界域提出一种用改进粗糙度和知

识粒度求和形式的不确定性度量方法; 然后将该方法

推广到基于严凸函数知识粒度上, 得到一类基于边界

域和严凸函数知识粒度的不确定性度量方法; 最后研

究了本文方法的若干性质以及它与粗糙度、改进粗糙

度之间的关系, 并设计一组算例对它们进行比较分析.

与现有方法相比, 本文所提出的方法同时考虑由边界

域和知识粗糙性两个影响因素产生的不确定性, 且集

成后的不确定性度量值比单个影响因素产生的不确

定性度量值大, 从而克服了现有作积方法的弊端.

1 相相相关关关基基基础础础知知知识识识

信息系统是个四元组, 记作 IS = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐴⟩. 其
中: 𝑈 是一组对象的非空有限集, 称为论域; 𝐴是有限

的属性集; 𝑉 =
∪
𝑎∈𝐴

𝑉𝑎, 𝑉𝑎 是属性 𝑎的值域; 𝑓 : 𝑈 × 𝐴

→ 𝑉 是信息函数. 对𝑈 上的任意属性集𝑃 ⊆ 𝐴定义

不可分辨关系 ind(𝑃 ) = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈2∣∀ 𝑎 ∈ 𝑃, 𝑓(𝑥,

𝑎) = 𝑓(𝑦, 𝑎)}, 关系 ind(𝑃 )构成𝑈 的一个划分, 记作

𝑈/ind(𝑃 ), 简记为𝑈/𝑃 . 𝑈/𝑃 中的包含对象𝑥的元素

[𝑥]𝑃 = {𝑦∣∀ 𝑎 ∈ 𝑃, 𝑓(𝑥, 𝑎) = 𝑓(𝑦, 𝑎)}称为等价类. 若

𝐴 = 𝐶
∪

𝐷, 𝐶为有限的条件属性集, 𝐷为有限的决策

属性集, 𝐶
∩

𝐷 = ∅, 𝑉 =
∪
𝑎∈𝐶

𝑉𝑎, 𝑓 : 𝑈 × (𝐶
∪

𝐷) →

𝑉 , 则称之为决策信息系统, 记作DIS.

给定 IS = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓,𝐴⟩, ∀𝑃 ⊆ 𝐴,𝑋 ⊆ 𝑈 , 称𝑃𝑋

= {[𝑥]𝑃 ∈ 𝑈/𝑃 : [𝑥]𝑃 ⊆ 𝑋}为𝑋关于𝑃 的下近似集,

𝑃𝑋 = {[𝑥]𝑃 ∈ 𝑈/𝑃 : [𝑥]𝑃
∩

𝑋 ∕= ∅}为𝑋关于𝑃 的

上近似集. 显然, 粗糙集𝑋的上、下近似集将论域分

割成 3个区域, 即正区域、边界域和负域. 其中: 正区

域POS𝑃 (𝑋) = 𝑃𝑋 =
∪{𝑋𝑖∣𝑋𝑖 ∈ 𝑈/𝑃

⋀
𝑋𝑖 ⊆ 𝑋},

边界域BND𝑃 (𝑋) = 𝑃𝑋 − 𝑃𝑋 , 负域NEG𝑃 (𝑋) =

𝑈 − 𝑃𝑋 .

设 IS = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓,𝐴⟩, 𝑃,𝑄 ⊆ 𝐴, 当且仅当对任意

的非空𝑋𝑖 ∈ 𝑈/𝑃 , 存在𝑄𝑗 ∈ 𝑈/𝑄, 使得𝑋𝑖 ⊆ 𝑄𝑗 , 记

作𝑈/𝑃≺𝑈/𝑄, 称𝑄粗于𝑃 (或𝑃 细于𝑄). 如果𝑈/𝑃≺
𝑈/𝑄, 且存在某个𝑋𝑖0 ∈ 𝑈/𝑃 , 𝑄𝑗0 ∈ 𝑈/𝑄, 使得𝑋𝑖0 ⊂
𝑄𝑗0 , 则称𝑄严格粗于𝑃 (或𝑃 严格细于𝑄), 记作𝑈/𝑃

≺ 𝑈/𝑄.

特别地, 如果𝑃 为恒等关系𝜔, 即𝑈/𝜔 = {{𝑥}∣𝑥
∈ 𝑈}, 则此时划分粒度最细; 如果𝑃 为全域关系 𝛿, 即

𝑈/𝛿 = {𝑈}, 则此时划分粒度最粗.

如果对于任意𝑥 ∈ 𝑈 , 有 [𝑥]𝑃 = [𝑥]𝑄, 则称划分

𝑈/𝑃 和𝑈/𝑄相等, 记作𝑈/𝑃 = 𝑈/𝑄, 简记为𝑃 ≈ 𝑄.

定理 1 设 IS = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐴⟩, 𝑃,𝑄 ⊆ 𝐴, 𝑋 ⊆ 𝑈 ,

如果𝑈/𝑃 ≺ 𝑈/𝑄, 则𝑄(𝑋) ⊆ 𝑃 (𝑋) ⊆ 𝑋 ⊆ 𝑃 (𝑋) ⊆
𝑄(𝑋).

定理 2 设 IS = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐴⟩, 𝑃,𝑄 ⊆ 𝐴, 𝑋 ⊆ 𝑈 ,

如 果𝑈/𝑃 ≺ 𝑈/𝑄, 则POS𝑄(𝑋) ⊆ POS𝑃 (𝑋),

BND𝑃 (𝑋) ⊆ BND𝑄(𝑋).

Wierman[9]在讨论知识粒度不确定性度量时, 提

出了一种大小同构的概念, 即 ∀𝑃,𝑄 ⊆ 𝐴, 若存在双射

ℎ : 𝑈/𝑃 → 𝑈/𝑄, 使得对于任意的𝑋𝑖 ∈ 𝑈/𝑃 , 有 ∣𝑋𝑖∣
= ∣ℎ(𝑋𝑖)∣, 则称划分𝑈/𝑃 和𝑈/𝑄大小同构.

苗夺谦等[21]首次提出计算知识划分的知识粒度

计算公式, 定义如下.

定义 1 设 IS = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐴⟩, 𝑃 ⊆ 𝐴且𝑈/𝑃 =

{𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑚}, 则𝑈/𝑃 的知识粒度定义为

GK(𝑃 ) =

𝑚∑
𝑖=1

∣𝑋𝑖∣2/∣𝑈 ∣2. (1)

定理 3 设 IS = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐴⟩, 𝑃,𝑄 ⊆ 𝐴, 𝑋 ⊆ 𝑈 ,

如果𝑈/𝑃 ≺ 𝑈/𝑄, 则GK(𝑃 ) < GK(𝑄).

2 现现现有有有基基基于于于粗粗粗糙糙糙度度度的的的不不不确确确定定定性性性度度度量量量方方方法法法

为了刻画出未知概念𝑋在已知知识划分𝑈/𝑃 下

的可刻画完备程度, Pawlak[4-5]首先给出集合𝑋在划

分𝑈/𝑃 的近似精度 (accuracy measure)计算公式

𝛼𝑃 (𝑋) =
∣𝑃 (𝑋)∣
∣𝑃𝑋∣ . (2)

其中: 𝑋 ∕= ∅, ∣ ⋅ ∣代表集合的基数. 对于空集∅, 定

义𝛼𝑃 (∅) = 1. 显然, 0 ⩽ 𝛼𝑃 (𝑋) ⩽ 1. 根据近似精度,

定义相应的粗糙度为

𝜌𝑃 (𝑋) = 1− 𝛼𝑃 (𝑋) =
∣BND𝑃 (𝑋)∣

∣𝑃𝑋∣ . (3)

然而, 随着知识划分变细, 𝜌𝑃 (𝑋)不一定会严格

变小, 这不符合人们的直觉, 因此国内外学者对它进

行了改进. 其中一种方法是对粗糙度本身进行改进,

由于粗糙度是边界域基数与上近似集基数之比, 缺乏

对负域信息变化的刻画能力, 导致有时即使知识划分

变细, 粗糙度也依然不变, 具体反例如下[4].

例 1 假设𝑈 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6}, 𝑋 = {𝑥2,



第 6 期 黄国顺等: 基于边界域和知识粒度的粗糙集不确定性度量 985

𝑥5}, 𝑈/𝑃1 ={{𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4}, {𝑥5, 𝑥6}}, 𝑈/𝑃2 ={{𝑥1,

𝑥2}, {𝑥3, 𝑥4}, {𝑥5, 𝑥6}}.

显 然, 有𝑈/𝑃2 ≺ 𝑈/𝑃1, 且 ∣BND𝑃2(𝑋)∣ <

∣BND𝑃1(𝑋)∣, 但 𝜌𝑃1(𝑋) = 𝜌𝑃2(𝑋) = 1. 与𝑈/𝑃1 相

比, 𝑈/𝑃2 虽然没有进一步分离出正区域中的知识颗

粒, 但仍然能够得到部分信息, 即 {𝑥3, 𝑥4}一定不在

𝑋中. 因此, 可以考虑提出一种同时刻画正域、负域

变化的粗糙集不确定性度量方法.

𝛼′
𝑃 (𝑋) =

∣𝑃 (𝑋)
∪

𝑃 (𝑋𝐶)∣
∣𝑃 (𝑋)

∪
𝑃 (𝑋𝐶)∣ =

∣𝑃 (𝑋)∣+ ∣𝑃 (𝑋𝐶)∣
∣𝑈 ∣ =

∣POS𝑃 (𝑋)∣+ ∣NEG𝑃 (𝑋)∣
∣𝑈 ∣ , (4)

𝜌′𝑃 (𝑋) = 1− 𝛼′
𝑃 (𝑋) =

∣BND𝑃 (𝑋)∣
∣𝑈 ∣ , (5)

其中 𝜌′𝑃 (𝑋)是Yao在文献 [16]中提出的公式.

另一种对粗糙度的改进方法是将它与知识粒度

作积, 其中Liang等[19-20]提出的方法最具代表性.

定义 2 设 IS = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓,𝐴⟩, 𝑃 ⊆ 𝐴, 则𝑋关于

划分𝑈/𝑃 的粗糙熵定义为[19]

𝑅𝑃 (𝑋) = 𝜌𝑃 (𝑋)GK(𝑃 ). (6)

粗糙熵𝑅𝑃 (𝑋)能够有效克服粗糙度的一些缺

陷, 它会随知识粒度划分变细而严格变小, 但它同时

产生了另外的问题. 例如, 只要知识划分变细, 粗糙熵

就会严格变小, 即使与待描述集合无关的知识颗粒的

细分也会严格变小, 这不符合人们的直觉.

为了从理论上阐述粗糙集不确定性度量问题, 胡

军等[22]给出了几个粗糙集不确定性度量的约束准则.

Wei等[16]基于模糊集和模糊熵研究了粗糙集的不确

定性度量问题, 给出一种基于边界域和模糊集形式的

公理化定义, 但该公式是基于模糊集形式, 很难与粗

糙集的粒度计算形式相适应; 黄国顺等[4]对粗糙集的

不确定性语义进行分析, 提出了一种新的基于边界域

的粗糙集不确定性度量公理化定义, 同时给出两种基

于条件概率的不确定性度量方法. 虽然文献 [4]中提

到大小同构的两边界域 (有相同的块数和颗粒结构)

具有相等的不确定性度量值, 但在具体定义不变性时

没有反映这种大小同构的性质.

定义 3 设 IS = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐴⟩, 𝑃 ⊆ 𝐴, 𝑋 ⊆ 𝑈 , 记

𝜋(𝑈)是𝑈 上所有划分集合, 𝑃 (𝑈)是𝑈 的幂集. 若存

在𝜋(𝑈)×𝑃 (𝑈)到实数集的映射函数ER(𝑋∣𝑃 ) : 𝜋(𝑈)

× 𝑃 (𝑈) → 𝑅1 满足以下条件, 则称ER(𝑋∣𝑃 )为粗糙

集𝑋在知识划分𝑈/𝑃 下的不确定性度量.

1) 非负性. ER(𝑋∣𝑃 ) ⩾ 0, 当且仅当BND𝑃 (𝑋)

= ∅时, ER(𝑋∣𝑃 ) = 0.

2) 不变性. 若BND𝑃 (𝑋)/𝑃 = BND𝑄(𝑋)/𝑄, 则

ER(𝑋∣𝑃 ) = ER(𝑋∣𝑄).

3) 单调性. 若𝑈/𝑃 ≺ 𝑈/𝑄, 则ER(𝑋∣𝑃 ) ⩽
ER(𝑋∣𝑄); 若𝑈/𝑃 ≺ 𝑈/𝑄且 ∣BND𝑃 (𝑋)∣ <

∣BND𝑄(𝑋)∣, 则ER(𝑋∣𝑃 ) < ER(𝑋∣𝑄).

定义 3强调, 当且仅当BND𝑃 (𝑋) = ∅时, 即如

果𝑋在划分𝑈/𝑃 下是确定集, 则它在划分𝑈/𝑃 中没

有不确定性, 其值为 0且达到最小, 从而避免了不具

有不确定性但其度量值不为 0的情形发生. 单调性方

面, 强调只有当边界域分裂出确定区域 (正域或负域),

其不确定性度量值才会严格变小, 同时体现了知识粗

糙性对不确定性度量的影响. 一般划分越细 (即越不

粗糙), 不确定性度量值越小, 这是合理的. 文献 [4]提

到大小同构的两边界域 (有相同的块数和颗粒结构)

具有相等的不确定性度量值, 但定义 3的不变性没有

反映这种大小同构性质. 当然, 如果两边界域划分相

同, 则它们一定是大小同构的, 但两大小同构边界域

的不确定性度量值有可能是不同的. 仍以文献 [4]的

不确定性度量ER1(𝑋∣𝑃 )举例说明如下.

定义 4 设 IS = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐴⟩, 𝑃 ⊆ 𝐴, 𝑋 ⊆ 𝑈 ,

𝑈/𝑃 = {𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑚}, 定义如下公式[4]:

ER1(𝑋∣𝑃 ) = −
𝑚∑
𝑖=1

∣𝑋𝑖

∩
𝑋∣

∣𝑈 ∣ log2
∣𝑋𝑖

∩
𝑋∣

∣𝑋𝑖∣ . (7)

例 2 假设𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥8}, 𝑈 =

{𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥7, 𝑥8, 𝑥9, 𝑥10}. 𝑈/𝑃1 = {{𝑥1,

𝑥2}, {𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥7}, {𝑥6, 𝑥8, 𝑥9, 𝑥10}}, 𝑈/𝑃2 = {{𝑥1,

𝑥2}, {𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6}, {𝑥7, 𝑥8, 𝑥9, 𝑥10}}.

显然, 划分𝑈/𝑃1 和𝑈/𝑃2 是大小同构的, 但

ER1(𝑋∣𝑃1) ∕= ER1(𝑋∣𝑃2).

3 基基基于于于边边边界界界域域域和和和知知知识识识粒粒粒度度度的的的度度度量量量方方方法法法

对于给定的粗糙集𝑋 , 它在划分𝑈/𝑃 下的不确

定性度量值是一个相对的概念, 其大小不但与划

分𝑈/𝑃 有关, 而且与𝑋在划分𝑈/𝑃 中的分布结构有

关, 因此仅用划分的大小同构去刻画一个粗糙集的不

确定性大小是不够的, 必须带上它的分布结构信息.

为此提出一种分布同构概念.

定义 5 设 IS = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓,𝐴⟩, ∀𝑃,𝑄 ⊆ 𝐴, 𝑋 ⊆ 𝑈 ,

若存在双射ℎ : 𝑈/𝑃 → 𝑈/𝑄, 使得对于任意的𝑋𝑖 ∈
𝑈/𝑃 , 有 ∣𝑋𝑖∣ = ∣ℎ(𝑋𝑖)∣, 且 ∣𝑋𝑖

∩
𝑋∣ = ∣ℎ(𝑋𝑖)

∩
𝑋∣,

则称𝑋在划分𝑈/𝑃 和𝑈/𝑄下具有相同的分布, 简称

为分布同构, 记作𝑈/𝑃 ∼= 𝑈/𝑄.

特别地, 如果在边界域满足定义 5, 则称为边界

分布同构, 记作BND𝑃 (𝑋)/𝑃 ∼= BND𝑄(𝑋)/𝑄.

定义 6 设 IS = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐴⟩, 𝑃,𝑄 ⊆ 𝐴, 𝑋 ⊆ 𝑈 ,

记𝜋(𝑈)是𝑈 上所有划分集合, 𝑃 (𝑈)是𝑈 的幂集. 若

存在𝜋(𝑈) × 𝑃 (𝑈)到实数集的映射函数ER(𝑋∣𝑃 ) :

𝜋(𝑈) × 𝑃 (𝑈) → 𝑅1 满足以下条件, 则称ER(𝑋∣𝑃 )为
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粗糙集𝑋在知识划分𝑈/𝑃 下的不确定性度量.

1) 非负性. ER(𝑋∣𝑃 ) ⩾ 0, 当且仅当BND𝑃 (𝑋)

= ∅时, ER(𝑋∣𝑃 ) = 0.

2) 不变性. 若BND𝑃 (𝑋)/𝑃 ∼= BND𝑄(𝑋)/𝑄, 则

ER(𝑋∣𝑃 ) = ER(𝑋∣𝑄).

3) 单调性. 若𝑈/𝑃 ≺ 𝑈/𝑄, 则ER(𝑋∣𝑃 ) ⩽ ER(𝑋

∣𝑄); 若𝑈/𝑃 ≺ 𝑈/𝑄且 ∣BND𝑃 (𝑋)∣ < ∣BND𝑄(𝑋)∣, 则
ER(𝑋∣𝑃 ) < ER(𝑋∣𝑄).

例 3 (例 2续) 进一步假设𝑈/𝑃3 = {{𝑥1, 𝑥2},
{𝑥3, 𝑥6, 𝑥9, 𝑥10}, {𝑥4, 𝑥5, 𝑥7, 𝑥8}}.

显然, 𝑈/𝑃1 ∕= 𝑈/𝑃2 ∕= 𝑈/𝑃3, BND𝑃1(𝑋)/𝑃1

∕= BND𝑃3
(𝑋)/𝑃3, 但𝑈/𝑃1

∼= 𝑈/𝑃3, BND𝑃1
(𝑋)/𝑃1

∼=
BND𝑃3(𝑋)/𝑃3. 根据定义 6, 𝑋在划分𝑈/𝑃1 和𝑈/𝑃3

下具有相同的不确定性值.

定理 4 设 IS = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐴⟩, 𝑃 ⊆ 𝐴, 𝑋 ⊆ 𝑈 , 则

𝜌′𝑃 (𝑋)、ER1(𝑋∣𝑃 )是满足定义 6的不确定性度量.

证证证明明明 由定理 2可知, 𝜌′𝑃 (𝑋)是满足定义 6的不

确定性度量. 由定义 4和定义 5可知, ER1(𝑋∣𝑃 )也是

满足定义 6的不确定性度量. □

例 4 (例 1续) 𝜌′𝑃1
(𝑋) = 1, 𝜌′𝑃2

(𝑋) = 2/3. 与

𝑈/𝑃1 相比, 在𝑈/𝑃2 中得到了部分信息, 即 {𝑥3, 𝑥4}一
定不在𝑋中, 所以 𝜌′𝑃2

(𝑋) < 𝜌′𝑃1
(𝑋), 这是合理的.

然而, 𝜌′𝑃 (𝑋)只刻画出了边界域的不确定性, 并

没有刻画出不可区分关系所产生的不确定性.

例 5 假设𝑈 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6}, 𝑋 = {𝑥2,

𝑥3, 𝑥5}, 𝑈/𝑃1 = {{𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4}, {𝑥5, 𝑥6}}, 𝑈/𝑃2 =

{{𝑥1, 𝑥2}, {𝑥3, 𝑥4}, {𝑥5, 𝑥6}}.

此时显然有 𝜌′𝑃1
(𝑋) = 𝜌′𝑃2

(𝑋) = 1, 它并没有

刻画出𝑈/𝑃2 是𝑈/𝑃1 细分的信息. 因此, 还必须对

𝜌′𝑃 (𝑋)改进, 将边界域产生的不确定性和知识粗糙性

产生的不确定性集成起来, 可考虑如下公式:

ERGK(𝑋∣𝑃 ) =

∣BND𝑃 (𝑋)∣
∣𝑈 ∣ +

∑
𝑋𝑖∈BND𝑃 (𝑋)/𝑃

∣𝑋𝑖∣2
∣𝑈 ∣2 −

1

𝜆

∣BND𝑃 (𝑋)∣
∣𝑈 ∣ ×

∑
𝑋𝑖∈BND𝑃 (𝑋)/𝑃

∣𝑋𝑖∣2
∣𝑈 ∣2 , (8)

其中𝜆 > 1, 而
1

𝜆
可以视为边界域和知识粒度叠加影

响因子.

定理 5 设 IS = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐴⟩, 𝑃 ⊆ 𝐴, 𝑋 ⊆ 𝑈 , 则

ERGK(𝑋∣𝑃 )是满足定义 6的不确定性度量.

证证证明明明 1) 由于

ERGK(𝑋∣𝑃 ) =

1−
(
1− ∣BND𝑃 (𝑋)∣

∣𝑈 ∣
)(

1−
∑

𝑋𝑖∈BND𝑃 (𝑋)/𝑃

∣𝑋𝑖∣2
∣𝑈 ∣2

)
+

(
1− 1

𝜆

) ∣BND𝑃 (𝑋)∣
∣𝑈 ∣ ×

∑
𝑋𝑖∈BND𝑃 (𝑋)/𝑃

∣𝑋𝑖∣2
∣𝑈 ∣2 .

(9)

又因为

∣BND𝑃 (𝑋)∣
∣𝑈 ∣ ⩽ 1,

∑
𝑋𝑖∈BND𝑃 (𝑋)/𝑃

∣𝑋𝑖∣2
∣𝑈 ∣2 ⩽ 1,

显然有ERGK(𝑋∣𝑃 ) ⩾ 0, 且当且仅当BND𝑃 (𝑋) = ∅
时, ERGK(𝑋∣𝑃 ) = 0.

2) 如 果BND𝑃 (𝑋)/𝑃 ∼= BND𝑄(𝑋)/𝑄, 则

∣BND𝑃 (𝑋)∣ = ∣BND𝑄(𝑋)∣, 且∑
𝑋𝑖∈BND𝑃 (𝑋)/𝑃

∣𝑋𝑖∣2
∣𝑈 ∣2 =

∑
𝑌𝑘∈BND𝑄(𝑋)/𝑄

∣𝑌𝑘∣2
∣𝑈 ∣2 ,

因此有结论ERGK(𝑋∣𝑃 ) = ERGK(𝑋∣𝑄).

3) 如果𝑈/𝑃 ≺ 𝑈/𝑄, 根据定理 2有BND𝑃 (𝑋)

⊆ BND𝑄(𝑋), ∣BND𝑃 (𝑋)∣ ⩽ ∣BND𝑄(𝑋)∣, 且∑
𝑋𝑖∈BND𝑃 (𝑋)/𝑃

∣𝑋𝑖∣2/∣𝑈 ∣2 <
∑

𝑌𝑗∈BND𝑄(𝑋)/𝑄

∣𝑌𝑗 ∣2/∣𝑈 ∣2,

根据式 (9)有, ERGK(𝑋∣𝑃 ) ⩽ ERGK(𝑋∣𝑄); 如果

𝑈/𝑃 ≺ 𝑈/𝑄, 且 ∣BND𝑃 (𝑋)∣ < ∣BND𝑄(𝑋)∣, 则

ERGK(𝑋∣𝑃 ) < ERGK(𝑋∣𝑄). □

由定理 5的证明过程 3)可知, 当𝑈/𝛿 = {𝑈}时,

ERGK(𝑋∣𝑃 )达到最大值ERGK(𝑋∣𝛿) = 2− 1

𝜆
.

Wierman[9]在 1998年提出了一种知识粒度公理

化定义; 梁吉业等[20]对知识粒度的公理化展开系统研

究, 讨论了信息粒度与信息熵之间的关系; Zhu[23]提

出了改进公理化定义; Yao等[24]在 2012年提出了一

种基于平均值的信息粒度度量公式; 黄国顺等[25]提出

了一种基于严凸函数导出的知识粒度度量方法. 考虑

到定义 1是一种特殊的知识粒度, 结合式 (8), 将式 (8)

推广到基于严凸函数知识粒度上.

定义 7 设 IS = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐴⟩, 若 ∀𝑃 ⊆ 𝐴有实数

𝐺(𝑃 )与之对应且满足以下条件, 则称𝐺为信息系统

IS上的知识粒度[25].

1) 不变性. ∀𝑃,𝑄 ⊆ 𝐴, 若存在双射ℎ : 𝑈/𝑃 →
𝑈/𝑄, ∀𝑋𝑖 ∈ 𝑈/𝑃 , 有 ∣𝑋𝑖∣ = ∣ℎ(𝑋𝑖)∣, 则𝐺(𝑃 ) =

𝐺(𝑄).

2) 有界性. ∀𝑃 ⊆ 𝐴, 若𝑈/𝑃 = {{𝑢𝑖}∣𝑢𝑖 ∈ 𝑈}, 则

𝐺(𝑃 ) = 0; 若𝑈/𝑃 = {𝑈}, 则𝐺(𝑃 ) = 1.

3) 严格单调性. ∀𝑃,𝑄 ⊆ 𝐴, 若𝑈/𝑃 ≺ 𝑈/𝑄, 则

𝐺(𝑃 ) < 𝐺(𝑄).

定理 6[25] 设 IS = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓,𝐴⟩, ∣𝑈 ∣ > 1, 𝑃 ⊆ 𝐴,

𝑈/𝑃 = {𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑚}. 若𝜙(𝑥)是 [1,+∞)上的非

负严凸函数, 且𝜙(1) = 0, 𝜙(∣𝑈 ∣) = 1, 则𝐺(𝑃 ) =
𝑚∑
𝑖=1

𝜙(∣𝑋𝑖∣)是满足定义 7的知识粒度函数.

满足定理 6的非负凸函数很多, 例如𝐺1(𝑃 ) =
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𝑚∑
𝑖=1

𝐶2
∣𝑋𝑖∣

𝐶2
∣𝑈 ∣

. 𝐺1(𝑃 ) =
∣𝑈 ∣

∣𝑈 ∣ − 1
GK(𝑃 ) − ∣𝑈 ∣

∣𝑈 ∣ − 1
是知识

粒度GK(𝑃 )的一个线性变换, 且具有相同的单调性.

定理 7 设 IS = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓,𝐴⟩, 𝑃 ⊆ 𝐴, 𝑋 ⊆ 𝑈 .

𝜙(𝑥)是满足定理 6中的非负严凸函数, 𝐺(𝑃 ) =
𝑚∑
𝑖=1

𝜙(∣𝑋𝑖∣), 𝜆 > 1, 则

ER𝜑(𝑋∣𝑃 ) =

∣BND𝑃 (𝑋)∣
∣𝑈 ∣ +

∑
𝑋𝑖∈BND𝑃 (𝑋)/𝑃

𝜑(∣𝑋𝑖∣)−

1

𝜆

∣BND𝑃 (𝑋)∣
∣𝑈 ∣ ×

∑
𝑋𝑖∈BND𝑃 (𝑋)/𝑃

𝜑(∣𝑋𝑖∣) (10)

是满足定义 6的不确定性度量.

证证证明明明 根据定义 7, 对于任意的𝑈/𝑃 ≺ 𝑈/𝛿, 有
∣BND𝑃 (𝑋)∣

∣𝑈 ∣ ⩽ 1,∑
𝑋𝑖∈BND𝑃 (𝑋)/𝑃

𝜑(∣𝑋𝑖∣) ⩽ 𝜑(∣𝑈 ∣) = 1,

又因为

ER𝜑(𝑋∣𝑃 ) =

1−
(
1− ∣BND𝑃 (𝑋)∣

∣𝑈 ∣
)(

1−
∑

𝑋𝑖∈BND𝑃 (𝑋)/𝑃

𝜑(∣𝑋𝑖∣)
)
+

(
1− 1

𝜆

) ∣BND𝑃 (𝑋)∣
∣𝑈 ∣ ×

∑
𝑋𝑖∈BND𝑃 (𝑋)/𝑃

𝜑(∣𝑋𝑖∣),

所以ER𝜑(𝑋∣𝑃 ) ⩾ 0. 其他证明过程与定理 5证明类

似, 此处略. □

推论 1 ER𝜑(𝑋∣𝑃 ) ⩾ ∣BND𝑃 (𝑋)∣
∣𝑈 ∣ , ER𝜑(𝑋∣𝑃 )

⩾
∑

𝑋𝑖∈BND𝑃 (𝑋)/𝑃

𝜑(∣𝑋𝑖∣).

证证证明明明 由于

ER𝜑(𝑋∣𝑃 ) =
∣BND𝑃 (𝑋)∣

∣𝑈 ∣ +
(
1− ∣BND𝑃 (𝑋)∣

𝜆∣𝑈 ∣
)
×∑

𝑋𝑖∈BND𝑃 (𝑋)/𝑃

𝜑(∣𝑋𝑖∣),

且𝜆 > 1,
∣BND𝑃 (𝑋)∣

∣𝑈 ∣ ⩽ 1, 易知

ER𝜑(𝑋∣𝑃 ) ⩾ ∣BND𝑃 (𝑋)∣
∣𝑈 ∣ .

类似地, ER𝜑(𝑋∣𝑃 ) ⩾
∑

𝑋𝑖∈BND𝑃 (𝑋)/𝑃

𝜑(∣𝑋𝑖∣). □

推论 1表明, 由公式ER𝜑(𝑋∣𝑃 )集成的不确定性

度量值比单个影响因素产生的不确定性 ∣BND𝑃 (𝑋)∣/
∣𝑈 ∣和

∑
𝑋𝑖∈BND𝑃 (𝑋)/𝑃

𝜑(∣𝑋𝑖∣)的值都要大, 因此公式

(10)是合理的.

推论 2 假设𝑈/𝑃 ≺ 𝑈/𝑄, 𝑋 ⊆ 𝑈 .

1) 如果 𝜌𝑃 (𝑋) < 𝜌𝑄(𝑋), 则 𝜌′𝑃 (𝑋) < 𝜌′𝑄(𝑋);

2) 如 果 𝜌′𝑃 (𝑋) < 𝜌′𝑄(𝑋), 则ER𝜑(𝑋∣𝑃 ) <

ER𝜑(𝑋∣𝑄).

证证证明明明 1) 根据定理 2, 由𝑈/𝑃 ≺ 𝑈/𝑄, 易知

BND𝑃 (𝑋) ⊆ BND𝑄(𝑋). 如果 𝜌′𝑃 (𝑋) < 𝜌′𝑄(𝑋)不成

立, 则有 ∣BND𝑃 (𝑋)∣ = ∣BND𝑄(𝑋)∣, 又因为 𝜌𝑃 (𝑋) <

𝜌𝑄(𝑋), 从而有 ∣𝑃 (𝑋)∣ > ∣𝑄(𝑋)∣, 与定理 1的结论矛

盾.

2) 根据式 (5)、定义 6和定理 7即有结论. □

推论 2的结论表明, 在知识划分变细的过程中,

粗糙度是反应最不敏感的一个不确定性度量, 但如果

一旦粗糙度 𝜌𝑃 (𝑋)变小, 则改进粗糙度 𝜌′𝑃 (𝑋)一定

变小, ER𝜑(𝑋∣𝑃 )也随之变小. 反之, 如果对划分变细

最敏感的不确定性度量ER𝜑(𝑋∣𝑃 )不变, 则 𝜌′𝑃 (𝑋)和

𝜌𝑃 (𝑋)都保持不变.

4 算算算例例例分分分析析析

下面设计一组算例来比较各种不确定性度量方

法的异同, 比较的对象包括粗糙度 𝜌𝑃 (𝑋)[5]、改进粗

糙度 𝜌′𝑃 (𝑋)[17]、将粗糙度和知识粒度作积方法的代

表𝑅𝑃 (𝑋)[19]、基于条件概率的不确定性度量方法的

代表ER1(𝑋∣𝑃 )[4]、模糊熵方法 𝑒𝑘03(𝑋∣𝑃 )[16]和本文方

法的代表ERGK(𝑋∣𝑃 ) (其中𝜆 = 2). 依次将它们简记

为 𝜌、𝜌′、𝑅、ER1、𝑒
𝑘
03 和ERGK. 设计的算例主要基于

以下几点考虑:

1) 当正域有知识颗粒细分时, 它是否严格变小;

2) 当负域有知识颗粒细分时, 它是否严格变小;

3) 当边界域分离出正域中的颗粒时, 它是否变

小;

4) 当边界域分离出负域中的知识颗粒时, 它是否

变小;

5) 当边界域不变, 但边界域细分后分布同构时,

它们是否保持不确定性度量值相等.

具体算例如下.

例 6 假设

𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥8},
𝑈 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥7, 𝑥8, 𝑥9, 𝑥10, 𝑥11, 𝑥12},
𝑈/𝑃1 =

{{𝑥1, 𝑥2}, {𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥7, 𝑥8, 𝑥9, 𝑥10}, {𝑥11, 𝑥12}},
𝑈/𝑃2 =

{{𝑥1}, {𝑥2}, {𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥7, 𝑥8, 𝑥9, 𝑥10}, {𝑥11, 𝑥12}},
𝑈/𝑃3 =

{{𝑥1, 𝑥2}, {𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥7, 𝑥8, 𝑥9, 𝑥10}, {𝑥11}, {𝑥12}},
𝑈/𝑃4 =

{{𝑥1, 𝑥2}, {𝑥3, 𝑥6}, {𝑥4, 𝑥5, 𝑥7, 𝑥8, 𝑥9, 𝑥10}, {𝑥11, 𝑥12}},
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𝑈/𝑃5 =

{{𝑥1, 𝑥2}, {𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥7, 𝑥8}, {𝑥9, 𝑥10}, {𝑥11, 𝑥12}},
𝑈/𝑃6 =

{{𝑥1, 𝑥2}, {𝑥3, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥8}, {𝑥4, 𝑥7, 𝑥9, 𝑥10}, {𝑥11, 𝑥12}},
𝑈/𝑃7 =

{{𝑥1, 𝑥2}, {𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6}, {𝑥7, 𝑥8, 𝑥9, 𝑥10}, {𝑥11, 𝑥12}},
𝑈/𝑃8 =

{{𝑥1, 𝑥2}, {𝑥3, 𝑥5, 𝑥8, 𝑥9}, {𝑥4, 𝑥6, 𝑥7, 𝑥10}, {𝑥11, 𝑥12}},
𝑈/𝑃9 =

{{𝑥1, 𝑥2}, {𝑥3, 𝑥6, 𝑥9, 𝑥10}, {𝑥4, 𝑥5, 𝑥7, 𝑥8}, {𝑥11, 𝑥12}}.
表 1 不同不确定性度量比较结果
𝜌 𝜌′ 𝑅 ER1 𝑒𝑘03 ERGK

𝑃1 0.800 0.667 0.400 0.333 0.667 0.963

𝑃2 0.800 0.667 0.389 0.333 0.667 0.963

𝑃3 0.800 0.667 0.389 0.333 0.667 0.963

𝑃4 0.600 0.500 0.200 0.264 0.459 0.688

𝑃5 0.750 0.500 0.250 0.195 0.459 0.688

𝑃6 0 0 0 0 0 0

𝑃7 0.800 0.667 0.222 0.270 0.541 0.815

𝑃8 0.800 0.667 0.222 0.270 0.541 0.815

𝑃9 0.800 0.667 0.222 0.333 0.667 0.815

显 然, 𝑈/𝑃𝑖 ≺ 𝑈/𝑃1, 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 9, 且

BND𝑃7(𝑋)/𝑃7
∼= BND𝑃8(𝑋)/𝑃8, 𝑋在不同划分下

的不确定性度量值如表 1所示. 尽管它们的大小不一,

但还是有如下几个特点.

1) 只要BND𝑃𝑖(𝑋) = ∅, 𝑋的不确定性度量值都

为 0, 表 1的𝑈/𝑃6 即是这样.

2) 因为BND𝑃7(𝑋)/𝑃7
∼= BND𝑃8(𝑋)/𝑃8, 所以

ERGK(𝑋∣𝑃7)= ERGK(𝑋∣𝑃8), 从而 𝜌′𝑃7
(𝑋)= 𝜌′𝑃8

(𝑋),

𝜌𝑃7(𝑋) = 𝜌𝑃8(𝑋). 另外, 在本例中, 其他不确定性度

量也相等, 如ER1(𝑋∣𝑃7) = ER1(𝑋∣𝑃8).

3) 当只有正域或负域发生细分时, 除了𝑅𝑃 (𝑋)

之外, 其他各种度量值保持不变, 如本例的𝑈/𝑃2 和

𝑈/𝑃3 即是这样. 而𝑅𝑃 (𝑋)只要划分变细, 就会严格

变小, 包括与𝑋无关的负域细分, 它也会严格变小, 如

𝑈/𝑃3, 这是𝑅𝑃 (𝑋)不合理的地方.

4) 当边界域分离出正域或负域中的知识颗粒时,

不确定性度量一般会变小, 本例中𝑈/𝑃4 或𝑈/𝑃5 就

是这样. 𝜌𝑃 (𝑋)在本例中也严格变小, 这是因为

BND𝑃 (𝑋) ∕= 𝑈 . 但在例 1中, 由于边界域等于整个

论域, 导致边界域即使分离出负域中的知识颗粒, 它

仍然保持不变, 这是 𝜌𝑃 (𝑋)不合理的地方.

5) 当 边 界 域 细 分 前 后 条 件 概 率 不 变 时,

ERGK(𝑋∣𝑃 )会严格变小, 而基于条件概率的不确定

性度量却保持不变, 例如本例中𝑈/𝑃9 ≺ 𝑈/𝑃1,

ERGK(𝑋∣𝑃9) < ERGK(𝑋∣𝑃1), 但ER1(𝑋∣𝑃9) =

ER1(𝑋∣𝑃1), 这就是它们不一样的地方. 当边界

域细分前后条件概率发生改变时, ERGK(𝑋∣𝑃 )和

ER1(𝑋∣𝑃 )都会严格变小, 如𝑈/𝑃8 就是这样. 而

𝜌′𝑃 (𝑋)只依赖于边界域基数, 不管边界域如何细分,

只要边界域基数不变, 𝜌′𝑃 (𝑋)保持不变, 那么它就没

法度量边界域知识粗糙性所产生的不确定性信息,

ER1(𝑋∣𝑃 )能部分度量边界域知识粗糙性产生的不确

定性信息, 而ERGK(𝑋∣𝑃 )只要边界域有细分, 都会严

格变小.

6) 一 般 地, ERGK(𝑋∣𝑃 )比 𝜌′𝑃 (𝑋)和∑
𝑋𝑖∈BND𝑃 (𝑋)/𝑃

∣𝑋𝑖∣2
∣𝑈 ∣2 的值要大, 这是由于它集成了由

边界域和知识粗糙性产生的两种不确定性, 而𝑅𝑃 (𝑋)

采用作积的形式虽然集成了产生不确定性的两种影

响因素, 但最后得到的值比集成前还小, 这是它不合

理之处.

5 结结结 论论论

本文主要从纯粗糙集的角度研究了粗糙集的不

确定性度量问题, 提出了一种基于边界域和知识粒度

的不确定性度量方法. 与现有方法不同, 它将产生粗

糙集不确定性的两种因素集成在一起, 所得计算结果

比单个影响因素产生的不确定性度量值大, 因此是一

种更加合理的不确定性度量方法. 研究结果发现, 由

于本文不确定性度量方法是基于边界域的, 正域与负

域的划分变细对不确定性度量没有影响, 只有当边界

变细, 它才会变小. 与现有的 Pawlak粗糙度和改进粗

糙度相比, 本文建议的方法对划分变细更加敏感, 只

要本文建议的方法计算结果不变, 那么粗糙度和改进

粗糙度都保持不变, 反之则不一定成立. 下一步, 将对

满足不确定性度量定义的纯粗糙集方法、信息熵方法

与模糊熵结合起来研究.
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