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一类开关切换系统的输出反馈镇定
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摘　要: 对一类子系统为线性的开关切换系统进行观测器设计,并给出系统动态输出反馈可镇定的充

分条件。在所设计的观测器基础上,以系统状态的观测值为依据设计各子控制器和切换方案,使整个闭

环系统是指数渐近稳定的。对于切换时间间隔受限制的情况,给出了相应的动态输出反馈可镇定条件和

镇定控制方案。实例仿真结果表明,所给出的设计方案是可行的。
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Abstract: A n observer is designed fo r a class of sw itch ing system s w ho se sub2system s are linear. A

sufficien t condit ion fo r the stab ilizat ion of the system by dynam ics ou tpu t feedback con tro ller is a lso

p resen ted. Based on design ing the observer, a sw itch ing stra tegy and sub2con tro ller, w h ich use the

observer value, are designed to guaran tee that the clo sed2loop system is exponen tia lly asymp to tically

stab le. W hen the sw itch ing in terval t im e is constra ined the sw itch ing stra tegy and sub2con tro llers can

also design to guaran tee that the clo sed2loop system is exponen tia lly asymp to tically stab le. F inally, an

examp le is given to show the feasib ility of the given stra tegies.
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1　引　　言
　　近年来,混杂系统作为应用系统中出现越来越

多的一类非线性系统,已引起控制理论和工程界的

广泛关注[1～ 12 ]。开关切换系统是混杂系统中较为简

单的一种,它是由几个子系统经过切换产生的。开关

切换系统在很多实际工程应用中经常遇到,例如飞

机的多工作点控制、电力系统网络的切换以及多频

采样数字系统的控制等。

　　在混杂切换系统的稳定性和镇定方面,文献 [ 1

～ 8 ]研究了系统稳定性分析和基于状态反馈控制器

的镇定;文献[ 9～ 11 ]研究了静态输出反馈控制。然

而,系统的输出通常不能完全包含系统状态的全部

信息,而静态输出反馈的控制能力明显弱于状态反

馈控制。在系统的状态不能完全获得的情况下,如何

对混杂系统或简单地对开关切换系统设计动态输出

控制器是亟待研究解决的问题。一方面,开关切换将

为观测器的设计带来困难;另一方面,由观测带来的

误差可能会对混杂系统的离散控制器的触发造成大

的偏差,这对整个闭环系统的影响将难以估计。

　　基于上述两点,本文对一类子系统为线性的开
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关切换系统进行观测器设计,给出了一个系统输出

可镇定的充分条件,并在此基础上以系统状态的观

测值为依据设计了子控制器和切换方案,以保证系

统的指数渐近稳定性。另外,对于切换时间间隔受限

制的情况,给出了相应的可镇定条件和镇定控制方

案。

2　问题描述
　　考虑如下开关切换系统

2 :
xα= A s ( t) x + B s ( t) u

y = C s ( t) x
(1)

其中: x ∈R n , u ∈R m 和 y ∈R l 分别为系统的连续

状态、连续输入和连续输出; s ( t) ∈ {1, 2,⋯,N } 为

系统的离散状态, s ( t) 的每一次变化代表一次切换;

A i,B i 和C i 为相应维数的常矩阵。实际上,系统的总

体输入U 是由系统的连续输入和离散状态的切换组

成的。

　　系统 (1) 的输出反馈镇定是指对每个子系统确

定相应的子系统输出反馈控制器 # i,并确定开关切

换方案 S ,使系统 (1) 在 # i和S 的共同作用下稳定。

　　 对于式 (1) 所描述的系统, 已取得了采用状态

反馈进行镇定的研究结果[8 ] ,即只要子系统 2 i 的某

个凸组合是可镇定的即可。而用输出反馈进行镇定

时,将面对以下两个问题:

　　1) 需要通过系统的输入和输出对系统的状态

进行观测, 切换作用将对观测器的设计产生怎样的

影响?

　　2) 由于系统的状态与其观测值之间存在误差,

以系统状态观测值为依据的各子系统输出反馈控制

器和开关切换方案的设计, 其镇定能力受观测误差

的影响有多大?

　　 针对上述两个问题, 本文首先对系统 (1) 设计

观测器, 然后利用观测器输出值来构造相应的子系

统控制器 # i和开关切换逻辑S。结果表明,只要设计

适当,观测误差对系统的镇定不会产生影响。

3　观测器的设计
　　为更好地叙述本文的主要思想,首先引入如下

假设:

　　假设 1　Π i∈ {1, 2,⋯,N }, (C i,A i) 是可检测

的。

　　对每个子系统 2 i,构造如下形式的等维观测器

O i: xδ
õ

= A ix
δ + B iu + G i (C ix

δ - y )

i∈ {1, 2,⋯,N } (2)

记 x� = x - xδ为观测误差,对任意 i∈ {1,⋯,N },观

测器Q i对子系统 2 i 的观测误差满足动态方程

E i: x�
õ

= (A i + G iC i) x
�,　i∈ {1, 2,⋯,N } (3)

　　由于整个系统的观测误差的动态方程是由式

(3) 中N 个方程切换得到的,而式 (3) 中观测误差 x�

既不可控又不可观,所以无法以 x�为依据进行切换
来改善 x

�的稳定性。因此必须保证设计得到的各个
子系统观测器, 在任意切换方案下使整个系统的观

测误差都是渐近稳定的,即lim
t→∞

x
� = 0。

　　将上述问题转化为对系统 (3) 寻找一个统一的

李亚普诺夫函数问题, 即找到一个李亚普诺夫函数

V (x
�) ,使得在任意 E i 的作用下都有Vα< 0。令

V (x
�) = x

�T P x�,　P > 0 (4)

则当 s ( t) = i ( i ∈ {1, 2,⋯,N }) 时, 有 Vα(x
�) =

x�T ( (A i + G iC i) T P + P (A i + G iC i) ) x
�。显然,所述问

题可转化为解如下带有矩阵不等式约束的优化问题

　　　

m in Κ
s. t. Κ< 0,　P > 0

　 (A i + G iC i) T P + P (A i +

　G iC i) < ΚI

　　　　i∈ {1, 2,⋯,N }

(5)

　　上述问题可利用LM I方法求解 (可使用许多成

熟的软件如M A TLAB 等)。显然, 使用上述方法解

得的G i, 在任意切换方式下对式 (5) 所定义的李亚

普诺夫函数V (x
�) = x

�T P x�,都有Vα(x
�) < Κ‖x�‖2 <

0。因此,系统 (4) 在任意切换下都是指数稳定的,即

ϖ Α> 0, Β > 0,当 t > 0时有

‖x� ( t)‖ < Αe- Βt (6)

4　切换可镇定性条件与切换逻辑
　　假设通过上述方法已得到一组形如式 (2) 的观

测器使得式 (6) 成立, 那么是否可利用观测器得到

系统状态的观测值构造子控制器和切换逻辑以镇定

切换系统 (1)。对此问题,本文有如下结论:

　　定理 1　对于系统 (1) ,采用由式 (5) 解得的观

测器Q i,若存在∆i∈R , k i∈R m×n , i∈ {1, 2,⋯,N },

正定阵 Pϖ > 0,正常数 Χ> 0,满足下述条件

∆i ≥ 0 (7)

∑
N

i= 1
∆i = 1 (8)

　　　　　　∑
N

i= 1
∆i ( (A i + B ik i) T Pϖ +

　　　　　　Pϖ (A i + B ik i) ) < - ΧI (9)

则系统 (1) 是指数渐近可镇定的。此时切换策略和

子系统控制器可取
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　　　S : s ( t) = arg m in{x
δT ( (A i + B ik i) T Pϖ +

　　　　　　　Pϖ (A i + B ik i) ) xδ} (10)

　　　# i: u = k ix
δ (11)

　　证明　为叙述简单,记Aϖi = A i + B ik i。若Pϖ >

0, k i∈R m×n , i∈ {1, 2,⋯,N ) ,满足式 (7)～ (9) ,令

Vϖ (x
δ) = x

δT Pϖxδ,则在切换控制逻辑 S 和子系统控制

器 # i作用下,有

Vϖ
õ

(x
δ) ≤x

δT (Aϖs ( t)
T Pϖ + PϖAϖs ( t) +

Χ
2

I ) xδ +

2
Χ‖Pϖ (G s ( t)C s ( t) )‖2‖x

�‖2

由式 (9) 和 (10) 可知

xδT (Aϖs ( t)
TPϖ + PϖAϖs ( t) + ΧI ) x

δ < 0

即 x
δT (Aϖs ( t)

T Pϖ + PϖAϖs ( t) +
Χ
2

I ) x
δ <

- Χ
2
‖x

δ‖2

由于 ϖ Α> 0, Β > 0, 当 t > 0 时, 有 ‖x� ( t)‖ <

Αe- Βt,因此有

Vϖ
õ

(x
δ) = x

δTPϖx
δõ + x

δõ T Pϖx
δ <

- Χ
2Γ V (x

δ) +
2
Χ‖Pϖ (G s ( t)C s ( t) )‖2Α2e- 2Βt (12)

其中 Γ为 Pϖ1ö2 谱的最小值。记

h = Χö2Γ

g = m ax{
2
Χ‖Pϖ (G iC i)‖2Α2û i∈ {1, 2,⋯,N }}

显然 h > 0, g > 0,则

Vα(x
δ( t) ) < - hV (x

δ( t) ) + g e- 2Βt (13)

解上述不等式可得

V (x
δ( t) ) <

e- h tV (x
δ(0) ) + g e- h t∫

t

0
ehΣe- 2ΒΣdΣ=

e- h tV (x
δ(0) ) + g te- h t,　h = 2Β

e- h tV (x
δ(0) ) + g

1
h - 2Β(e- 2Βt - e- h t)

　　　　　　　h ≠ 2Β

(14)

因为‖x
δ‖2 ≤ 1

ΓVϖ (x
δ( t) ) ,其中 Γ为 Pϖ1ö2 谱的最小

值。由式 (14) 可知 ϖ Α′> 0, Β′> 0,有

‖x
δ( t)‖≤ 1

Γ
V
-

(x
^

( t) ) < Α′e- Β′t

又由于 ‖x� ( t)‖ < Αe- Βt,‖x‖ = ‖xδ + x�‖ ≤
‖x

δ‖ + ‖x
�‖,因此有‖x‖ < Α″e- Β″t,其中 Α″=

2m ax{Α, Α′}, Β″= m in{Β, Β′}, 即系统 (1) 是指数渐

近稳定的。□

5　切换时间间隔受限的情形
　　在实际工程中,为避免整个系统频繁切换而引

起高频颤动,往往对切换时间间隔有一定的限制,即

要求对给定的常数 Σ> 0,发生切换的时间序列{ tj , j

= 1, 2,⋯}满足 t j+ 1 - tj > Σ。为满足这一条件,对切

换控制逻辑 S 进行如下调整

S′:

s ( t0) = arg m in{xδT ( (AϖT
i Pϖ +

　　　PϖAϖi) ) x
δ},　t0 = 0 (15)

tj + 1 = inf{ tû t - tj ≥ Σ,m in{xδT (AϖT
i Pϖ +

　　　PϖAϖi) x
δ} < xδT (AϖT

s ( tj ) Pϖ + PϖAϖs ( tj ) xδ} (16)

s ( t) =

s ( tj ) ,　t∈ [ tj , tj + 1)

a rg m in{x
δT (AϖT

i Pϖ + PϖAϖi) x
δ}

　i∈ {1, 2,⋯,N },　t = tj + 1

(17)

在切换方案改变后,被控系统 (1) 是否依然稳定?对

此问题,有如下结论:

　　定理 2　对于系统 (1) ,采用由式 (5) 解得的观

测器Q i,存在一组 ∆i∈R , k i∈R m×n , i∈ {1, 2,⋯,

N },正定阵Pϖ > 0,正常数Χ> 0,满足定理 1中的式

(7)～ (9) ,若给定的切换时间间隔 Σ满足下述条件

sup
0≤Η≤1, i∈{1, 2,⋯,N }{2‖Q i‖‖eAϖ iΗΣ - I‖ +

1
2
‖Q i‖‖eAϖ iΗΣ - I‖2} <

Χ
2

(18)

其中Q i = AϖT
i Pϖ + PϖAϖi,则在式 (15)～ (17) 所述的

切换控制逻辑 S′和式 (11) 所述的子系统控制器 # i

作用下,系统 (1) 是指数渐近稳定的。

　　证明　若Pϖ > 0, k i∈R m×n , i∈ {1, 2,⋯,N },

满足式 (7)～ (9) ,令Vϖ (x
δ) = x

δTPϖxδ,若系统在时间 t

发生了一次切换, 则由于切换时间间隔限制 Σ的缘
故,在时间段[ t, t + Σ) 内不会再发生切换。令 0≤ Η
< 1,有 s ( t + ΗΣ) = s ( t) ,则在切换控制逻辑S′和子

系统控制器 # i 作用下,有

xδ( t + ΗΣ) =

eAϖs (t) ΗΣx
δ( t) +∫

t+ ΗΣ

t
eAϖs (t) ( t- Θ)

x
� (Θ) dΘ (19)

为叙述简单,记

Ε1 = (eAϖs (t) ΗΣ - I ) x
δ( t)

Ε2 =∫
t+ ΗΣ

t
eAϖs (t) ( t- Θ)

x� (Θ) dΘ,　Ε= Ε1 + Ε2

(20)

易验证Ε= x
δ( t + ΗΣ) - x

δ( t)。由积分中值定理可知,

存在 Η≤ Η′≤ Η,有

Ε2 =∫
t+ ΗΣ

t
eAϖs (t) ( t- Θ)

x
� (Θ) dΘ=

ΗΣe- Aϖs (t) Η′Σx� ( t + Η′Σ) (21)

因为 ϖ Α> 0, Β > 0, 当 t > 0 时, 有 ‖x� ( t)‖ <

Αe- Βt,所以 ϖ Α′> 0, Β′> 0,当 t > 0时,有
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‖Ε2‖ < Α′e- Β′t (22)

xδT ( t + ΗΣ) Pϖ (G s ( t)C s ( t) ) x
� ( t + ΗΣ) ≤

l‖x
δ( t)‖2 +

1
l
‖eAϖs (t) ΗΣPϖG s ( t)C s ( t)‖2 ×

‖x� ( t + ΗΣ)‖2 (23)

则将Vϖ
õ

(x
δ( t + ΗΣ) ) 展开整理并取 l = Χö12,可得

Vϖ
õ

(x
δ( t + ΗΣ) ) <

-
Χ
4
‖xδ( t)‖2 + ( 1

l
+

1
2 )‖Q s ( t)‖ (Α′e- Β′t) 2 +

1
l
‖eAϖs (t) ΗtΣPϖG s ( t)C s ( t)‖2 (Αe- Β( t+ ΗΣ) ) 2

又由于 xδ( t + ΗΣ) = eA s (t) ΗΣxδ( t) + Ε2,因此

1
2‖eA s (t) ΗΣ‖2 (‖x

δ( t + ΗΣ)‖2 - 2‖Ε2‖2) <

‖xδ( t)‖2

则

Vϖ
õ

(xδ( t + ΗΣ) ) <

-
Χ

8‖eA s (t) ΗΣ‖2 (‖x
δ( t + ΗΣ)‖2 - ‖Ε2‖2) +

( 1
l

+
1
2 )‖Q s ( t)‖ (Α′e- Β′t) 2 +

1
l
‖eAϖs (t) ΗtΣPϖG s ( t)C s ( t)‖2 (Αe- Β( t+ ΗΣ) ) 2

使用与定理 1 相同的解不等式的方法, 可以证明Vϖ
õ

(x
δ( t) ) 是指数衰减于0的,由‖x‖= ‖xδ+ x�‖≤
‖xδ‖ + ‖x�‖可知系统 (1) 是指数渐近稳定的。□

6　仿真结果
　　考虑如下由两个子系统组成的切换系统

2 i:
xα= A ix + B iu ,

y = C ix ,
　i∈ {1, 2}

其中

A 1 =

1 2 0

3 - 1 1

0 2 0

,　A 2 =

0 0 - 2

1 0 9

0 1 0

B 1 = [ 0. 275 0　 - 0. 106 8　 - 0. 955 5 ]T

B 2 = [ 0. 221 8　 - 0. 921 2　 - 0. 319 6 ]T

C 1 = C 2 = [ 0　0　1 ]

易证子系统 2 i ( i∈ {1, 2}) 是不可镇定的。

　　应用本文方法,构造如下形式的等维观测器

Q i: xδ
õ

= A ix
δ + B iu + G i (C ix

δ - y )

i∈ {1, 2,⋯,N },　u = k ix
δ

可解得观测器矩阵分别为

G 1 = [ - 14. 299 2　 - 16. 497 7　 - 3. 802 5 ]T

G 2 = [ - 10. 237 7　 - 23. 431 2　 - 3. 259 1 ]T

控制器矩阵分别为

k 1 = [ - 5. 481 9　 - 2. 817 1　3. 339 2 ]

k 2 = [ 12. 369 2　7. 314 1　6. 350 6 ]

取 x (0) = [ 1　 - 1　0 ]T , x
δ(0) = [ 0. 5, 0, 0 ],仿真

得到的系统状态和观测误差如图 1和图 2所示。

图 1　系统状态

图 2　观测误差

　　由仿真结果可以看出, 使用本文方法, 即使子

系统存在不可镇定的情况, 也可对整个闭环系统进

行输出镇定控制。

7　结　　语
　　本文对一类子系统为线性的开关切换系统进行

观测器设计,给出了一个系统可镇定的充分条件,并

在此基础上以系统状态的观测值为依据设计出子控

制器和切换方案,以保证系统的指数渐近稳定。另

外,对于切换时间间隔受限制的情况,给出了相应的

可镇定条件和镇定控制方案。仿真结果表明,本文方

法可有效地进行输出反馈镇定。

(下转第 176页)
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　　选取目标函数为

f (rp , Ρ2
p ,M l,M T ) = e100 (rp - Ρ2

p
) - e10 (M l+ M T

) öM (6)

式 (6) 第 1项中: rp 为投资组合的收益, Ρ2
p 为投资组

合的风险。模型的第 1目标是收益大风险小,因此采

用二者之差来权衡投资组合的收益和风险。式 (6)

第 2项是“负”号,其中:M T 为交易费用,M l 为剩余

资金,两项相加再除以原始总资金M 用以衡量总资

金的利用率。这是模型的另一目标,即资金的利用率

最大。最后,定义适应值函数

fitness = f - Η (7)

　　经过计算,得到 10组投资组合策略,如表 2所

示。其中 x 1～ x 5 分别代表 5支股票的购买数量 (单

位是手)。总市值是购买股票的总市值, 不包括交易

费用。收益和风险是该组投资组合的总的收益率和

风险。第 1组解收益最大,风险也最大;第 10组解风

险最小,收益也最小。
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