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基于线性矩阵不等式的不确定关联
系统的分散鲁棒镇定

桂卫华, 谢永芳, 陈　宁, 吴　敏
(中南工业大学 信息科学与工程学院, 湖南 长沙 410083)

摘　要: 应用线性矩阵不等式 (LM I)方法研究不确定性关联大系统的分散鲁棒镇定问题。系统中不确

定项具有数值界, 可不满足匹配条件。基于不确定项的表达形式, 给出了其可分散状态反馈镇定的充分

条件, 即一组LM Is 有解。在此基础上, 通过求解一凸优化问题, 提出了具有较小反馈增益的分散稳定化

状态反馈控制律的设计方法。仿真示例说明了该方法的有效性和优越性。
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D ecen tra l ized Robust Stabil iza tion for L inear Uncerta in
In terconnected System s Based on L inear M atr ix Inequal ity
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Abstract: T he decen tra lized robust stab ilizat ion p rob lem fo r large2scale uncerta in system s is studied by

m eans of linear m atrix inequality (LM I) app roach. T he uncerta in ty is bounded and m ay no t sat isfy the

so2called m atch ing condit ions. A sufficien t condit ion fo r decen tra lized stab ilizat ion feedback con tro l

law s is derived. T h is condit ion is exp ressed as the so lvab ility p rob lem of linear m atrix inequalit ies

(LM Is). A convex op tim ization p rob lem w ith LM I constra in ts is fo rm ulated to design a decen tra lized

sta te feedback con tro l w ith sm aller gain param eters w h ich enab les the clo sed2loop system asymp to tical2
ly stab le.
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1　引　　言

　　由于环境条件变化或辨识不精确等因素, 系统

模型中常含有不确定性, 这样, 按照标称参数设计的

控制器便可能失去预期的性能指标, 因而具有不确

定性大系统的鲁棒控制的研究具有理论价值和实际

意义。在实际系统中, 不确定项往往具有数值界表达

形式[1 ] , 可表示为 û∃û ; E , 即矩阵 ∃ 中每个元素的

绝对值小于矩阵 E 中相应元素, 其中 E 为非负常数

阵。这种表达形式不需要满足匹配条件, 更具一般性

和实际意义。基于不确定项的数值界表达形式, 可以
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去掉不确定项分解后所附加的某些约束条件, 从而

有可能得到更易于实现的分散鲁棒控制器。

近年来,LM I 方法以其高效的求解方法已引起

控制界的关注, 成为鲁棒分析与设计的重要方

法[2～ 4 ]。本文应用LM I方法研究一类具有数值界, 可

不满足匹配条件的时变不确定性关联系统的分散鲁

棒镇定问题, 得到其可分散状态反馈镇定的充分条

件, 提出具有较小反馈增益控制律的LM I 设计方

法。与文献[ 5 ] 的R iccat i方程方法相比,LM I方法克

服了需预先调整多个参数、计算复杂、应用不便等问

题。

2　问题描述及引理

　　 考虑一类由N 个子系统构成的具有数值界时

变不确定性关联大系统, 其子系统方程为

xαi ( t) = [A ii + ∃A ii ]x i ( t) + [B i + ∃B i ]u i ( t) +

∑
N

j= 1, j≠i

[A ij + ∃A ij ]x j ( t) (1)

其中, x i ( t) ∈R n i 和 u i ( t) ∈R m i 分别为状态和控制

向量; 标称系统A ij 和B i 具有适当的维数, (A ii,B i)

是可控的,A ij ( j ≠ i) 为互联矩阵; ∃A ij 和 ∃B i 为时

变不确定项, 它们有如下数值界

û∃A ij û ; D ij , 　û∃B iû ; E i

i, j = 1, 2, ⋯,N (2)

其中D ij 和 E i 为具有非负元素的实常数矩阵, 并分

别与 ∃A ij 和 ∃B i 同维。û∃û ; ∃θ 的含义是: ûeij û ≤

eγij , i, j = 1, 2, ⋯,N , eij 和 eγij 分别为矩阵 ∃ 和 ∃θ 的第

i j 个对应元素。

假定各个子系统的状态都可直接测量得到。本

文的目的是对每个子系统设计一个局部无记忆状态

反馈控制律

u i ( t) = K ix i ( t) (3)

其中 K i ∈R m i×n i 为局部反馈增益矩阵, 使所得出的

闭环复合大系统稳定。

下面给出文中用到的几个重要引理:

引理 1　设A ,B ∈R n×n ,A ≥B , 则有C TA C ≥

C TB C , Π C ∈R n×k 成立。

引理 2　设X 和Y 是具有适当维数的向量或矩

阵, 则对任意正数 Α> 0, 有

X TY + Y TX ≤ ΑX TX + Α- 1Y T Y

成立。

引理 3　设 Y 和Q 是具有适当维数的向量或矩

阵, 其中Q > 0, Α和 Β是给定的正数, 则有

Y T Y < ΑI 当且仅当
- ΑI Y T

Y - I
< 0

Q - 1 < ΒI 当且仅当
Q I

I ΒI
> 0

　　引理 4[5 ]　若 n ×m 阶矩阵 ∃A 满足 û∃A û ;
D , 则有

8 (D ) ≥ ∃A ∃A T , 　# (D ) ≥ ∃A T ∃A

其中

8 (D ) =
‖D D T‖I , 　‖D D T‖I < ndiag (D D T )

ndiag (D D T ) , 　其　它

# (D ) =
‖D TD ‖I , 　‖D D T‖I < m diag (D TD )

m diag (D TD ) , 　其　它

这里, d iag (R ) = diag (r11, r22, ⋯, rnn) , R = (r ij ) 为 n

阶对称实阵。

注 1　 文中矩阵范数 ‖M ‖ 定义为M 的最大

奇异值; 矢量范数‖a‖为 a 的 2 范数。

3　分散鲁棒稳定化控制器设计

　　 本节将导出具有数值界的时变不确定性关联

系统 (1) 可分散状态反馈镇定的充分条件, 并给出

具有较小反馈增益的分散稳定化控制律的设计方

法。

采用控制律 (3) , 其闭环子系统为

xαi = [A ii + ∃A ii ]x i + [B i + ∃B i ]K ix i +

∑
N

j= 1, j≠i

[A ii + ∃A ii ]x j (4)

考虑如下L yapunov 函数

V (x ) = x T P x = ∑
N

i= 1
x T

i P ix i

V (x ) 沿系统 (4) 轨线的时间导数为

Vα(x ) = ∑
N

i= 1

(xαT
i P ix i + x T

i P ix
α

i) =

∑
N

i= 1
{x T

i (A T
iiP i + P iA ii + ∃A T

iiP i + P i∃A ii +

K T
i B

T
i P i + P iB iK i + K T

i ∃B T
i P i + P i∃B iK i) x i +

2x T
i P i ∑

N

j = 1, j≠i

(A ij + ∃A ij ) x j } (5)

由引理 1, 引理 2 和引理 4 可推出

ΑiP iP i + Α- 1
i # (D ii) ≥ P i∃A ii + ∃A T

iiP i (6)

ΒiP iP i + Β- 1
i K T

i # (E i) K i ≥ P i∃B iK i + K T
i ∃B T

i P i

(7)

在引理 2 中令 Α= 1, 可得

∑
N

i= 1
2x T

i P i ∑
N

j= 1, j≠i

(A ij + ∃A ij ) x j ≤
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∑
N

i= 1
∑

N

j = 1, j≠i

[x T
i P i (A ijA

T
ij + ∃A ij ∃A T

ij ) P ix i + 2x T
j x j ] ≤

∑
N

i= 1

(x T
i P iF 1iP ix i + x T

i P iF 2iP ix i + F 3ix
T
i x i) (8)

其中

F 1i = ∑
N

j= 1, j≠i

A ijA T
ij , 　F 2i = ∑

N

j= 1, j≠i

8 (D ij ) , 　F 3i = 2 (N - 1) I

将式 (6)～ (8) 代入式 (5) , 有

V
õ

(x ) ≤∑
N

i= 1
x T

i [A T
iiP i + P iA ii + ΑiP iP i +

Α- 1
i # (D ii) + K T

i B
T
i P i + P iB iK i +

ΒiP iP i + Β- 1
i K T

i # (E i) K i +

P iF 1iP i + P iF 2iP i + F 3i ]x i

由L yapunov 稳定性定理知, 如果不等式

A T
iiP i + P iA ii + ΑiP iP i + Α- 1

i # (D ii) +

K T
i B

T
i P i + P iB iK i + ΒiP iP i +

Β- 1
i K T

i # (E i) K i + P iF 1iP i + P iF 2iP i + F 3i < 0

(9)

有正定对称解 P i, 则不确定性关联大系统 (1) 可以

分散状态反馈镇定。

由引理 4 知, # (D ii) 和 # (E i) 均为正定或半正

定矩阵, 可分解为 # (D ij ) = # (D ij ) 1ö2# (D ij ) 1ö2,

# (E i) = # (E i) 1ö2# (E i) 1ö2。将式 (9) 两边分别左乘

以和右乘以 P - 1
i , 令X i = P - 1

i , Y i = K iX i, 则得

　　A T
iiX i + X iA ii + Αi I + Α- 1

i X i# (D ii)X i +

　　Y T
i B

T
i + B iY i + Βi I + Β- 1

i Y T
i # (E i) Y i +

　　F 1i + F 2i + X iF 3iX i < 0 (10)

　　由 Schu r 补[2 ] 可知, 矩阵不等式 (10) 等价于下

述LM I

Aϖi X i# (D ii) 1ö2 Y T
i # (E i) 1ö2 X i

# (D ii) 1ö2X i - Αi I 0 0

# (E i) 1ö2Y i 0 - Βi I 0

X i 0 0 F - 1
3i

< 0

(11)

其中

Aϖi = A T
iiX i + X iA ii + (Αi + Βi) I +

Y T
i B

T
i + B iY i + F 1i + F 2i

因此, 如果LM I(11) 有解, 则闭环系统渐近稳定。据

此可得下述定理:

定理 1　 对满足式 (2) 的时变不确定性关联大

系统 (1) , 如果存在正定矩阵 X i, 矩阵 Y i, 正数 Αi 和

Βi, 使LM I(11) 成立, 则大系统 (1) 可分散状态反馈

镇定, 且分散状态反馈增益阵为 K i = Y iX
- 1
i 。

定理 1 给出了大系统 (1) 存在分散鲁棒稳定化

控制器的一个充分条件, 但所得的反馈增益难以保

证尽可能小。在实际工程应用中, 为了保证系统良好

的动态性能和抑制测量噪声, 常采用具有较小反馈

增益的控制律[6 ]。

为求较小反馈增益矩阵, 考虑

Y T
i Y i < Ηi I , 　X - 1

i < Χi I (12)

其中 Ηi > 0, Χi > 0, 则

K T
i K i = ΗiX

- 1
i Y T

i Y iX
- 1
i < ΗiΧ2

i I

故可通过使得Ηi 和Χi 极小化来获得具有较小增益的

反馈矩阵。

由引理 3 知式 (12) 等价于

- Ηi I Y T
i

Y i - I
< 0, 　

X i I

I Χi I
> 0 (13)

因此, 关联大系统 (1) 具有较小反馈增益的分散鲁

棒镇定控制律可由下述优化问题

m in ∑
N

i= 1
Ηi + ∑

N

i= 1
Χi

求解。约束条件为式 (11) 和 (13)。这是一个具有

LM Is 约束的凸优化问题, 可用LM I 工具软件中的

M incx 命令[7 ] 方便求解。

4　仿真示例

　　 沿用前面的记号, 考虑一个可由式 (1) 描述的

由两个子系统组成的不确定性线性关联大系统, 其

不确定项具有数值界。其中

A 11 =
- 3 4

1. 9 - 2
, 　B 1 =

1

1

A 12 =
0. 5 0. 2

0. 2 0. 5
, 　D 11 =

1 0. 2

0. 3 0. 17

E 1 =
0. 4

0. 2
, 　D 12 =

0. 04 0. 01

0. 03 0. 04

A 22 =
1 0. 2

- 0. 2 0. 8
, 　B 2 =

0. 5 0

0 0. 5

A 21 =
0. 2 - 0. 1

0. 3 0. 1
, 　D 22 =

0. 3 0

0 0. 2

E 2 =
0. 2 0. 08

0. 07 0. 1
, 　D 21 =

0. 04 0. 01

0. 06 0. 01

　　 不难验证系统中的不确定项不满足匹配条件。

用本文提出的方法, 在LM ITOOL 环境下解相应的

凸优化问题, 求得该系统的分散稳定化控制律为

u 1 ( t) = [ - 2. 010 7　 - 1. 352 3 ]x 1 ( t)

u 2 ( t) =
- 8. 785 2 0. 202 8

- 0. 544 5 - 5. 920 3
x 2 ( t)
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　　待求解的是一组LM Is, 且含有多个参数。但在

LM ITOOL 环境下可一次性求出, 求解非常方便, 无

需预先调整参数, 克服了文献[ 5 ] 的不足。

5　结　　论

　　本文对不确定线性关联大系统给出了分散鲁棒

控制器, 其存在性依赖于相应的LM Is 的解。系统中

的不确定项具有数值界而不需满足匹配条件, 消除

了应用其它不确定项表达式所带来的约束。通过求

解受LM I 约束的凸优化问题, 提出了具有较小反馈

增益的LM I 设计方法。该方法没有参数调整过程,

求解应用十分便利。
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